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تابعی مدرج  مگنتوالکتروالاستیک دوار دیسک در زمان به بررسی رفتار استاتیکی و خزش وابسته

 در محیط حرارتی

  

  ایران استادیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه قم، قم،   *فر سعادت مهدي

  

  چکیده

 پرداختهتابعی مدرج  مگنتوالکتروالاستیک مواد از ساخته شده چرخان دیسک زمان به وابسته خزشی رفتار بررسی براي تحلیلی حل یک ارائه به مقاله این در 

 روابط از استفاده با خزشی هاي کرنش شامل دیفرانسیلی معادله ابتدا اند. خواص ماده در راستاي شعاعی بصورت تابع توانی از شعاع در نظر گرفته شده .است شده

 براي تحلیلی حل یک خزشی، هاي کرنش حذف با ،سپس. آید می دست به اي صفحه شتن حالت در گرما معادله و تعادل معادله جابجایی،- کرنش کرنش، -تنش

 شرایط در نظر گرفتن ثابت با و خزشی هاي کرنش وجود با سپس،. است صفر زمان پاسخ واقع در که آید، می دست به تحلیلی بصورت مذکور دیفرانسیل معادله

 و شعاعی جابجایی محیطی، و شعاعی هاي تنش توان می درنهایت. آیند می دست به دیفرانسیل معادله یک تحلیلی حل با خزشی هاي تنش نرخ ،دما ثابتمرزي 

 و دمایی مرزي شرایط فرآیند خزش، تأثیر ،هاي عددي مثال در. کرد محاسبه تکرارشونده روش یک از استفاده با را مغناطیسی و الکتریکی هاي اختلاف پتانسیل

   .اند شده بررسی تفصیل به چرخش سرعت

 .زمان به وابسته خزش ترموالاستیک، تحلیل مگنتوالکتروالاستیک،تابعی مدرج،  ،دیسک دوار : کلیدي هاي واژه

  

 

Static and time-dependent creep behavior of a functionally graded magneto-electro-
elastic rotating disc in thermal environment  

  

Department of Mechanical Engineering , University of Qom, Qom, Iran Mahdi Saadatfar 
  

Abstract  
In this article, an analytical solution for the problem of time-dependent creep analysis of a functionally graded magneto-electro-
elastic rotating disc is presented. The material properties are considered to be power function of radius through radial direction. 
Firstly, using the stress-strain relation and strain-displacement relation together with equilibrium equation and heat equation in 
plane-stress condition, a differential equation containing creep strains is found. Then, eliminating creep strains, an analytical solution 
for the mentioned differential equation is obtained which is actually the response in time zero. Then, considering fixed temperature 
boundary conditions, creep strains are kept and creep stress rates are found by an analytical solution of the obtained differential 
equation. Finally, the radial stress, hoop stress, radial displacement, electric potential and magnetic potential can be calculated using 
an iterative method in every desired time. In the numerical examples, the effects of creep evolution, temperature boundary conditions 
and speed of rotation are investigated comprehensively. 

Keywords: Rotating disc, Functionally graded, Magneto-electro-elastic, Thermoelastic analysis, Time-dependent creep. 

  

 

   مقدمه - 1

 یل داشتنبه دل، 1مگنتوالکتروالاستیک مواد اخیر هايسال در 

یکدیگر،  به مکانیکی و الکتریکی، مغناطیسی هاي انرژي تبدیل قابلیت

ها در واقع  . مگنتوالکتروالاستیکاند قرارگرفتهزیادي  موردتوجه

هستند که کوپل  3و پیزومگنتیک 2کامپوزیتی از مواد پیزوالکتریک

در برخی موارد قدرت  آید. یم به وجود ها آنالکترومغناطیسی در 

ها گزارش شده است  ها تا صد برابر پیزوالکتریک یتکامپوزعملگري این 

همچنین امروزه مواد تابعی مدرج به عنوان موادي پرکاربرد که  ].1[

لایه را ندارند مطرح هستند. در مورد مواد هوشمند  هاي لایه عیوب سازه

ا در حالت تابعی نشان داده شده است که قدرت عملگري و حسگري آنه

 کاربرد ].4- 2مدرج میتواند افزایش چشمگیري داشته باشد [

حسگر و عملگر در شرایط بارگذاري و  عنوان بهها  مگنتوالکتروالاستیک

                                                             
1 Magneto-electro-elastic 
2 Piezoelectric 
3 Piezomagnetic 

. با توجه به اینکه این مواد در استمحیطی مختلف و گاهی سخت 

 دهند، یماز خود نشان  4هاي زیاد خواص ویسکوالاستیک بارگذاري

تر  یقدقطراحی  منظور بهدر این مواد  5تحلیل رفتار خزش بنابراین

دلیل  دیسک هاي دوار بهاز سوي دیگر  .]5[ رسد یمضروري به نظر 

اند  کاربردهاي فراران در صنعت، مورد توجه بسیاري از پژوهشگران بوده

هاي مگنتوالکتروالاستیک تابعی مدرج درصنایع  استفاده از دیسک ].6[

هاي جدیدي در طراحی سازه هاي هوشمند به  نتخابتواند ا مختلف می

  منظور پایش وضعیت و کاهش ارتعاشات را به طراحان ارائه دهد. 

هاي خزشی، مقالاتی در زمینه بررسی خزش در  یلتحلدر زمینه 

تابعی مدرج در سابقه پژوهش وجود دارد. در  یاي هوشمند و ها دیسک

] به بررسی رفتار خزشی 7[ گاپتا و همکارانزمینه مواد تابعی مدرج: 

] خزش در دیسک تابعی 8دیپاك [دیسک تابعی مدرج پرداختند. 

مدرج با ضخامت متغیر خطی را بررسی کرد. خزش در دیسک با 

                                                             
4 Viscoelastic 
5 Creep 



 

 
96  

ته
س

واب
ش 

خز
و 

ی 
یک

تات
س

ر ا
تا

رف
ی 

س
رر

ب
 

 به
... 

ن
ما

ز
 

] بررسی 9ضخامت متغیر در محیط حرارتی توسط حسینی و لیوانی [

] خزش حالت پایدار را در دیسک تابعی مدرج با 10شد. بوس و راتان [

] رفتار خزشی در 11[ گمختلف تحلیل کردند. گاپتا و سین توابع

ژرفی و اختراعی به   دیسک با ضخامت متغیر را مورد بررسی قرار دادند.

] در 12بررسی خزش در دیسک هاي تابعی مدرج با ضخامت متغیر [

در زمینه مواد هوشمند: ] پرداختند. 14] و ضخیم [13محیط حرارتی [

 دیسکي خزشی در یک ها تنشاي مسئله تحلیلی بر یمهنیک پاسخ 

توسط  در میدان مغناطیسی چرخان از مواد پیزوالکتریک تابعی مدرج

] 16[ لقمان و اعظمی] ارائه شد. همچنین، 15و همکاران [ لقمان

را در محیط حرارتی بررسی غیر خطی پیزوالکتریک  دیسکخزش در 

  کردند.

در  زماندهد که خزش وابسته به  یمبررسی سابقه پژوهش نشان 

حرارتی هنوز مورد   یطمحدر  تابعی مدرج مگنتوالکتروالاستیکدیسک 

بنابراین این مقاله براي نخستین بار به بررسی اند؛  نگرفتهبررسی قرار 

چرخان از مواد مگنتوالکتروالاستیک  دیسکخزش وابسته به زمان در 

 تنشو مغناطیسی در شرایط تحت بارهاي حرارتی، مکانیکی، الکتریکی 

 پردازد. ي و تقارن محوري میا صفحه

  

  پایه معادلات - 2

 شده گرفته نظر در 1مطابق شکل  چرخش حال در دیسک یک 

 که است تابعی مدرج مگنتوالکتروالاستیک مواد از دیسک جنس. است

. است شده قطبی مغناطیسی و الکتریکی لحاظ به شعاعی راستاي در

راستاي شعاعی تابع توانی از شعاع در نظر گرفته  تمام ضرایب مادي در

  شوند، بنابراین: می

)1(  (r) r ,    

  تحتاست. دیسک  ضریب ناهمگنی βو  معرف ضرایب مادي ξکه 

 و داخلی سطح در حرارت و مغناطیسی پتانسیل الکتریکی، پتانسیل

 غیر هاي مؤلفه اي، صفحه تنش شرایط و تقارن دلیل به. است خارجی

 پتانسیل و الکتریکی پتانسیل حرارت، توزیع جابجایی، تنش، صفر

 .هستند شعاع از تابعی فقط مغناطیسی

  

  

  دیسک دوار مگنتوالکتروالاستیک تابعی مدرج  -1شکل 

  

  حاکم معادلات - 1- 2

مکانیکی،  يهاصورت مجموع کرنشکه کرنش کل بهیدرصورت

حرارتی، الکتریکی، مغناطیسی و خزشی در نظر گرفته شوند، معادلات 

ان یبصورت زیر قابلکرنش براي ماده مگنتوالکتروالاستیک به- تنش

 ]:17است [

)2(       c c c
r 11 rr rr 12 13 zz zz

11 r 11 r 1

c c c

e E q H T

          

  
  

)3(       c c c
12 rr rr 22 23 zz zz

12 r 12 r 2

c c c

e E q H T

              

   

  

)4(       c c c
z 13 rr rr 23 θθ θθ 33 zz zz

13 r 13 r 3

σ = c ε - ε + c ε - ε + c ε - ε

-e E - q H - λ T

  

)5(       c c c
r 11 rr rr 12 θθ θθ 13 zz zz

11 r 11 r 1

D = e ε - ε + e ε - ε + e ε - ε

+β E + ε H + p T

  

)6(       c c c
r 11 rr rr 12 13 zz zz

11 r 11 r 1

B q q q

E d H m T

            

  

 

 ]:18که در آن [

)7(  
1 11 r 12 13 z

2 12 r 22 23 z

3 13 r 23 33 z

c c c

c c c

c c c







      

      

      

  

در غیاب نیروي حجمی، شارژ الکتریکی و چگالی جریان الکتریکی، 

چرخان  دیسکمعادلات تعادل، الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک براي 

  ان است:یبصورت زیر قابلبه

)8(  2rr ( )
r 0.

r r
  

    


  

)9(  r rD D
0,

r r


 


 

)10(  r rB B
0.

r r


 


 

 به شکل زیر است: )10) و (9(معادلات  جواب

)11(  1
r 1D A r ,  

)12(  1
r 2B A r , 

 اي داریم: از شرایط تنش صفحه ثوابت مجهول هستند. A2و  A1که 

)13(  
     c c c13 23

z zz zz rr rr
33 33

13 13 3
r r

33 33 33

c c
0

c c

e q
E H T

c c c

               


  

  

 اختلاف پتانسیل به شکل زیر است:- جابجایی و میدان- روابط کرنش

)14(  rr r r
u u

, , E , H
r r r r


  

       
  

  

 ) داریم:6(- )2) در معادلات (13) و (14با جایگذاري روابط (

)15(  r 11 12 11 11 1

c c
11 rr 12

u u
c c e q T

r r r r

c c 

  
          
  

    

  

)16(  12 22 12 12 2

c c
12 rr 22

u u
c c e q T

r r r r

c c





  
          

  

    

 

)17(  r 11 12 11 11 1

c c
11 rr 12

u u
D e e p T

r r r r

e e ,

  
          
  

    
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)18(  r 11 12 11 11 1

c c
11 rr 12

u u
B q q d m T

r r r r

q q 

  
         
  

    

 

 ها: که در آن

)19(  

2 2
13 13 23 23

11 11 12 12 22 22
33 33 33

13 13 23 13 13 13
11 11 12 12 11 11

33 33 33

23 13 13 3 23 3
12 12 1 1 2 2

33 33 33
2

3 13 13
1 1 11 11 11 11

33 33

c c c c
c c , c c , c c

c c c

c e c e c q
e e , e e , q q

c c c

c q c c
q q , ,

c c c

q q
m m , d d ,

c c

       

       

 
           


         

2
13

33

13 13 13 3
11 11 1 1

33 33

e
,

c

e q e
, p p

c c


      

  

بعد از مرتب)، 18و ( )17( در روابط) 11و ( )10( با جایگذاري روابط

 داریم: يساز

)20(  
2 1

1 2 3 4 51 1

c c
1 rr 2

A A(r) u u
L L L L T L

r r r r r

L L

 



 
    

 

   

  

)21(  
1 2

1 2 3 4 51 1

c c
1 rr 2

A A(r) u u
P P P P T P

r r r r r

P P

 



 
    

 

   

 

 :آنکه در 

)22(  

11 11 11 11 12 11 11 12
1 22 2

11 11 11 11 11 11

11 11 1 11 1 11
3 4 52 2 2

11 11 11 11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 12 11 12 1
1 22

11 11 11

e d q e d q
L , L ,

d d

d p m d
L , L ,L ,

d d d

q e q e
P , P

d

          
 

          

      
  

                

            
 

    

1
2

11 11 11

11 11 1 11 1 11
3 4 52 2 2

11 11 11 11 11 11 11 11 11

,
d

m p
P , P , P ,

d d d

    

        
  

                

  

 توان نوشت:یم )16) و (15( در روابط )21) و (20(با استفاده از روابط 

)23(  
2 1

r 1 2 3 4 5

2 c c
1 1 rr 2

A Au u
C r C r C C C r T

r r r r

r T C r C r ,

  

  



     



    

  

)24(  
2 1

1 2 3 4 5

2 c c
2 1 rr 1

A Au u
E r E r E E E r T

r r r r

r T E r E r ,

  


  



     



    

 

 
 :که در آن

)25(  

1 11 11 1 11 1 2 12 11 2 11 2

3 11 3 11 5 4 11 5 11 3

5 11 4 11 4 1 12 12 1 12 1

2 22 12 2 12 2 3 12 3 12 5

4 12 5 12 3 5 12 4 12 4

C c e L q P , C c e L q P ,

C e L q P , C e L q P ,

C e L q P , E c e L q P ,

E c e L q P , E e L q P ,

E e L q P , E e L q P ,

         
       

        

        
       

  

توان معادله یم) 8( در معادله) 24) و (23( با استفاده از معادلات

  صورت زیر نوشت:دیفرانسیل حاکم را به

)26(   

2
1

1 2 3 42 2

2 1
6 5 7 82 2

cc
1 c 1 crr

13 14 rr 15 16

u 1 u 1 T
M M u M r T M

r r rr r
A AT

M r M M M
r r r

M r M r M r M
r r




 

  


 
   




   



      

 

  

 :که در آن

)27(  

 

 

 

1 2 1 2 2
1 2

1 1

1 2 5 5
3 4

1 1

5 31 4
5 6 7 8

1 1 1 1
2

1 1
13 14

1 1

2 2 2
15 16

1 1

C ( 1) C E C E
M , M ,

C C

(2 1) E C ( 1)
M , M ,

C C

C E E
M , M , M , M ,

C C C C

C 2 2E
M , M ,

C C

C 2 2E C
M , M

C C

     
 

        
 


   

  
 

  
 

  

  ان هستند:یبصورت زیر قابلشرایط مرزي در نظر گرفته شده نیز به

)28(  
r r

a b

a b

a b

(a) 0, (b) 0,

(a) , (b) ,

(a) , (b) .

T(a) T , T(b) T

   

     

     

 

  

  

  دما توزیع معادله - 2-2

ی در حالت گرمایبدون منبع  دیسک متقارنبراي  دمامعادله توزیع 

 :]19[ صورت زیر استبه پایا

)29(  T1 T
(rk ) 0,

r r r

 


 
  

 

  معادلات حل - 3

صورت زیر قابل ري بهیگبا دو مرتبه انتگرال )29( دمامعادله توزیع 

 نوشتن است:

)30(  1 2T(r) W r W   

 يها، ثابت)28( مرزي حرارتی بیان شده در رابطهبا استفاده از شرایط 

W1  وW2 :به دست خواهند آمد 

)31(  b a a b
1 2

T T T b T a
W , W .

b a b a

 

   

 
 

 
   

  

  صفر زمان در معادله تحلیلی حل - 3-1

، با حذف  به دست آوردن معادله حاکم اولیه (زمان صفر)براي 

 خواهیم داشت: )26( خزشی در معادله يهاکرنش

)32(  
 

  

2
1 11 2

3 2 1 4 52 2

1 2
4 2 1 3 6 8 1

2
7 2 13

M Mu u
u M W r W M M r

r rr r

M W W M M r M A r

M A r M r

 

 



 
     



    

 

  

صورت زیر معادله شامل جواب عمومی و خصوصی بهجواب کامل این 

 قابل ارائه است:

)33(  
m m 1 11 2

1 2 3 4 5
3

6 7 2 8 1

u B r B r B r B r B r

B r B A r B A r

 

 

    

  
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 مجهول هستند و داریم: يهاثابت B2و  B1که 

)34(  

 

 

4 2 1 3 6 3 2
3 4

1 2 2 1

1 4 5 13
5 6

1 2 1 2

7 8
7 8

1 2 1 2

M W W M M M W
B , B

M M M ( 1)( M )

W M M M
B , B ,

( 1) M (1 ) M 6 3M M

M M
B , B

( 1 M ) M ( 1 M ) M

  
 

     

  
 
       

 
         

  

ري خواهیم یگو انتگرال )21) و (20( در روابط )33( با جایگذاري رابطه

  داشت:

)35(  

 

 

 

m m 1 1 31 2
1 1 2 3 4 5 6

m m1 21 2
7 2 8 1 2 3

1 2

1 1 35 64
7 2 8 1

11
4 2 5 1 3 2 1

(r) L (B r B r B r B r B r B r

B B
B A B A r ) L ( r r B r

m m

B BB r
r r r B A B A )

1 1 3

W r
L ( r W r) L A L A Z

1

 




 




      

    

    
   

    
  

  

)36(  

 

 

 

m m 1 11 2
1 1 2 3 4 5

m m3 1 21 2
6 7 2 8 1 2 3

1 2

1 1 35 64
7 2 8 1

11
4 2 5 2 3 1 2

(r) P (B r B r B r B r B r

B B
B r B A B A r ) P ( r r B r

m m

B BB r
r r r B A B A )

1 1 3

W r
P ( r W r) P A P A Z

1

 




 




     

     

    
   

    
  

 

 )33( و )30( مجهول هستند. با جایگذاري روابط يهاثابت Z2و  Z1که 

شعاعی و محیطی به دست خواهند  يها، تنش)24) و (23( در رابطه

  آمد:

)37(  

 

 

m 1 m 11 2
r 1 1 1 2 2 3 4

2 1
5 6 7 2 8 1

m 1 m 1 21 2
2 1 2 3 4 5 6

1 2
7 2 8 1 5 1 1 2

1 2
4 3

C r (B m r B m r B B ( 1)r

B (1 )r 3B r B A B A r )

C r (B r B r B B r B r B r

B A B A r ) (C r r )(W r W )

A A
C C

r r

  

 

   

   

      

     

     

     

 

  

)38(  

 

 

m 1 m 11 2
1 1 1 2 2 3 4

2 1
5 6 7 2 8 1

m 1 m 11 2
2 1 2 3 4 5

2 1 2 1
6 7 2 8 1 3 4

2
5 2 1 2

E r (B m r B m r B B ( 1)r

B (1 )r 3B r B A B A r )

E r (B r B r B B r B r

A A
B r B A B A r ) E E

r r

(E r r )(W r W )

  


 

   



  

      

     

    

    

   

 

با استفاده از شرایط مرزي  Z2و  A1 ،A2 ،B1 ،B2 ،Z1اکنون مجهولات 

قابل محاسبه هستند. با استفاده از شش شرط مرزي یک دستگاه 

آید. با یمعادلات جبري خطی با شش معادله و شش مجهول به دست م

ها، جابجایی شعاعی، پتانسیل الکتریکی و حل این دستگاه، تنش

 آیند.یمغناطیسی در زمان شروع به دست م

 

  به زمان حل معادله خزش وابسته - 3-2

) 26( ري از معادلهیگدر نظر گرفتن شرایط حرارتی، مشتق پایابا 

 نسبت به زمان منجر خواهد شد به:

)39(  

2
2 1

1 2 7 82 2 2 2

cc
1 c 1 crr

14 rr 15 16

A Au 1 u 1
M M u M M

r rr r r r

M r M r M
r r

 

  


 
   




     

 

  



 

  

ها و ریوس براي ارتباط بین کرنش خزشی با تنش- پرندتلمعادلات 

 ]:16معادلات ساختاري خزش ماده ارائه شده است [

)40(  

 

 

 

c
c e
r r z

e
c

c e
r z

e
c

c e
z z r

e

0.5( )

0.5( )

0.5( )



 




      




      




      












  

نیز براي مدل ساختاري خزش مواد به شکل زیر ارائه شده قانون نورتن 

 :است

)41(  
c n(r)
e e

b1
0 0

B(r)

B(r) b r , n(r) n

  

 

  

 )40( در رابطه )41( ثابت هستند. با استفاده از رابطه b1و  n0 ،b0که 

 داریم:

)42(  
 

 

n 1bc 01
r 0 e r

n 1bc 01
0 e r

c c c
z r

b r .5

b r .5

( )





 



     

     

     





  

  

  صورت زیر ارائه شده است:تنش معادل فون مایزز نیز به

)43(  2 2
e r r          

صورت زیر قابل بیان به )39( مشابه با بخش قبلی، پاسخ کامل معادله

  است:

)44(  
m m m m1 2 1 2

1 2 1 2 7 2

8 1

u D r D r G r G r B A r

B A r





    






  

با استفاده از  G2و  G1مجهول هستند و  يهاثابت D2و  D1، �̇�، �̇�که 

 ]:16ند [یآیروش تغییرات پارامترها به دست م

)45(  

c
1 m 1 c 1 crr1

1 14 rr 15
2 1

c

16

c
1 m 1 c 1 crr2

2 14 rr 15
2 1

c

16

1
G (r) r (M r M r

m m r

M ) dr
r

1
G (r) r (M r M r

m m r

M ) dr
r

  




  




 
    
 



 

 
    
 



 






 




 



  

) و 23) و همچنین (21) و (20(ري نسبت به زمان از روابط یگمشتق

 منجر خواهد شد به: )24(

)46(  c c 2 1
r 1 2 1 rr 2 3 4

A Au u
r C C C C C C

r r r r



 

         
 

  
   

)47(  c c 2 1
1 2 1 rr 2 3 4

A Au u
r E E E E E E

r r r r


 
 

         
 

  
  

)48(  c c2 1
1 2 3 5 1 rr 21 1

A Au u
L L L L L L

r r r r r
 

 
       

 

   
  

)49(  c c1 2
1 2 3 5 1 rr 21 1

A Au u
P P P P P P

r r r r r
 

 
       

 

   
  

و همچنین انتگرال )49(- )46(ت در معادلا )44( با استفاده از رابطه

 خواهیم داشت: )49) و (48( ري از معادلاتیگ
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)50(  

   

     

 
    

m 1 m 11 2
r 1 1 1 2 2 2 1 2

1 2
2 1 8 4 2 1 7 3

m m 1 m m 111 211 1 2 2
1 11 1 21 2

m m1 1 2
2 11 21

n 1b 01
0 e 1 r 2 r

D m C C r D m C C r

A A
C C B C C C B C

r r
G G

C r ( r G m r r G m r )
r r

C r G r G r

b r C .5 C .5

   

 




 

    

       

 
  

 

 

        



 

  

)51(  

     
     

 
    

m 1 m 11 2
1 1 1 2 2 2 1 2

1 2
2 1 8 4 2 1 7 3

m m 1 m m 111 211 1 2 2
1 11 1 21 2

m m1 1 2
2 11 21

n 1b 01
0 e 1 r 2 r

D m E E r D m E E r

A A
E E B E E E B E

r r
G G

E r r G m r r G m r
r r

E r G r G r

b r E .5 E .5

   


 




 

    

       

  
    

  

 

        



 

 

)52(  
     

  

m m2 21 2
1 1 2 1

1 2

8 2 1 5 1 7 2 1 3 2

m m 1 m m 11 21 1 2 2
1 1 1 2 2

m 1 m 1 c c1 2
2 1 2 1 rr 2 1

L L
D r L D r L

m m

r r
B L L L A B L L L A

G G
L r G m r r G m r

r r

L G r G r L L dr J

 

 

 


   
       

   

       
 

   
     

  

       





 

 

 

)53(  
     

  

m m2 21 2
1 1 2 1

1 2

8 2 1 3 1 7 2 1 5 2

m m 1 m m 11 21 1 2 2
1 1 1 2 2

m 1 m 1 c c1 2
2 1 2 1 rr 2 2

P P
D r P D r P

m m

r r
B P P P A B P P P A

G G
P r G m r r G m r

r r

P G r G r P P dr J

 

 

 


   
       

   

       
 

   
     

  

       





 

 

 

مجهول هستند. مشابه با بخش قبلی، شش مجهول  يهاثابت J2و  J1که 

صورت یک دستگاه معادله با استفاده از شش معادله شرط مرزي به

جبري خطی قابل محاسبه هستند. در طول فرایند خزش شرایط مرزي 

، پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی روي سطح داخلی و خارجی مکانیکی

 شود؛ بنابراین:یثابت در نظر گرفته م دیسک

)54(  
r r(a) 0, (b) 0,

(a) 0, (b) 0,

(a) 0, (b) 0.

   

   

   

 
 

 
  

ها و با داشتن نرخ تغییرات، براي به دست آوردن تاریخچه تنش

هاي الکتریکی و مغناطیسی از یک روش تکرارشونده استفاده لیپتانس

براي افزایش در هر  (dt(i))شود. ابتدا باید یک بازه زمانی مناسب یم

صورت جمع بازهشده در هر مرحله بهيمرحله در نظر گرفت. زمان سپر

ها براي محاسبه تنش. شودیزمانی تا قبل از آن در نظر گرفته م يها

هاي الکتریک و مغناطیسی در مرحله لیها و پتانسدر هر مرحله، تنش

با  به است.قابل محاسها هم قبل در دسترس است و نرخ تغییرات تنش

و  هاتوان تنشیاستفاده از رابطه تکرارشونده زیر در هر مرحله م

 را محاسبه نمود: هاي الکتریک و مغناطیسیلیپتانس

)55(  
(i) (i 1) (i 1) (i)

i i 1 i 1

r

(r, t ) (r, t ) (r, t ) dt ,

, , ,

 
 



  

     


  

 

   نتایج - 4

ر یعددي براي بررسی تأث يهادر این بخش به ارائه مثال

شود. خواص مادي مورد استفاده در این یپارامترهاي مختلف پرداخته م

] آورده شده است. شعاع داخلی و خارجی به 1[ 1بخش در جدول 

بدون بعد زیر در اند. پارامترهاي شده انتخاب متر 2/0 و 04/0ترتیب 

 اند:نشان دادن نتایج مورد استفاده قرار گرفته

)56(  i 11 11
i

a 11 11

dr a u
R , u , , ,

b a a P c b c b
      

       


  

 
  ثابت هاي مادي 1جدول 

-2.5×10-5 �� (��/���) 215 ��� (���) 

2.5×10-5 �̇� (�/���) 120 ���  (���) 

2.82×10-9 ���  (��/��) 120 ���  (���) 

95×10-6 ���(���/��) 218 ���  (���) 

5.8×10-9 ��� (��/� ��) 7.5 ���  (�/��) 

15×10-6 ��  (1/�) -2.5 ���   (�/��) 

6×10-6 ��  (1/�) 345 ���  (�/��) 

0.11×10-36 b0 265 ���  (�/��) 

7530 ρ(kg/m3) 3 n0 

  -5 b1 

  

انتخاب شده است. بازتوزیع  dt=5104sدر این مقاله بازه زمانی 

در این  نشان داده شده است. 2 جابجایی شعاعی در شکل و هاتنش

  :زیر در نظر گرفته شده استحالت شرایط 

)57(  a b a a

a a

T 0,T 100, 0,

3000, 30 , 0.8

     

        
  

شود تنش شعاعی در شعاع داخلی و یطور که مشاهده مهمان

در ن شدن شرایط مرزي یدهنده تأمکه نشان استخارجی با زمان ثابت 

 دهد که تنش شعاعی با زمانینشان مالف  2 طول فرایند است. شکل

دهد که تنش ینشان م ب . شکلشود کمتر می با نرخی کاهشی

با زمان  در سطح خارجیتنش منفی و  در سطح داخلی مثبت محیطی

است.  بیشتردر سطح داخلی  تغییرات. البته این کندیپیدا م کاهش

 3شکل ابد. ییشعاعی با زمان افزایش م، جابجایی ج 2 مطابق شکل

هاي شعاعی و معادل و جابجایی شعاعی و پتانسیل  تغییرات تنش

ها و پتانسل  دهد. مطابق شکل، تنش الکتریکی را با زمان نشان می

سال تغییرات بسیار کمی خواهند داشت که قابل  10الکتریکی بعد از 

  چشم پوشی است.

فتار استاتیکی و خزشی بررسی اکنون تاثیر ضریب ناهمگنی بر ر

الف  4شود. در این حالت شرایط مرزي مشابه قبل است. از شکل  می

شود که با افزایش ضریب ناهمگنی تنش شعاعی اولیه و  مشاهده می

یابند. همچنین مشاهده میشود که با افزایش ضریب  خزشی کاهش می

 4شکل  شود. ناهمگنی اختلاف بین توزیع تنش اولیه و خزشی کمتر می

ب نشان می دهد که یک نقطه ثابت در شعاع وجود دارد که تنش 

محیطی در آن مستقل از ضریب ناهمگنی است. بعلاوه، تنش محیطی 

فشاري در سطح خارجی و کششی در سطح داخلی با افزایش ضریب 

هاي محیطی خزشی  تنش بیشینهناهمگنی کاهش دارند. همچنین، 

  داراي افزایش است. هاي کوچکتر  براي ضریب ناهمگنی
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تغییرات (الف) تنش شعاعی  (ب)تنش محیطی   (ج) جابجایی  -2شکل 

  شعاعی ناشی از خزش 

  

  
تغییرات تنش شعاعی، محیطی و معادل، جابجایی شعاعی و  -3شکل 

  زماناختلاف پتانسیل با 

  

  

  

  

  

  
تاثیر ضریب ناهمگنی بر (الف) تنش شعاعی  (ب)تنش   -4شکل 

  محیطی   (ج) تنش معادل   (د) جابجایی شعاعی اولیه و خزشی 

  

دهد که با افزایش ضریب ناهمگنی تنش معادل  ج نشان می 4شکل 

معادل خزشی در سطح خارجی کاهش و داخلی  اولیه کاهش و تنش

دهد که جابجایی شعاعی  د نشان می 4افزایش را تجربه میکند. شکل 

در هر دو حالت اولیه و خزشی با افزایش ضریب ناهمگنی کاهش 

خواهند داشت. البته، مشاهده میشود که با افزایش ضریب ناهمگنی 

  شود. یاختلاف بین توزیع جابجایی اولیه و خزشی کمتر م

 (الف)

 )ب(

 )ج(

 (الف)

 )ب(

 )ج(

 )د(
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اولیه و  يهابر توزیع تنش خارجیر دماي یحال به بررسی تأث

شود، یمشاهده م الف 5در شکل  طور کهشود. همانیخزشی پرداخته م

همچنین، با ابد. ییبا افزایش دما افزایش م اولیه و خزشیتنش شعاعی 

یخزشی افزایش م اولیه و تنش شعاعیافزایش دما اختلاف بین توزیع 

داراي نقطه و خزشی تنش محیطی اولیههر دو ، ب 5 ا بر شکلبن .ابدی

که تنش محیطی آن نقطه مستقل از دما است. با  هستندثابت  يا

در  فشاري تنش محیطی براي هر دو حالت اولیه و خزشی، افزایش دما،

سطح خارجی و تنش محیطی کششی در سطح داخلی کاهش را تجربه 

جابجایی شعاعی در هر دو حالت  که دهدینشان م ج 5 شکل کنند. می

همچنین، با افزایش ابد. ییمافزایش ، با افزایش دما اولیه و پس از خزش

  .ابدییخزشی افزایش م اولیه و شعاعی دما اختلاف بین توزیع جابجایی

شود، یموردنظر بررسی م دیسکر آن بر رفتار یپارامتر بعدي که تأث

 ،با افزایش سرعت دورانی، الف 6 سرعت دوران است. بر اساس شکل

با افزایش سرعت د. نکنیم پیدا و خزشی افزایش اولیهتنش شعاعی 

   چشمگیرتر است. دوران اختلاف بین توزیع اولیه و خزشی

  

  

  

  
تاثیر محیط حرارتی بر (الف) تنش شعاعی  (ب)تنش محیطی     -5شکل 

  (ج) جابجایی شعاعی اولیه و خزشی 

  

  

  

  

  
تاثیر سرعت دوران بر مقادیر اولیه و خزشی (الف) تنش  -6شکل 

  شعاعی  (ب)تنش محیطی  (ج) تنش معادل  (د) جابجایی شعاعی 

  

تنش  ،با افزایش سرعت دوران دهد کهینشان م ب 6 شکل

فشاري در سطح خارجی کاهش و تنش محیطی کششی  محیطی اولیه

د. در مورد تنش محیطی نکنیرا تجربه م در سطح داخلی افزایش

 (الف)

 )ب(

 )ج(

 (الف)

 )ب(

ج(

د(
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ناچیز تغییرات سطح داخلی  در ویافته  کاهشدر سطح خارجی  ،خزشی

تنش معادل اولیه با  بیشینه شود کهیمشاهده م ج 6است. در شکل

و از سطح خارجی به داخلی  ابدییافزایش سرعت دوران افزایش م

با افزایش سرعت  خزشیتنش معادل  بیشینهشود. همچنین،  منتقل می

نشان  د 6 شکل شود. سطح خارجی به میانه جداره منتقل می از راندو

دهنده آن است که با افزایش سرعت دوران، جابجایی شعاعی اولیه و 

   افزایش دارند. یخزش

با توجه به اینکه تاکنون خزش دیسک دوار مگنتوالکتروالاستیک 

یک  اي گزارش نشده است. به جهت اعتبار سنجی، نتایج براي در مقاله

حالت ساده از رفتار استاتیکی دیسک تابعی مدرج مورد مقایسه قرار 

تنایج بدست آمده بر اساس پارامترها و شرایط مربوط به شوند.  داده می

نشان داده شده است. مشاهده می شود  7مراجع استفاده شده در شکل 

 که نتایج همخوانی بسیار خوبی دارند.

  

  

  
  در دیسک تابعی مدرج  تنش محیطی(الف) تنش شعاعی  (ب) -7شکل 

 

  گیري نتیجه -5

یک حل تحلیلی براي رفتار  براي نخستین بار، در این مقاله،

چرخان از جنس مواد  دیسکخزشی وابسته به زمان در یک 

تحت بارهاي  دیسکارائه شده است. تابعی مدرج مگنتوالکتروالاستیک 

همچنین  الکتریکی، مغناطیسی و حرارتی در نظر گرفته شده است.

خواص ماده در  راستاي شعاعی بصورت تابع توانی در نظر گرفته شده 

ریوس -براي تحلیل خزش از قانون نورتون و معادله پراندتل است.

  قابل استخراج است: از این تحلیل استفاده شده است. نتایج زیر

  کمتر  با نرخی کاهشی با زمان تنش محیطی و شعاعی تنشاندازه

 ابد. ییجابجایی شعاعی با زمان افزایش مشود و  می

 سال تغییرات بسیار کمی  10ها و پتانسل الکتریکی بعد از  تنش

 خواهند داشت که قابل چشم پوشی است.

 و  شود که با افزایش ضریب ناهمگنی تنش شعاعی مشاهده می 

ر دو حالت اولیه و خزشی، اندازه تنش جابجایی شعاعی در ه

خواهند  کاهشهاي محیطی خزشی  ماکزیمم تنشو اولیه محیطی 

 داشت.

   مشاهده میشود که با افزایش ضریب ناهمگنی اختلاف بین توزیع

 شود. اولیه و خزشی کمتر میشعاعی و جابجایی شعاعی تنش 

 با افزایش دما  اولیه و خزشی تنش محیطیاندازه  و تنش شعاعی

جابجایی شعاعی در هر دو حالت  اما کنند کاهش را تجربه می

همچنین، با افزایش دما ابد. ییمافزایش  اولیه و پس از خزش

خزشی  اولیه و شعاعی و تنش اختلاف بین توزیع جابجایی

 .ابدییافزایش م

 و خزشی  اولیهجابجایی شعاعی  وتنش  ،با افزایش سرعت دورانی

با افزایش سرعت دوران اختلاف بین  که دنکنیم داپی افزایش

تنش معادل اولیه  ماکزیمم چشمگیرتر است. توزیع اولیه و خزشی

و از سطح خارجی به  ابدییبا افزایش سرعت دوران افزایش م

 شود.  داخلی منتقل می

  

  نمادها - 6

 Br القا مغناطیسی

  cij (GPa)ضرایب الاستیک 

 Dr جابجایی الکتریکی

 d11 (Ns2/C2)   مغناطیسیضریب 

 e1j  (C/m2) ضریب پیزوالکتریک

 kC ضریب نفوذ رطوبت

 kT گرماضریب انتقال 

 m1   (N/AmK) ضریب پیرومگنتیک

 p1  (C2/m2k) ضریب پیروالکتریک

 q1j  (N/Am) ضریب پیزومگنتیک

 αi گرماییضریب انبساط 

 β11   (C2/Nm2) الکتریکضریب دي

 ε11  (Ns/VC)ضریب الکترومگنتیک

̇�� نرخ کرنش خزشی مؤثر
� 

̇��  نرخ کرنش خزشی
� 

 λi  مدول حرارتی

 ρ (kg/m3) چگالی

 �� (Pa) تنش مؤثر

 i  (Pa) هاتنش

 � پتانسیل الکتریکی

 ψ پتانسیل مغناطیسی

 ω   (rad/sec) ايسرعت زاویه

 (الف)

 )ب(
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