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  چكيده
 يافته، يك ورقمحدود توسعه اجزاءاستفاده از روش  ي با مرز متحرك، باگرمايي براي مسائل رشد ترك كلّ بنديفرمولمنظور ارائه چارچوب در تحقيق حاضر، به

است. عددي لحاظ شده بنديفرمولپارامترهاي مؤثر در  ررسي قرارگرفته و اثرب دار كه در سيالي ناهمگن در حال حركت است، مورداي سيليسي تركشيشه
محدود اجزاءهاي متفاوت محيط، توسط ي مرزهاي متحرك با سياليگرماطور همزمان جابجايي گذرا با مرزهاي متحرك و به رسانشي يمنظور انتقال گرمابدين

-ههاي دمايي، بمنظور محاسبه دقيق ميداناست. همچنين بهدست آمدهگذرا براي آن به گرمايبندي شده و يك دستگاه معادله ماتريسي يافته فرمولتوسعه
است. الذّكر ارائه شدهحلي عددي براي دستگاه فوقنيومن، درهر گام زماني، راه-نيكلسون و با استفاده از معيار پايداري فون-ماي كرنكش سيله اصلاح و انطباقو

كردن  شده، با واردارائه نديبفرمولمنظور بررسي كارايي چارچوب است. بهكار گرفته شدهكدنويسي و به MATLAB بندي مسئله درتمامي مراحل فرمول
است. بعد از احراز دقت نتايج، فرايند مذكور آزمايي شدهآمده با نتايج آزمايشگاهي مقايسه و راستيي براي شيشه سودالايم، نتايج بدستگرمايخواص مكانيكي و 

  است.تحليل قرار گرفته شده تنش مورد تجزيه ومد اول ضريب شدت ها بري و مكانيكي آنگرمايشده و اثر خواص هاي سيليسي پركاربرد انجامبراي ساير شيشه
  .دار، تغييرات دمايي گذرا، مرز متحركاي سيليسي تركشيشه يافته، ورقمحدود توسعهاجزاءمكانيك شكست ترموالاستيك، روش : كليدي واژه هاي

  
The Study of Fracture Behavior of Moving Silica Glasses under Transient Temperature 

Variations Arising from Heterogeneous Surrounding Fluid, Using XFEM 
 

S. D. Ghaffari                       Mechanical Engineering Department, Urmia University, Urmia, Iran 

S. Rash Ahmadi                   Mechanical Engineering Department, Urmia University, Urmia, Iran 

H. Ghaffari                           Mechanical Engineering Department, Urmia University, Urmia, Iran   
 

Abstract 
In this study, to present a formulation framework for thermal crack growth problems with moving boundaries, a cracked silica glass plate 
moving in a heterogeneous fluid has been investigated, using the extended finite element method (XFEM). For this purpose, the transient 
heat conduction with moving boundaries and simultaneously, convective heat transfer of moving boundaries with different ambient fluids, is 
formulated using XFEM and a system of transient heat conducting matrix equation is obtained. Furthermore, to accurately compute the 
temperature fields, by adjusting the Crank-Nicolson scheme and using the Von Neumann stability criterion, a numerical solution has been 
presented for the above-mentioned system. The formulation procedure has been coded in Matlab and it has been employed. In order to 
analyze the performance of the presented formulation, giving the mechanical and thermal properties for the soda-lime glass, obtained results 
are compared and verified with the experimental ones. After accuracy verification of results, the aforementioned process has been 
accomplished for other common silica glasses and the effects of thermal and mechanical properties of them has been analyzed on mode I 
stress intensity factor. 
Keywords 
Thermoelastic fracture mechanics, Extended finite element method (XFEM), Cracked silica glass plate, Transient temperature variations, Moving 
boundary.  

 
  قدمهم - ١

ها، به عنوان يكي از مواد مهم و بررسي رفتار ترََك در شيشه
پركاربرد در حوزه صنعت و تكنولوژي، از موضوعات كاربردي و حائز 

پديده رشد ترك باشد. در اين راستا، اهميت در علم مكانيك شكست مي
به علت ماهيت قابل كنترل بودن متحرك  ايشيشه هايورق يگرماي

 حوزه مكانيك شكست ، از موضوعات جذاّب  ]٢و  ١[ رشد ترك در آن

 
 
 
 
 

كارهاي آزمايشگاهي متعددي  اخيردو دهه  دربوده و  ١ترموالاستيك
وسيع  رغم كاربردعلي٢محدوداجزاءروش . استانجام شدهدر اين زمينه 

 لزوم باشد.هاي جدي مي، داراي محدوديتمكانيك شكست در زمينه
 رشد با مجدد بنديمش لزوم، ترك دسههن با محدود اجزاء مش مطابقت

 تقريب در كافي دقت عدمو  هاداده نگاشت از ناشي دقت كاهش، ترك
 اين روش در مسائل مكانيك است از مهمترين معايب ترك نوك تكينگي

، روشي عددي است كه امكان وارد ٣يافتهمحدود توسعهاجزاءروش . ]٣[
هاي مختلف، را فراهم يدانبراي تقريب محلي م ،٤سازي محليكردن غني

                                                             
1 Thermoelastic fracture mechanics 
2  Finite element method (FEM) 
3  Extended finite element method (XFEM)  
4  Local enrichment 
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محقق ١از طريق مفهوم تقسيم واحد توابع مختلف راكرده و اضافه كردن 
هاي مختلف را سازي هندسهسازي اجازه مدلغنيهمچنين د. كنمي

 ]٤[توسط بليچكو و بلك  اين روش .]٣[دهدبندي ميمستقل از مش
مجدد همراه بندي بسط داده شد. اگرچه با اين روش ديگر نيازي به مش

بندي هاي به شدت خميده، نيازمند مشبا رشد ترك نبود، اما ترك
اي براي اين روش بودند. بعدا، اصلاحيه ٢مجدد در اطراف ريشه ترك

پيشنهاد شد. نسخه اصلاح شده نياز به  ]٥[توسط دولبو و همكاران 
-محدود توسعهاجزاءهمراه شدن  بندي را حذف كرد.اصلاح كمينه مش

منجر به تكامل بيشتر اين روش در  ]٧و ٦[ ٣سطحبا روش تعيين يافته
سطح يك تكنيك عددي براي رديابي كاربرد شد. روش تعيين

با  ]٩[ابداع شد. دوفلوت  ]٨[ها است كه توسط اوشر و ستين ناپيوستگي
هاي جديدتري براي تابع بررسي و مرور اجمالي اين روش به ارائه تكنيك

-اجزاءبعدي پرداخت. بعدي و سهرشد ترك دو تعيين سطح در مسائل

براي مسائل  ]١٠[يافته نيز توسط سوكومار و همكاران محدود توسعه
به يافته محدود توسعهاجزاءروش  شد.بعدي به كار گرفتهرشد ترك سه

هاي متفاوت مكانيك شكست، از جمله در مكانيك در حوزه خوبي
براي اولين  ،]١١[دوفلوت ست. شكست ترموالاستيك به كار گرفته شده ا

يافته حالت استاتيكي مكانيك محدود توسعهاجزاءبار با استفاده از 
شكست ترموالاستيك را مورد بررسي قرارداد و شرايط مرزي مختلف 

 بنديفرمول ]١٢[زماني و اسلامي  ،درنظر گرفت. در ادامهرا  سطح ترك
كي شكست ترموالاستيك يافته را براي حالت ديناميمحدود توسعهاجزاء

ها ترك را به صورت ايستا و شروع شكست را ناشي از بدست آوردند. آن
 اي درنظر گرفتند.بارگذاري ترمومكانيكي ضربه

دار اي تركپايدار يك ورق گرم شيشه ٤سرد كردن سريعدر فرآيند 
در يك حمام آب سرد، بسته به شدت اختلاف دماي موجود بين دماي 

شدن ورق به حمام، ماي آب سرد و همچنين سرعت داخلاوليه ورق و د
. بوچبيندر و ]١٣[شود مسيرهاي متفاوتي در رشد ترك نمايان مي

نشان دادند كه با كاهش سرعت ورود ورق به حمام،  ]١٤[ شهمكاران
استفاده  با ]١٥[ ياما و همكاران. يونهخواهدبودتوزيع دما به صورت خطي 

هاي تنش اطراف نوك ترك ميدان ٥اياي لحظههفاز پل از فوتوالاستيسيته
ادامه شده مورد بررسي قراردادند. در سريع سرداي را در ورق شيشه

هاي تنش اطراف نوك ترك درحين رشد ترك براي تغييرات ميدان
ها از يك روش اخيرا آن .]١٦[همين مساله مورد مطالعه قرار گرفت 

اي تنش اطراف ترك مستقيم هعددي براي تحليل ميدان- تركيبي تجربي
- استفاده شده استفادهدار كوئنچاي تركنوساني در ورق شيشه ترك و

هايي با تنش دادند كه ميدانها در اين كار نشانآن. ]٢٧و١٨[كردند 
كه منجر به  اندهاي كششي نوك ترك توزيع شدهفشاري در اطراف تنش

- شد ترك ميو نوساني شدن ر ٦تنشبيشترشدن مقادير ضرايب شدت

  د.نشو
رشد ترك در  علي رغم حجم وسيع كارهاي انجام گرفته در زمينه 

، هنوز تحقيقي جامع، يي گذراگرمااي متحرك تحت بارهاي ورق شيشه
نظر بخش جهت تجزيه و تحليل مناسب اين پديده با دركافي و رضايت

                                                             
1  The notion of partition of unity (PoU) 
2  Crack root 
3 Level set method (LSM) 
4 Quenching process 
5 Instantaneous phase-stepping photoelasticity 
6 Stress intensity factors (SIFs) 

من است. در اين مقاله ضگرفتن پارامترهاي موثر و اصلي، انجام نگرفته
محدود اجزاءآزمايي بخشي از نتايج تحليل عددي مقايسه و راستي

كلّي براي  بنديفرمول، به ارائه چارچوب نتايج آزمايشگاهييافته با توسعه
ي گذرا، به گرمايهاي متحرك تحت بارهاي مسائل رشد ترك در ورق

علاوه تاثير است. بهيافته پرداخته شدهمحدود توسعهاجزاءكمك روش 
هاي سيليسي پركاربرد بر مد اول ي ساير شيشهگرماياص مكانيكي و خو

  است.شده گرفتهتنش مورد بررسي و مقايسه قرار ضريب شدت
   

  سازي مسئلهمروري بر مفاهيم ضروري جهت مدل -٢
   كنشاي انتگرال برهمشكل دامنه -٢- ١

صورت زير شود، بهمينشان داده  𝑀(ଵ,ଶ)ويا  I(ଵ,ଶ)كنش كه باانتگرال برهم
 :]١٧[ است

)١( 
I(ଵ,ଶ) = M(ଵ,ଶ) = න ൥w(ଵ,ଶ)δଵ୨ − σ୧୨

(ଵ) ∂u୧
(ଶ)

∂xଵ୻∗

− σ୧୨
(ଶ) ∂u୧

(ଵ)

∂xଵ

൩ n୨dΓ∗ 

هاي تنش و مربوط به حالت واقعي ميدان )١(بالانويس  )،١در رابطه (
 )٢(يافته، بالانويس همحدود توسعاجزاءآمده از تحليل جابجايي بدست

آمده از معادلات تنش و جابجايي مربوط به حالت كمكي بدست
 ١طور در شكل همان ∗Γاست، همچنين ]٢١[ و ويليامز ]٢٠[وسترگارد 
شده، يك منحني دلخواه پيرامون بريدگي يا ترك است كه نشان داده

ي كرنشي ، چگالي انرژ𝑤(ଵ,ଶ) شود.شامل هيچ ناپيوستگي ديگري نمي
 :]١٧[ شود و برابر است بابرهم كنش ناميده مي

)٢( w(ଵ,ଶ) = σ୧୨
(ଵ)

ε୧୨
(ଶ)

= σ୧୨
(ଶ)

ε୧୨
(ଵ) 

 

 
 مسير انتگرال گيري حول يك بريدگي -١شكل 

  
تنش براي يك ماده كنش و ضرايب شدترابطه بين انتگرال برهم

نهي مدهاي اول و (برهم ٧الاستيك، در حالت مدهاي آميخته همسانگرد
  ]:٢٦[ صورت زير خواهد بوداي بهدوم شكست) و در شرايط تنش صفحه

)٣( K୍
(ଵ)

=
୉

ଶ
M(ଵ,୧)  

)٤( K୍୍
(ଵ)

=
୉

ଶ
M(ଵ,୧୧)  

به ترتيب ضرايب شدت تنش در مد اول و  K୍୍و  K୍،)٤) و (٣( ابطدر رو
صورت مد اول مربوط به حالت كمكي ب iعبارت دوم هستند. همچنين 

مربوط به حالت كمكي بصورت مد دوم خالص  iiخالص شكست و عبارت 
 هاي عددي،منظور تسهيل در حل) به١در رابطه (د. نباششكست مي

مسير  ،منظوردينب گيري بصورت سطحي باشد.بهتراست حوزه انتگرال
Γ)بسته  = Γ଴ ∪ Γା ∪ Γଵ ∪ Γି) نشان داده ٢شكل  صورتي كه دربه -

، كه تابعي هموار qشود و همچنين تابع وزني درنظر گرفته مي ،شده
) Γଵ) و يك (در Γ଴است و مقدار آن در داخل مسير بسته بين صفر (در 

ديورژانس  با استفاده از) ١شود و معادله (كند، تعريف ميتغيير مي
- قابل ذكر است كه سطوح ترك به( ]٢٦[ شودبصورت زير بازنويسي مي

  :)اند.فرض شده ٨ش آزادصورت كش

                                                             
7 Mixed-mode status 
8 Traction free 
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)٥( M(ଵ,ଶ) = ∫ ൤σ୧୨
(ଵ) ப୳౟

(మ)

ப୶భ
+ σ୧୨

(ଶ) ப୳౟
(భ)

ப୶భ
− w(ଵ,ଶ)δଵ୨൨

ப୯

ப୶ౠ
dA

୅
 

محدود جهت بدست اجزاءاز توابع شكل  Aكه براي هر نقطه داخل ناحيه 
 :]٢٦[ شوداستفاده مي qآوردن 

)٦( ∑ N୧q୧
ସ
୧ୀଵ  

 
 كنش در اطراف يك نوك تركمسير بسته انتگرال برهم -٢كل ش

  

  يافتهمحدود توسعهاجزاءروش  -٢- ٢
  ساز مورد استفادهتوابع غني -٢- ٢-١

سازي ترك دوبعدي در يافته، براي مدلمحدود توسعهاجزاءدر تحليل 
گيرند ساز مورد استفاده قرار ميياز توابع غن نوع، دو همسانگردمواد 

(بدست  ٢توابع نوك ترك مجانبي - ٢ ١تابع هويسايد (تابع پله) - ١ :]٢٢[
طور كامل ههايي كه بالمان. شكست الاستيك خطي)آمده از مكانيك

، با تابع هويسايد غنيها عبور كردهترك از آناند و توسط ترك قطع شده
موجب پرش قطع شدن كامل دامنه توسط ترك شوند. سازي مي

ابع هويسايد، رفتار مورد نظر جهت تقريب صحيح شود و تجابجايي مي
صورت زير ). تعريف رياضي اين تابع به٣كند (شكل ميدان را فراهم مي

  : ]٢٢[ است

)٧( h(X) = ൜
+1      (X − X୻), n > 0  

−1      (X − X୻), n < 0  
 

 ترين نقطه بهنزديك X୻اي داخل دامنه ناپيوسته، نقطه X )،٧(در رابطه 
X ترك، و  رويn  بردار يكه عمود در نقطهX୻  است. درنتيجه براي

 كرده، در هر گره علاوه بر درجاتها عبور هايي كه ترك از آنالمان
سازي) در هر جهت، آزادي استاندارد، يك درجه آزادي (ناشي از غني

ي كاملا قطع هاتابع هويسايد براي المان شود.توسط اين تابع اضافه مي
كه نوك ترك در يك المان قراردارد، بخشي سب است، اما زمانيمنا ،شده

ماند و بنابراين از تابع شده و بخشي هم سالم باقي مياز المان بريده
هاي كرد. در مكانيك شكست خطي، ميدانتوان استفادههويسايد نمي

  :]٢٣[ شوندجابجايي در اطراف نوك ترك از روابط زير محاسبه مي

)٨( 
u୶ =

K୍

2μ
ට

r

2π
cos ൬

θ

2
൰ ൤κ − 1 + 2 sinଶ ൬

θ

2
൰൨

+
K୍୍

2μ
ට

r

2π
sin ൬

θ

2
൰ ൤κ + 1 + 2 cosଶ ൬

θ

2
൰൨ 

)٩( 
u୷ =

K୍

2μ
ට

r

2π
sin ൬

θ

2
൰ ൤κ + 1 − 2 cosଶ ൬

θ

2
൰൨

−
K୍୍

2μ
ට

r

2π
cos ൬

θ

2
൰ ൤κ − 1 − 2 sinଶ ൬

θ

2
൰൨ 

 

(ب)                      (الف)       
 سازي ميدان تابع هويسايد(الف): المان قطع شده (ب): مدل -٣شكل 

 
هاي جابجايي فوق، دادند كه در ميداننشان ]٢٣[ شفلمينگ و همكاران

  توابع پايه بصورت چهار تابع زير هستند:

                                                             
1 Heaviside function (step function) 
2 Asymptotic crack-tip functions 

)١٠({f୪(X)}୪ୀଵ
ସ = ൜√r sin

θ

2
, √r cos

θ

2
, √r sin θ sin

θ

2
, √r sin θ cos

θ

2
ൠ 

ترك را  مجانبي اطراف نوك)، توابع پايه ميدان١٠هاي معادله (عبارت
سازي ميدان اطراف نوك ترك غني ها جهتدهند و از آنتشكيل مي
  شود. استفاده مي

  
  محدود توسعه يافته اجزاءتحليل  -٢-٢- ٢

استفاده از  باسطح تعيينروش  همراهيافته بهمحدود توسعهاجزاءروش 
-دهند تا مستقل از مشها اجازه ميروش تقسيم واحد، به ناپيوستگي

- واحد غنيتابع پايه تقسيم. ]٢٤[ارائه و تعريف شوند  محدوداجزاءبندي 

- محدود، در تابع غنياجزاء، از حاصل ضرب تابع شكل N୉୒ୖ(X)شده، 

  : ]٢٢[ ساز، قابل محاسبه است
)١١( N୉୒ୖ(X) = ∑ ∑ N୧(X)E୨(X)୬౜

୨ୀଵ
୬౛

୧ୀଵ  

تعداد  n୤شده، هاي غنيتعداد گره nୣساز،تابع غني E(X) )١١(در رابطه 
- اجزاءشده است. تقريب عمومي روش ساز براي هر گره غنيتوابع غني

  صورت زير قابل بيان است: يافته بهمحدود توسعه
)١٢( u(X) = uୗ୘ୈ(X) + u୉୒ୖ(X) 

)١٣( u(X) = ∑ N୧(X)୧∈ஐ ൫u୧ + ∑ E(X)୧∈ஐౚ
e୧൯ 

دامنه شامل  Ωௗدامنه كل تعريف مسئله،  Ω)، ١٣كه در رابطه (
شده هستند. ترتيب درجات آزادي استاندارد و غنيبه e୧و  u୧ناپيوستگي، 

Ωتوجه شود، جايي كه  ∩ Ωୢ = صفر است.  E(X)ساز باشد، تابع غني ∅
- محدود تعريف نمياجزاءبندي وسيله مشهها بجايي كه ناپيوستگيز آنا

شود ها استفاده ميبراي رديابي ناپيوستگي روش تعيين سطح شوند، از
  آيد:) بدست مي١٣در رابطه ( X୧گذاري با جاي]. 6[
)١٤( u(X୧) = u୧ + E(X୧)e୧ 

) ارضاء ١٣ي در رابطه (يابدهد كه ويژگي دروننشان مي )١٤(رابطه 
u(X୩)شود، نمي ≠ u୩شده ، كه اين مشكل مربوط به درجات آزادي غني

يابي، انتقال دادن (شيفت) حل معمول براي ارضاء ويژگي دروناست. راه
  : ]٢٥[ استساز توابع غني

)١٥( S୧(X) = E(X) − E୧(X) 

 𝐸௜(𝑋)و  𝑖يافته براي گره شده انتقالتابع غني 𝑆௜(𝑋)،)١٥( رابطهدر كه 
 شود:) بدين صورت اصلاح مي١٣باشد و رابطه (مي 𝑖در گره  E(X)مقدار 

)١٦( u(X) = ∑ N୧(X)୧∈ஐ ൫u୧ + ∑ S୧(X)୧∈ஐౚ
e୧൯  

منظور تقريب ميدان جابجايي براي ترك دوبعدي، با جايگزيني توابع به
)، بدست ١٦موجود در معادله ( S୧(X)در عبارت  يافته،انتقال سازغني
  آيد:مي

)١٧( u(X) = ∑ N୧(X)୧ ൫u୧ + H୧(X)a୧ + ∑ F୨
ସ
୨ୀଵ (X)b୧୨൯  

و رابطه نهايي براي  يافته هستندساز انتقالتوابع غني F୨(X)و  H(X)كه 
- صورت زير بدست ميهحالت دوبعدي ميدان جابجايي شبه استاتيكي ب

  آيد:

)١٨( 
u(x, y) =
∑ N୧(x, y)u୧ +୧∈୬

∑ N୧(x, y)H୧(x, y)a୧ +୧∈୬౞
∑ ∑ N୧(x, y)F୨(r, θ)b୧୨

ସ
୨ୀଵ୧∈୬ౙ

 

درجات آزادي افزوده  𝑎௜درجات آزادي استاندارد،  u୧ )١٨(كه در معادله 
- درجات آزادي افزوده مربوط به غني b୧୨سازي وجه ترك، مربوط به غني

شده توسط هاي غنيتعداد گره n୦ها، تعداد كل گره nنوك ترك،  سازي
شده توسط توابع نوك ترك غني هايتعداد گره nୡ و تابع هويسايد

  هستند.
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٢٠٢ 

  
  يافتگي دمايي براي شكست ترموالاستيكتوسعه - ٢-٢-٣

محدود اجزاءي، استفاده از روش گرمايدر مسائل مربوط به شكست
پذير است. با فرض ترك هاي دمايي امكاناپيوستگييافته براي نتوسعه

طور كامل توسط ترك هايي كه بهدررو، براي پرش دمايي در المانبي
سازي جهت غني .اند، استفاده از تابع هويسايد مناسب استقطع شده

 نوك ترك، تابع پايه ميدان مجانبي دما بدين صورت قابل نوشتن است
]١١[:  

)١٩( T = −
୏౐

୩
ට

ଶ୰

஠
sin

஘

ଶ
 

ي گرمايقدرت تكينگي شار  K୘است و  رسانايي گرمايي k )١٩(ر رابطه د
براي  )١٩(در نوك ترك را فراهم مي كند. بنابراين با توجه به رابطه 

شود. ) استفاده مي١٠سازي نوك ترك تنها از اولين عبارت رابطه (غني
محدود اجزاءاز تقريب در نتيجه ميدان دماي دوبعدي گسسته شده ناشي 

 :]١١[ آيدصورت زير بدست ميهيافته، بتوسعه

)٢٠( 
T(x, y, t) =
∑ N୧(x, y)T୧ +୧∈୬

∑ N୧(x, y)H୧(x, y)A୧ +୧∈୬౞
∑ N୧(x, y)Fଵ(r, θ)B୧୧∈୬ౙ

 

درجات آزادي  A୧درجات آزادي دمايي استاندارد،  T୧ )٢٠(كه در رابطه 
 B୧ و سازي تابع هويسايد براي وجه تركوده مربوط به غنيدمايي افز

ترك براي نوك Fଵسازي تابع درجات آزادي دمايي افزوده مربوط به غني
 بصورت زير مي باشد: Fଵكه  است

)٢١( Fଵ(r, θ) = √r sin
஘

ଶ
− √r୧ sin

஘౟

ଶ
  

  

  سطحروش تعيين -٢- ٣
هاي متحرك است رديابي ناپيوستگيسطح روشي جهت روش تعيين

كند: تابع سطح تعريف ميبراي توصيف كامل ترك دو تابع تعيين كه
- . هردو تابع به]٦[ ψسطح مماسي، و تابع تعيين ϕ سطح عمودي،تعيين

 ٤شكل  جهت اين توابع درشوند. دار تعريف ميعنوان توابع فاصله جهت
وسيله تقاطع مقدار صفر ها بتوان نوك ترك راكنون مي .تشريح شده اند

  :]٦[ توابع عمودي و مماسي تعيين سطح شناسايي نمود

)٢٢( ൜
∀ x ∈ Γୡ     ϕ = 0  and  ψ ≤ 0
∀ x ∈ Γୡ౪౟౦

 ϕ = 0  and  ψ = 0 

در يك المان با استفاده از توابع شكل استاندارد قابل توابع تعيين سطح 
  يابي هستند:درون

)٢٣( ϕ(x) = N୧(x)ϕ୧ 
ψ(x) = N୧(x)ψ୧ 

- سطح بهيافته از توابع تعيينمحدود توسعهاجزاءبه علاوه در چارچوب 

- هاي ناپيوسته جهت غنيساز و انتخاب المانمنظور تعيين توابع غني

  :شودگرفته مي سازي كمك

)٢٤( H = sign(ϕ) = ൜
+1    ϕ > 0 
−1    ϕ < 0

 
  

 
 ايتوابع تعيين سطح براي يك ترك لبه - 4شكل 

  
  ساز نوك ترك مجانبي: هاي توابع غنيو براي بدست آوردن مؤلفه

)٢٥( r = ඥϕଶ + ψଶ 

)٢٦( θ = tanିଵ ቀ
ம

ந
ቁ 

طور كامل توسط هايي كه بهسطح، المانكمك توابع تعيينهمچنين به
- ها نوك ترك وجود دارد بههايي كه در آنو المان اندترك قطع شده

 :]٦[ شوندير تعيين ميترتيب با دو معيار ز

)٢٧( ϕ୫ୟ୶ ∗ ϕ୫୧୬ ≤ 0   and   ψ୫ୟ୶ < 0 

)٢٨( ϕ୫ୟ୶ ∗ ϕ୫୧୬ ≤ 0   and   ψ୫ୟ୶ ∗ ψ୫୧୬ ≤ 0  

  قابل مشاهده است. ٥شكل كاربرد اين دو معيار در 
  

 مدلسازي و تحليل مسئله - ٣
  و فرضيات مورد استفاده توصيف مسئله -٣- ١

به طول ترك اوليه داراي W، عرض  و Hبه ارتفاع  ايشيشه ورقيك 
Lୢ گيرد تا به دماي ثابت در يك كوره قرار مي𝑇௛  برسد. سپس بصورت

، 𝑇௖  به دماي سرد از كوره به يك حمام آب 𝑉با سرعت ثابت  عمودي
رشد ترك شود با سرعت ثابت وارد حمام مي ورقشود. انتقال داده مي

در  فرايند انجام در مورد مراحل و روند. جزئيات بيشتر شودشروع مي
   توضيح داده شده است.] ١٥[

 

شده و مقادير مثبت و  مشخصبا مربع  𝝍با دايره و  𝝓  -٥ل شك
 .اندترتيب با سبز و قرمز مشخص شدهها بهمنفي آن

  
پايين و ظرفيت گرمايي نسبتا بالاي شيشه،  رسانايي گرماييبه علت 

مرزي  ييگرماجابجايي ورق داخل حمام آب، شدن عامل غالب در خنك
است كه هم سازي، فرض شدهاست. بنابراين براي افزايش دقت مدل

جابجايي هاي ورق در حمام و محيط بيرون داراي سطوح و هم لبه
وجود چون فاصله بين كوره و حمام كمتر از ارتفاع هستند. با اين  ييگرما

شود هنوز طرف ديگر آن در ميورق است، در زماني كه ورق وارد حمام 
- ه درنظر گرفته مياست و دماي آن مساوي با دماي كوركوره باقي مانده 

بندي مش در اين قسمت وجود ندارد. ييگرما جابجاييشود و بنابراين 
كه مسافت طي  استاي در نظر گرفته شدهگونهمحدود مسئله بهاجزاء

). ٦اي مش برابر باشد (شكل هبا طول المان ،شده ورق در هر گام زماني
- در نتيجه زمان هر گام و زمان كل براي ورود كامل ورق به حمام، به

  آيند:سادگي بدست مي
)٢٩( ∆t =

ୢ

୚
            totalTime =

ୌ

୚
 

  .)٦ هاي مش است (شكلطول المان d )٢٩(در رابطه 

 

 ميزان جابجايي ورق در هر گام زماني -٦شكل 

  
و همگن فرض  همسانگرداستفاده در آزمايش  جنس ورق مورد

باتوجه به و همچنين  )٣٧(خطي شدن رابطه . براي سهولت و استشده
اختلاف نسبتا پايين دماي حداقلي و حداكثري در ورق براي تغيير 
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٢٠٣ 
 

مخصوص و چگالي، ، گرمايرسانايي گرماييخواص ترموفيزيكي مانند 
علاوه براين، چون ورق  د.انمستقل از دما درنظر گرفته شدهاين خواص 

اي حالت تنش صفحه درها بنديبسيار نازك است تمام عمليات و فرمول
  اند.بدست آمده

  

  سازي مدل -٣- ٢
و مرز  شود. دامنهتعريف مي Γبه مرز محدود  و Ωدر دامنه  مسئله

ناحيه گرم در  Ω୦(t)شود. در اين شكلبندي ميتفكيك ٧صورت شكل به
 Ωୡ(t)يابد، و با گذشت زمان كاهش مي ،Γ୦(t)به مرز محدود كوره، 

و با گذشت زمان افزايش  ،Γୡ(t)محدود به مرز  ،ناحيه سرد در حمام آب
ناحيه باقيمانده كه در معرض هوا با دماي اتاق قرار گرفته  Ωୟ(t) يابد،مي

Γୢ يابد.كاهش مياست و با گذشت زمان  Γୟ(t)و محدود به مرز  (t)  ترك
دررو فرض صورت بييابد و بهاوليه است كه با گذشت زمان افزايش مي

Γୢو شامل دو مرز  استشده (t)ା  وΓୢ (t)ି باشد.مي  
معادله عمومي معادلات حاكم بر مسئله شامل قانون دوم نيوتن و 

براي جامدات متحرك، مشتق شده از قانون اول  رسانشي گرماي انتقال
هاي حل مساله (براي با درنظر گرفتن فرضد كه نباشيناميك ميترمود

اي، سرعت ثابت و عدم وجود نيروهاي قانون دوم نيوتن: تنش صفحه
، جابجايي همسانگردورق نازك حجمي؛ براي قانون اول ترموديناميك: 

) در ي و حركت با سرعت ثابت عموديگرمايي سطحي، بدون منبع گرماي
  :]٢٧و  ٢٦[شوند صورت زير بيان ميب بهترتيحالت دوبعدي به

)٣٠( σ୧୨,୨ = 0          i, j = 1,2 

)٣١( ∂q୧

∂x୧

+ ρc୮ ൬
∂T

∂t
+ u୶భ

∂T

∂xଵ

൰ + 2h(T − Tஶ) = 0     i, j = 1,2 

σ୧୨  (تانسور تنش كوشي) از قانون هوك وq୧  ي) از قانون گرماي(بردار شار
  بصورت زير هستند: آيند كهدست ميفوريه به

)٣٢( σ୧୨ =
୉

ଵା஝
ቄε୧୨ +

஝

ଵି஝
ε୩୩δ୧୨ቅ −

୉஑୼୘

ଵି஝
δ୧୨        i, j = 1,2 

)٣٣( q୧ = −k
ப୘

ப୶౟
      i, j = 1,2 

هاي مؤلفه q୧هاي تانسور تنش كوشي، مؤلفه σ୧୨ )٣٣) تا (٣٠(در روابط 
 گرمايضريب انتقال hظرفيت گرمايي مخصوص،  c୮ي، گرمايبردار شار 
u୶భدماي سيال اطراف ورق، Tஶجابجايي، 

سرعت ورق در راستاي عمود،  
ρ ،چگاليΔT ها،تغييرات دماي گرهε୧୨ هاي تانسور كرنش، مؤلفهE  مدول

گرمايي  رسانايي kي و گرمايضريب انبساط  αضريب پواسون،  𝜈يانگ، 
  .هستند

 

 مرز مسئلهدامنه و  نحوه تفكيك -٧شكل 

  

  شوند:زير بيان ميصورت هشرايط مرزي مربوطه ب

)٣٤( 

σ୧୨n୨ = 0  on Γ୲          u = 0  on Γ୳        σ୧୨n୨ = 0  on Γୢ± 
 

∀(P, t) ∈ Ω୦(t) → T(P, t) = T୦ 
∀(P, t) ∈ Γ୦(t) → q୧n୧ = 0 

∀(P, t) ∈ ቀΓୢ ା(t) ∪ Γୢ ି(t)ቁ → q୧n୧ = 0   

∀(P, t) ∈ Γୡ(t) → q୧n୧ = hୡ(T(P, t) − Tୡ) 

ي آب گرمايضريب جابجايي به ترتيب  Tୟ و hୡ، hୟ) ٣٤(كه در روابط 
. جابجايي سطحي باشدي هوا و دماي هوا ميگرمايسرد، ضريب جابجايي 

و شرايط اوليه معادلات  نشان داده شده است ٨اي ورق در شكل و لبه
  ي عبارتند از:گرماي

)٣٥( T(x, y, 0) = T୦   and   T୧ ቀx, y, t +
୼୲

୬
ቁ = T(x, y, t)    in  Ω 

 

 

 بنديدر فرمول فرض شدهاي جابجايي گرماي سطحي و لبه -٨شكل 

  
هاي جابجايي و يافته ميدانمحدود توسعهاجزاءبا جايگذاري تقريب 

و  ٣٠) در فرم ضعيف معادلات ادغام شده (٢٠و  ١٨ي (معادلات گرماي
)، اعمال شرايط مرزي، استفاده از روش گالركين و ٣٣و  ٣١و ( )٣٢

معادلات گسسته خطي بدست  هاي ديگر، دستگاهسازيبرخي ساده
و  ٢٢[محدودي زير نوشت اجزاءها را به فرم توان آنآمد كه ميخواهند

٢٧[ :  
)٣٦( [K]{U} = {F}   

)٣٧( ൣC୲୦൧൛Ṫൟ + ൣK୲୦൧{T} = ൛F୲୦ൟ 

ه {U}ك = ൛u୧
୳, u୧

୴, a୧
୳, a୧

୴, b୧୨
୳, b୧୨

୴ ൟ
୘ ها بردار جابجايي مجهول گره

هاي افقي و عمودي ترتيب مربوط به مؤلفهبه vو  uهاي (بالانويس
{T}جابجايي هستند) و  = {T୧,  A୧,  B୧}

୘  بردار دماهاي مجهول براي
شرط مرزي  ،ين معادلهآمدن اشود كه در بدستها است. يادآوري ميگره

 است (در بخش بعد اين شرط اعمال خواهد شد).دمايي اول اعمال نشده
ي گرمايبردار بارهاي  {F}ماتريس سختي كلّي و  [K])، ٣٦در معادله (

كه اين  ]٢٨[ استمعادل، مرتبط با تغييرات دما بر روي يك المان 
  آيند:بصورت زير بدست مي هاهاي آنبردار و عبارتماتريس و 

)٣٨( [K] = ∫ [B]୘[C][B]
ஐ

dΩ = ∬ [B]୘[C][B]tdA
୅

 

)٣٩( {F} = ∫ [B]୘[C]൛ε୲୦ൟ
ஐ

dΩ = ∬ [B]୘[C]൛ε୲୦ൟtdA
୅

 

)٤٠( [B] = [B୳ Bୟ Bୠ]            [C] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

୉

ଵି஝మ

஝୉

ଵି஝మ
0

஝୉

ଵି஝మ

୉

ଵି஝మ
0

0 0
୉

ଶ(ଵା஝)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

)٤١( 

B୳ = ቎

N,୶ 0

0 N,୷

N,୷ N,୶

቏                     Bୟ = ቎

(NH),୶ 0

0 (NH),୷

(NH),୷ (NH),୶

቏ 

Bୠ = ቎

(NF),୶ 0

0 (NF),୷

(NF),୷ (NF),୶

቏    

t  وA هستند. ترتيب ضخامت و مساحت ورقبه ൛ε୲୦ൟ بردار كرنش 
- اي بهدرحالت تنش صفحه همسانگرداده كه براي يك م استي گرماي

 :]٢٩[ شودصورت زير تعريف مي

)٤٢( ൛ε୲୦ൟ = ൞

ε୶୶
୲୦

ε୷୷
୲୦

ε୶୷
୲୦

ൢ = ൝
1
1
0

ൡ αΔT 

ΔT )٤٢(در رابطه  = T୲ − T୲ି୼୲  است كه در بخش بعد محاسبه خواهد
ماتريس ظرفيت كلّي است كه ماتريس و  C୲୦൧ൣ)، ٣٧در معادله ( شد.
 :]٣٠[د نگونه تعريف مي شوآن اين هايتعبار



  

 

رس
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 ي
 ش

ت
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 ش
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رف
شه

ي
ي

ها
 

ك
حر

 مت
سي

يلي
س

 ...
 

٢٠٤ 

)٤٣( ൣC୲୦൧ = ∫ ρc୮[Ψ]୘[Ψ] dΩ = ∬ ρc୮[Ψ]୘[Ψ]t dA
୅ஐ

  

)٤٤( [Ψ] = [N୘ N୅ N୆]  N୘ = [N]  N୅ = [NH]  N୆ = [NFଵ] 

ൣK୲୦൧  بصورت زير قابل تعريف است: است و كليّ رساناييماتريس  
(٤٥) ൣK୲୦൧ = [Kୈ] + [K୚] + [K୦ୱ] + [K୦ୣ]  

 ها بدين صورت هستند: كه اين ماتريس

)٤٦(  [Kୈ] = න ൣB୲୦൧
୘

[D]ൣB୲୦൧ dΩ = ඵ ൣB୲୦൧
୘

[D]ൣB୲୦൧tdA
୅ஐ

 

)٤٧(  [K୚] = න [Φ]ൣV୲୦൧ൣB୲୦൧ dΩ = ඵ [Φ]ൣV୲୦൧ൣB୲୦൧tdA
୅ஐ

 

)٤٨(  
[K୦ୱ] = ∫ 2h[Ψ]୘[Ψ]

ஐ
dΩ = ∬ 2hୡ[Ψ]୘[Ψ]

୅ౙ(୲)
dAୡ +

                ∬ 2hୟ[Ψ]୘[Ψ]
୅౗(୲)

dAୟ  

)٤٩(  
[K୦ୣ] = ∫ h[Ψ]୘[Ψ]

୻
dΓ = ∮ hୡ[Ψ]୘[Ψ]tdSୡୗౙ(୲)

+

                ∮ hୟ[Ψ]୘[Ψ]tdSୟୗ౗(୲)
  

ت انتقالي ورق، از حرك ترتيب ناشي) به٤٩) و (٤٨)، (٤٧كه معادلات (
باشد. هاي ورق ميي لبهگرمايي سطوح ورق و جابجايي گرمايجابجايي 

 صورت زير است: ههاي اين معادلات بتعريف ماتريس

)٥٠( 
ൣB୲୦൧ = [B୘

୲୦ B୅
୲୦ B୆

୲୦] 

B୘
୲୦ = ൤

N,୶

N,୷
൨          B୅

୲୦ = ቈ
(NH),୶

(NH),୷
቉          B୆

୲୦ = ቈ
(NFଵ),୶

(NFଵ),୷
቉  

)٥١( D = ቂ
k 0
0 k

ቃ            Φ = [Ψ୘ Ψ୘]       V୲୦ = ൤
ρc୮V 0

0 0
൨ 

൛F୲୦ൟ ٢٧[ صورت زير قابل بيان استهبردار نيروي گرمايي است كه ب[:  
)٥٢( ൛F୲୦ൟ = {f୦ୱ} + {f୦ୣ} 

  هستند: بدين صورت كه بردارهاي اين معادله 

)٥٣(  
[f୦ୱ] = ∫ 2hTஶ[Ψ]୘

ஐ
dΩ = ∬ 2hୡTୡ[Ψ]୘

୅ౙ(୲)
dAୡ +

              ∬ 2hୟTୟ[Ψ]୘
୅౗(୲)

dAୟ  

)٥٤(  
[f୦ୣ] = ∫ hTஶ[Ψ]୘

୻
dΓ =

∮ hୡTୡ[Ψ]୘tdSୡୗౙ(୲)
+              ∮ hୟTୟ[Ψ]୘tdSୟୗ౗(୲)

  
ي سطحي گرمايترتيب ناشي از جابجايي ) به٥٤) و (٥٣مجددا معادلات (

  .اي استو لبه
ها بندي شده و نحوه انتخاب الماندار مشيك دامنه ترك ٩شكل 
هاي مربعي هاي صورتي و گرهدهد. المانسازي را نشان ميجهت غني

- ميسازي هاي نوك ترك هستند و توسط توابع مجانبي غنيها، المانآن

هاي وجه ها، الماناي آنهاي دايرههاي آبي كمرنگ و گرهشوند. المان
گردند و در نهايت، سازي ميترك هستند و توسط تابع هويسايد غني

هايشان توسط هر دو هايي هستند كه گرههاي بنفش كمرنگ، آنالمان
بر حسب  [K]و ماتريس  {F}بردار شود. سازي مذكور غني مينوع غني

  به صورت زير هستند: ٩هايشان براي شكل المان

)٥٥(

 

)٥٦( 
 

 

 

 سازنحوه غني سازي دامنه تركدار توسط توابع غني -٩شكل 

  گرماحل عددي دستگاه معادله ماتريسي  -٣- ٣
ي داراي دامنه/مرز گرمايو بردار نيروي  رساناييماتريس  كه بيان شد

و  hپارامترهاي ها كه در آن طوريزمان هستند، بهگيري متغير با انتگرال
Tஶ از مرزهاي كوره، حمام و فضاي مابين عبور مي كه يهايبراي گره -

حال تغيير هستند. بنابراين علاوه بر دما، ماتريس  در مرتبكنند، 
كنند. به علاوه در هر و بردار نيروي گرمايي نيز با زمان تغيير مي رسانايي

- ي درايهگرمايو بردار نيروي  رساناييگام براي هر دو ماتريس ظرفيت و 

از رشد ترك و درجات آزادي  شوند كه ناشيهاي جديدي ظاهر مي
هاي باشند. اين درايهسازي طول اضافه شده ترك ميافزوده جهت غني

شوند تا در روند صفر در نظر گرفته مي ،هاي زماني پيشينجديد در گام
براي  ايجاد نشود. ريس/بردارمرتبه مات حل عددي مشكلي از لحاظ تغيير

  شود: تفكيك ميبصورت زير ) ٣٧اعمال شرط مرزي دمايي اول، معادله (

)٥٧( ቈ
Cୱୱ

୲୦ Cୱ୳
୲୦

C୳ୱ
୲୦ C୳୳

୲୦
቉ ቊ

Ṫୱ

Ṫ୳

ቋ + ቈ
Kୱୱ

୲୦ Kୱ୳
୲୦

K୳ୱ
୲୦ K୳୳

୲୦
቉ ൜

Tୱ

T୳
ൠ = ቊ

Fୱ
୲୦

F୳
୲୦

ቋ 

كننده دماهاي مجهول (متغير) يا مشخص uزيرنويس  )٥٧(كه در رابطه 
مشخص كننده دماهاي  𝑠عبارات مربوط به دماهاي مجهول و زيرنويس 

باشد. براي دماهاي معلوم (ثابت) يا عبارات مربوط به دماهاي معلوم مي
)، با اعمال شرط مرزي دمايي اول (نتيجتا در نظر ٥٧مجهول معادله (

Tୱگرفتن  = T୦  وṪୱ =   )، بصورت زير ساده مي شود: 0
)٥٨( ൣC୳୳

୲୦ ൧൛Ṫ୳ൟ + ൣK୳୳
୲୦ ൧{T୳} = ൛F୳

୲୦ൟ − ൣK୳ୱ
୲୦ ൧{T୦} 

عنوان توابع مناسب اثر دماهاي معلوم به صورتبه )٥٨(اكنون در معادله 
ቀ−ൣK୳ୱنيرو 

୲୦ ൧{T୦} عبارتቁ دست هاست. حال براي بدرنظر گرفته شده
 ]٣٠[اي تعميم يافته ماهاي گذرا در هرگام، از تقريب ذوزنقهآوردن د

شود. براساس اين ) استفاده مي٣٧گيري عددي از معادله (جهت انتگرال
pتكنيك، دماها در موقعيت زماني  +  برابر هستند با: 1

)٥٩( {T}୮ାଵ = {T}୮ + ቂ(1 − θ)൛Ṫൟ
୮

+ θ൛Ṫൟ
୮ାଵ

ቃ
∆୲

୬
  

 t∆زماني است و مقداري بين صفر تا يك دارد، پارامتر  θ )٥٩(در رابطه 
- ورود المانگونه كه قبلا تعريف شد، زمان يك گام است كه برابر با همان

௧∆باشد و هاي واقع در يك رديف مش (ورق) به حمام مي

௡
زمان يك  

pو  pهاي زماني زيرگام بين موقعيت +  nباشد كه است و واضح مي 1

) براي هر ٣٧بازنويسي جداگانه معادله ( ام است.ها در يك گتعداد زيرگام
pو  pهاي زماني كدام از موقعيت + ) براي دماهاي ٥٨، به فرم معادله (1

  دهد:مجهول مي
)٦٠( ൣC୳୳

୲୦ ൧
୮

൛Ṫ୳ൟ
୮

+ ൣK୳୳
୲୦ ൧

୮
{T୳}୮ = ൛F୳

୲୦ൟ
୮

− ൫ൣK୳ୱ
୲୦ ൧{T୦}൯

୮
 

)٦١( ൣC୳୳
୲୦ ൧

୮ାଵ
൛Ṫ୳ൟ

୮ାଵ
+ ൣK୳୳

୲୦ ൧
୮ାଵ

{T୳}୮ାଵ

= ൛F୳
୲୦ൟ

୮ାଵ
− ൫ൣK୳ୱ

୲୦ ൧{T୦}൯
୮ାଵ

 

- بعداز اندكي ساده)، ٥٩معادله () در ٦١) و (٦٠جايگذاري معادلات (

  آيد: دست ميهسازي، ب

)٦٢( 

ቀ
୬

∆୲
ൣC୳୳

୲୦ ൧
୮ାଵ

+ θൣK୳୳
୲୦ ൧

୮ାଵ
ቁ {T୳}୮ାଵ = ቀ

୬

∆୲
ൣC୳୳

୲୦ ൧
୮

−

(1 − θ)ൣK୳୳
୲୦ ൧

୮
ቁ {T୳}୮ + ቀθ൫൛F୳

୲୦ൟ − ൣK୳ୱ
୲୦ ൧{T୦}൯

୮ାଵ
+

(1 − θ)൫൛F୳
୲୦ൟ − ൣK୳ୱ

୲୦ ൧{T୦}൯
୮

ቁ  

نظر گذراي مختلف ظاهر ميگردد. با در هاي، شمايθبراي مقادير مختلف 
 در شماي هاي مختلف (اويلر آنهاو مقايسه  نتايج گرفتن پايداري و دقت

نيكلسون - نيكلسون و گالركين)، شماي كرنك- كرنك ،روپسرو و پيش
اشاره  ]٣١و  ٣٠و  ١٢[مراجع بهترين انتخاب خواهد بود. همچنين 

- ، از شماي كرنكگذرا گرمايبراي بيشتر مسائل انتقال اند كه كرده
θبراي  نيكلسون استفاده ميگردد. =

ଵ

ଶ
 ،ضمني كرنك نيمه گذراي مايش
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٢٠٥ 
 

  آيد:نيكلسون بدست مي

)٦٣( 

ቀ
୬

∆୲
ൣC୳୳

୲୦ ൧
୮ାଵ

+
ଵ

ଶ
ൣK୳୳

୲୦ ൧
୮ାଵ

ቁ {T୳}୮ାଵ = ቀ
୬

∆୲
ൣC୳୳

୲୦ ൧
୮

−
ଵ

ଶ
ൣK୳୳

୲୦ ൧
୮

ቁ {T୳}୮ +
ଵ

ଶ
ቀ൫൛F୳

୲୦ൟ − ൣK୳ୱ
୲୦ ൧{T୦}൯

୮ାଵ
+ ൫൛F୳

୲୦ൟ −

ൣK୳ୱ
୲୦ ൧{T୦}൯

୮
ቁ  

اند نوسانات تول تقريبي ميحراه امااين روش بدون قيد پايدار است. 
هاي زماني از خود نشان دهد از انتخاب نامناسب تعداد زيرگامكاذبي 

 ]٣٢[ نيومن - فونتوان از تحليل پايداري ، ميمنظورهمينبه. ]٣١و٣٠[
  استفاده كرد: 

)٦٤( சቀ
౴౪

౤
ቁ

ୢమ
≤

ଵ

ଶ
 

همان گونه كه قبلا  dگرمايي و  پخشندگي κرابطه  )٦٤رابطه (كه در 
هاي مش است. استفاده از برابري معادله فوق، طول المان تعريف شد،

  آيد:هاي زماني در يك گام بدست ميكمينه تعداد زيرگام
)٦٥( n =

ଶச∆୲

ୢమ
 

)، دماهاي گذرا براي ٦٣) در معادله (٦٥درنهايت با جايگذاري معادله (
pموقعيت زماني  +   آيد:صورت زير بدست ميهب 1

)٦٦( {T୳}୮ାଵ = [A]ିଵ ൬[B]{T୳}୮ +
ଵ

ଶ
({F}୮ାଵ + {F}୮)൰  

  :)٦٦(كه در رابطه 

)٦٧( [A] =
2κ

dଶ
ൣC୳୳

୲୦ ൧
୮ାଵ

+
1

2
ൣK୳୳

୲୦ ൧
୮ାଵ

 

)٦٨( [B] =
2κ

dଶ
ൣC୳୳

୲୦ ൧
୮

−
1

2
ൣK୳୳

୲୦ ൧
୮
 

)٦٩( {F} = ൛F୳
୲୦ൟ − ൣK୳ୱ

୲୦ ൧{T୦} 

- ) بصورت زير تكميل مي٦٦)، معادله (٣٥با اعمال شرايط اوليه (معادله 

   شود:
pو   pهاي زماني در گام اول، يعني براي اولين موقعيت -  + t، در 1 =

0 : 

)٧٠( 

 {T୳}୮ାଵ = [A]ିଵ ቆ[B]{T୦} +
1

2
({F}୮ାଵ + {F}୮)ቇ

⇒ ቐ

p ≅ (t = 0)

p + 1 ≅ ൬t =
Δt

n
൰
 

ام بعدي، دست آوردن دماهاي مجهول گه) اولين زيرگام براي ب٧٠رابطه (
{T୳(∆t)}.است ،  

p و  p هاي ديگر،هاي زماني در گامبراي اولين موقعيت -  + tدر  ، 1 =

t :  

)٧١( 

{T୳}୮ାଵ = [A]ିଵ ቆ[B]{T୳(t)} +
1

2
({F}୮ାଵ + {F}୮)ቇ

⇒ ቐ

p ≅ (t = t)

p + 1 ≅ ൬t = t +
Δt

n
൰
 

 آمده گام قبلي است.دماهاي نهايي بدست {T୳(t)} )٧١(كه در رابطه 
دست آوردن دماهاي مجهول گام بعدي، ه) اولين زيرگام براي ب٧١رابطه (

{T୳(t + ∆t)}.است ،   
  

  تجزيه و تحليل نتايج - ٤
شده، خواص ارائه بنديفرموليي چارچوب آمنظور آزمودن كاربه

- ي سيالگرماي ورق شيشه سودالايم و همچنين خواص گرمامكانيكي و 

   اند.مسئله وارد شده ديبنفرمول) در ١هاي محيط (جدول 
بيني مسير رشد ترك محيطي براي پيش معيار بيشينه تنشاز 
كه  در چندين كار آزمايشگاهي گزارش شده به علاوهاست.  شده استفاده

سرعت رشد ترك مستقيم اين مسئله تقريبا برابر با سرعت انتقالي ورق 
افزايش رشد ترك  سازي اين پديده، ميزان. از اين رو براي شبيهباشدمي

است. هاي مش در نظر گرفته شدهدر هر گام زماني برابر با طول المان
عددي، از المان مستطيلي استفاده قابل ذكر است كه براي كليه نتايج 

ها اي انتخاب شده كه تعداد المانبندي مسئله به گونهت مششده و دق
65برابر با  × تنش در تغييرات ضرايب شدت ١٠در شكل  باشد. 190

با  K୍افزايش مقادير  از شكل مشخص است كهاست. طول زمان رسم شده
به دليل پايين  زيرا ،دهدگذشت زمان با شدت بسيار بيشتري رخ مي

شيشه و ظرفيت گرمايي نسبتا بالاي آن، عامل  رسانايي گرماييبودن 
ورق در  و سطوح ي مرزهاگرمايغالب در خنك شدن شيشه، جابجايي 

 ،هاي اوليه ورود ورق به حمامآب سرد است. بنابراين در زمانحمام 
هاي در داخل ورق وجود ندارد و گراديان گرمافرصت كافي براي تبادل 

نسبتا كوچك هستند. اما با گذشت زمان و كاهش فاصله نقاط گرم و  دما
نوبه خود، هاي دما شدت خواهندگرفت كه اين، بهسرد از يكديگر گراديان

نكته ديگر نمودار  شود.مي K୍افزايش  درنتيجه،زايش جابجايي و باعث اف
اي كه گونهاست. به K୍در مقايسه با  K୍୍ناچيز بودن مقادير  ١٠شكل 

دهد اما در در نموداري مجزاّ مقاديري غيرصفر را نشان مي K୍୍هرچند 
از اين نتيجه توان كند و ميبه صفر ميل مي K୍مقايسه با مرتبه مقادير 

كمك معيار بيشينه بيني مسير رشد ترك استفاده كرد. بهبراي پيش
به صفر، زاويه رشد ترك صفر بدست  K୍୍تنش محيطي و با ميل دادن 

آيد و در نتيجه مسير رشد ترك با فرض خوبي بصورت مستقيم مي
گزارش  ]١٦[طور كه در كارهاي آزمايشگاهي شود، همانبيني ميپيش
  ).١١(شكل  استشده
   

 ]١٦[ هاي محيطخواص ورق شيشه سودالايم و سيال -١جدول 

 مقدار پارامتر  عنوان پارامتر  نماد پارامتر

𝐻 0.076  ورق ارتفاع m 

𝑊 0.026  ورق عرض m 

𝑡 0.0009  ضخامت ورق m 

𝐿ௗ 0.005  طول ترك اوليه ورق m 

𝑉 0.0021 سرعت انتقالي ورق m/s 

𝐸 71.6 مدول يانگ GPa 

𝜈 0.20 ضريب پواسون 

𝜌 2500 چگالي kg/m3 

𝑘 1.005 رسانايي گرمايي J/m s K 

𝛼 1 (6-10)8.7 ضريب انبساط گرمايي/K 

𝑐௣ 921 ظرفيت گرمايي مخصوص J/kg K 

𝜅 (7-10)4.36 گرمايي پخشندگي m2/s 

ℎ௪ 440 ضريب جابجايي گرمايي آب J/m2 s K 

ℎ௔ 5 جايي گرمايي هواضريب جاب J/m2 s K 

𝑇௪ 290.2 دماي آب سرد K 

𝑇௔ 298 دماي هواي محيط K 

𝑇௛ 360 دماي كوره K 
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 در طول زمان تغييرات ضرايب شدت تنش شيشه سودالايم - ١٠شكل 
  

هاي زماني برابر با خروج كامل ورق از كوره تعداد گامدر زمان 
N୘ୗ = كانتور و  ١٤تا  ١٢هاي در شكلاي اين زمان، . برباشدمي 115

منظور مشاهده و مقايسه دقيق مقادير هاي تنش، بهبعدي مؤلفهرويه سه
هاي اند. شدت تمركز تنش در ميدانتنش اطراف ترك، نشان داده شده

وضوح مشخص است و با فاصله گرفتن از نوك ترك اطراف نوك ترك به
هاي تنش ين در كانتورهاي مؤلفهيابد. همچنمقادير تنش كاهش مي

شود كه مناطقي با تنش فشاري در اطراف تنش كششي مشاهده مي
 K୍تواند باعث افزايش مقدار است كه ميحيطه نوك ترك توزيع شده

شود. اين نتيجه و همچنين كانتورهاي تنش، با نتايج آزمايشگاهي ارائه 
  دارند. قبولي قراردر تطابق قابل ]١٨[شده در مرجع 

 

(ب)       (الف)       
 ] (ب): كار حاضر٢١[ تجربي كار(الف):  در مسير رشد ترك -١١شكل 

  

و  هاي تنشنقطه ميدانبهمنظور ارائه دقيق مقادير عددي و نقطهبه
 ) متصل به𝑥𝑦ها با يكديگر، دستگاه مختصات (همچنين مقايسه كمي آن
به ترتيب  𝐵و  𝐴. نقاط فرض شده است ١٥نوك ترك همانند شكل 

تغييرات  ١٦ با مرزهاي ورق است. شكل 𝑦و  𝑥محل تقاطع محورهاي 
دهد. در اين شكل، در راستاي محور عمودي را نشان مي هاي تنشلفهمؤ

در  ]١٨[كار آزمايشگاهي  مربوط به هايهاي كار حاضر با منحنيمنحني
ترتيب تغييرات به ١٨و  ١٧هاي شكل دارند. تطابق قابل قبولي قرار

در زمان خروج كامل  OBو  OAهاي تنش در طول خطوط فرضي ميدان
در  σ୶୷. با توجه به اين نمودارها تنش دهندورق از كوره را نشان مي

راستاي هر دو محور افقي و عمودي با فاصله گرفتن از نوك ترك به صفر 
بر روي محورهاي  σ୷୷و  σ୶୶هاي كند. به علاوه مقادير تنشميل مي 

ها كاملا مثبت است و همچنين نسبت به به موازي با راستاي آن
در راستاي محور عمودي  σ୶୶محورهاي متعامد مقادير بيشتري را دارند (

ها بر روي در راستاي محور افقي مي باشد). اما مقادير آن σ୷୷و 
با  )OYبر روي  σ୷୷و  OXبر روي  σ୶୶ها (محورهاي عمود بر راستاي آن

فاصله گرفتن از نوك ترك منفي مي شود. با اين تفاوت كه مقادير منفي 
σ୶୶  بر رويOX  با فاصله بيشتر از نوك ترك شدت بيشتري مي گيرد اما

  نهايتا به صفر ميل خواهد كرد. OYبر روي  σ୷୷مقادير منفي 
، جديد هايآزمايي و بدست آوردن خروجياز مقايسه و راستي بعد
به تعميم مسئله براي مسائل مشابه و مرتبط ديگر پرداخت.  توانحال مي

از اين رو اثر پارامترهاي جنس، ضخامت و سرعت ورق بر ضريب شدت 
) عنوان مهمترين پارامتر توصيف كننده شرايط اطراف نوك تركبه(تنش 

 براي مسئله، فرآيند براي بررسي اثر جنس .گيردميمورد بررسي قرار 
خواص  ٢در جدول . گيردانجام ميهاي سيليسي پركاربرد، ديگر شيشه

است. هاي سيليسي نمايش داده شدهتعدادي از پركاربردترين شيشه
و همچنين با ها طول زمان را، براي اين شيشه در K୍تغييرات  ١٩شكل 

تر مقادير شدت تنش، دهد. جهت نمايش واضحشيشه سودالايم نشان مي
اند، از مقياس هاي زماني پاياني رشد سريع تري داشتهزهكه در با

  .لگاريتمي استفاده شده است

 

 در هنگام خروج كامل ورق از كوره 𝝈𝒙𝒙توزيع تنش  -١٢شكل 
  

 

 در هنگام خروج كامل ورق از كوره 𝝈𝒚𝒚توزيع تنش  -١٣ شكل
  

 

 ورق از كوره در هنگام خروج كامل 𝝈𝒙𝒚توزيع تنش  - ١٤ شكل
  

شود كه مشخص مي ١٩و نمودار شكل  ٢هاي جدول با مقايسه داده
اي كه گونهي است. بهگرماي، ضريب انبساط K୍مهمترين عامل در افزايش 

بزرگتري نيز دارند. بعد از  K୍ي بزرگتر، گرمايهاي با ضريب انبساط شيشه
ي از عوامل گرماي پخشندگيي، مدول يانگ و گرمايضريب انبساط 

كه ضريب تاثيرگذار ديگر هستند. مثلا آلومينوسيليكات با وجود اين
دار و سودالايم تري نسبت به كريستال سربي بسيار پايينگرمايانبساط 

ي بزرگتري است، گرماي پخشندگياما چون داراي مدول يانگ و  .دارد
ر منحني آن بسيار نزديك به دو شيشه ديگر است و حتي در لحظات آخ

. با مقايسه باشددار ميآن بزرگتر از كريستال سربضريب شدت تنش 
توان به اين نتيجه منطقي پيركس بوروسيليكات و آلومينوسيليكات مي

كرد كه در لحظات ابتدايي مدول يانگ تاثيرگذارتر از دست پيدا
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ي از مدول گرماي پخشندگيست و درادامه تاثيرگذاري گرمايي پخشندگي
از ه فاصله منحني پيركس بوروسيليكات شود. چرا كيم يانگ بيشتر

يابد. همين نتيجه را منحني آلومينوسيليكات با گذشت زمان كاهش مي
ي و كمينه ضريب گرماي پخشندگياز سيليس آمورف، كه داراي بيشينه 

  توان استنباط كرد.ي است، ميگرمايانبساط 

 

 هاتنش يمشده جهت مقايسه كدستگاه مختصات تعريف -١٥شكل 
 

 

 𝑶𝒚 عمودي محور طول در تنش هايمؤلفه تغييرات - ١٦ شكل

 

 

 𝑶𝒙هاي تنش در طول محور افقي تغييرات ميدان -١٧شكل 
  

ق كيرشهف جهت بدست آوردن ور نظريه باتوجه به استفاده از
هاي مسئله نسبت ضخامت به ضلع كوچك ورق و براساس داده معادلات

بررسي اثر ضخامت محدوده  باشد. بنابراين براي 0.05نبايد بيشتر 
 ٢٠است. شكل متر در نظر گرفته شدهميلي1.3 ميلي متر تا  0.5مناسب 

كه با افزايش دهد در گام زماني پنجم نشان مي را K୍اثر ضخامت ورق بر 
بحراني  مقداريابد. همچنين هرچه ضخامت به كاهش مي K୍ضخامت 

  شود.كمتر مي K୍عت تغييرات شود، سرتر مينزديك
 

 

 𝑶𝒚هاي تنش در طول محور افقي تغييرات ميدان -١٨شكل 

را در گام زماني پنجم  K୍اثر سرعت انتقالي ورق بر  ٢١شكل 
 K୍ ،دهد كه با افزايش سرعتكند. اين نمودار نشان ميمشخص مي

توان به جنس ييابد. دليل اين پديده را متقريبا بصورت خطي كاهش مي

توجه بودن شيشه نسبت داد. همان طور كه قبلا توضيح داده شد، قابل
شود كه شيشه باعث مي رسانايي گرماييظرفيت گرمايي و كم بودن 

ي گرمايهاي اوليه، جابجايي عامل غالب خنك شدن ورق در زمان
مرزهاي ورق باشد. بنابراين با كاهش سرعت ورق فرصت بيشتري براي 

ي داخل ورق ايجاد گرماي رساناييمرزها و همچنين  گرماييي جابجاي
و بالتّبع آن هاي دمايي شود. از اين رو با كاهش سرعت ورق، گراديانمي
K୍ يابد. در زمان كمتري افزايش مي  

  

 ]١٩[ خواص تعدادي از پركاربردترين شيشه هاي سيليسي -٢جدول 
 

  هاخواص شيشه
سيليس 

  ١آمورف
پيركس 

٢يكاتبوروسيل  
كريستال 

٣دارسرب  
٤آلومينوسيليكات  

𝐸(𝐺𝑝𝑎) ٨٩ ٦٠ ٦٤ ٧٣ 

𝜈 ١٧/٠  ٢٠/٠  ٢٢/٠  ٢٥/٠  

𝜌(𝑘𝑔/𝑚ଷ) ٢٦٧٠ ٣١٠٠ ٢٢٣٠ ٢٢٠٠ 

𝑘(𝐽/𝑚 𝑠 𝐾) ٣٨/١  ١٤/١  ٩/٠  ٢/١  

𝛼(10ି଺/𝐾) ٥٥/٠  ٣/٣  ٢/٩  ٦/٤  

𝑐௣(𝐽/𝑘𝑔 𝐾) ٧١٠ ٦٦٠ ٨٥٠ ٧٤٠ 

𝜅(10ି଻𝑚ଶ/𝑠) ٤٨/٨  ٠١/٦  ٤/٤  ٣٣/٦  
  

  

  گيرينتيجه -٥
كلّي براي  بنديفرمولهدف از انجام اين تحقيق، ارائه چارچوب 

ي گذرا با گرمايهاي متحرك تحت بارهاي مسائل رشد ترك در ورق
باشد. در اين راستا، براي مي يافتهمحدود توسعهاستفاده از روش اجزاء

ي مرزي گرمايدار، كه داراي جابجايي اي سيليسي تركهاي شيشهورق
ي متفاوتي گرمايهايي با دماها و ضرايب جابجايي متحرك با محيط

شد. همچنين حل  يافته ارائهمحدود توسعهاجزاء بنديفرمولهستند، 
كمك شماي گذرا به گرمايعددي دقيقي براي دستگاه معادله ماتريسي 

نيومن ارائه و بكار - نيكلسون و معيار پايداري فون- ضمني كرنكنيمه
ارائه شده، از طريق مقايسه  بنديفرمولتوانايي چارچوب  بسته شد.

هاي مسئله براي شيشه سودالايم با نتايج آزمايشگاهي، سنجيده خروجي
. سپس نحوه شد كه مسير رشد ترك در تطابق كامل با مراجع قرار داشت

هاي تنش در اطراف ترك بصورت كانتور ارائه شد. در كانتور توزيع مؤلفه
هاي كششي هاي تنش، مناطقي با تنش فشاري دراطراف تنشمؤلفه

تواند دليل اصلي افزايش قابل اند كه ميحيطه نوك ترك توزيع شده
تنش باشد. اين نتيجه و همچنين ملاحظه مد اول ضريب شدت

تنش نيز در تطابق قابل قبولي با مراجع قرار دارند. درادامه كانتورهاي 

                                                             
1 Amorphous silica 
2 Pyrex borosilicate 
3 Lead crystal 
4 Aluminosilicate 

 

 زمان در مقياس لگاريتمي با هاي سيليسيشيشه 𝑲𝑰تغييرات  -١٩شكل 
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ها در هاي تنش با يكديگر، مقادير آنمنظور مقايسه كمي مؤلفهبه
اند. در پايان فرآيند مسيرهاي موازي و عمود بر نوك ترك ارزيابي شده

است و اثر هاي سيليسي پركاربرد انجام شدهمسئله براي ديگر شيشه
ها بر مد اول ضريب شدت تنش مورد ي و مكانيكي آنگرمايخواص 

علاوه با ارزيابي اثر سرعت و است. بهشده تجزيه و تحليل قرار گرفته
تنش ضخامت مشخص شد كه هر دو پارامتر با مد اول ضريب شدت 

نسبت عكس دارند. باتوجه به دستاوردهاي اين تحقيق استفاده از روش 
- ي فرآيند مذكور نتايج رضايت بخشي را بهيافته برامحدود توسعهاجزاء

توان از دستاوردهاي اين تحقيق جهت تحليل است و ميهمراه داشته
كرد. همچنين اين چارچوب فرآيندهاي مرتبط و مشابه ديگر استفاده

تر درباره هايي دقيقاندازي بهتر و داده، از طريق ارائه چشمبنديفرمول
كننده، هاي توليدتواند به شركتمي ايهاي شيشهرفتار ترك در ورق

   جهت بهبود فرآيند توليد، كمك كند.

 

 𝑲𝑰ورق كيرشهف بر  هاثر ضخامت ورق در محدوده نظري -٢٠شكل 
  

 

 𝑲𝑰اثر سرعت انتقالي ورق بر  -٢١شكل 
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