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  چكيده

هايي به ساز وجود دارند. ديناميك چنين شبكههاي طبيعي و دستهاي حاوي يك جريان پرفشار از يك سيال در بسياري از پديدههايي بسته از لولهشبكه
ها و از سويي ديگر به اتصالات بين د تشكيل دهنده هر يك از لولهپارامترهاي زيادي وابسته است. از يك سو به كنش و واكنش پيچيده بين بدنه جريان و موا

گذارند. يك روش جايگزين براي توصيف شبكه خطوط هاي مختلف يك شبكه در نقاط اتصال بر يكديگر اثر ميزيرا جريان در لوله .ها در شبكه وابسته استلوله
لاپلاس است. در اين مقاله به بررسي جريان پرفشار درون يك لوله و يافتن كران بالاي بهينه براي  دامنههايي در زمان، نمايش چنين سيستم دامنهجريان در 

  پردازيم.تبديلات لاپلاس مي زئي و حل تحليلي آنها به وسيلهبا استفاده از معادلات ديفرانسيل ج در هر نقطه و در هر زمان ميزان فشار درون آن
 ل جزئي، تبديل لاپلاس، خط جريان.معادلات ديفرانسي :كليدي هاي واژه

  
Maximum pressure in the fluid line by differential equations 

   
Department of Mathematics, Azarbaijan Shahid Madani University, Tabriz, Iran  V. Roomi 
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 Abstract 
Networks of closed conduits containing pressurized fluid flow occur in many different instances throughout the natural and 
manmade world. The dynamics of such networks are dependent not only on the complex interactions between the fluid body and the 
conduit material within each fluid line, but also on the coupling between different lines as they influence each other through their 
common junctions. The forward modeling (time-domain simulation), and inverse modeling (system parameter identification) of such 
systems is of great interest to many different research fields. An alternative approach to time-domain descriptions of fluid line 
networks is the Laplace-domain representation of these systems.  
In this paper we will consider a pressured fluid line, and we will find an optimized upper bound to the pressure by using Laplace 
transforms to solve the related differential system. 
Keywords: Partial differential equations, Laplace transform, Fluid line. 

  

مقدمه- ١  

هاي حاوي يك جريان پرفشار يك سيال هايي بسته از لولهشبكه
ساز وجود دارند و از ديرباز هاي طبيعي و دستدر بسياري از پديده

]. ١٧- ١اند [مورد توجه و مطالعه بسياري از دانشمندان قرار گرفته
سازي معكوس دامنه زمان)، و مدلسازي در مستقيم (شبيه سازيمدل

هايي مورد علاقه بسياري از سيستم) چنين سيستم (شناسايي پارامتري
توان به عنوان مثال ميهاي مختلف علوم بوده است. محققين در زمينه

-]، سيستم١٥و  ٥، ٤به سيستم انتقال موادي چون آب، گاز و سوخت [

 هاي كنترل سيستمو  ]١١[ بيولوژيكي مانند جريان خون شريانيهاي 
-ديناميك چنين شبكهاشاره كرد. ] ١٤و  ٢[ ٢و هيدروليك ١پنوماتيك

اي از تعامل بدنه سيال با مواد مجراي هايي به صورت تركيب پيچيده
هاي ذكر شده، شبكه به صورت يك لوله آن است. در بسياري از مثال

ت. رفتار هاي متصل به هم استنها نبوده، بلكه مركب از تعدادي لوله
ها، بلكه از تك لولهچنين ساختارهايي نه تنها از ديناميك جريان در تك

هاي مجاور در اتصالات مشترك، بر ها در لولهتاثير ديناميك جريان
  شود.يكديگر نتيجه مي

                                                             
1Pneumatic 
2Hydraulic 

- بت به آشفتگي مرزي و ديگر تحريكسازي واكنش گذرا نسمدل

بسياري از محققان  هايي مورد علاقهكنترل شده براي چنين شبكه هاي
ها بوده و همچنين براي اهدافي مانند تحليل، طراحي و شناسايي شبكه

هاي سازي ضربه آب در سيستماساسي است. رويكرد سنتي براي مدل
 يزمان دامنههاي تقريبي و گسسته در توزيع خط لوله، استفاده از روش

قان علاقمند ]. با اين حال، به تازگي محق١٥و  ١٢، ١٠، ٤،١[ ه استبود
و  ٨، ٧،٦اند [فركانس شدهدامنه هايي در به توصيف چنين سيستم

هاي خط لوله ]. دليل اين علاقه در ماهيت تحليلي توصيف سيستم١٦
فركانس از دامنه توصيف سيستم در  .فركانس نهفته استدامنه در 

و  ٣شود [اي جريان نتيجه ميهاي تبديل لاپلاس معادلات پايهجواب
٩.[  

خواهيم را در نظر  ر اين مقاله جريان پرفشار درون يك لولهد
خواهيم يافت. كران بالاي بهينه  براي ميزان فشار درون آن يك و گرفت

ها به با استفاده از معادلات ديفرانسيل جزئي و حل تحليلي آناين كار 
كاربردهاي  اين موضوع انجام خواهد گرفت. وسيله تبديلات لاپلاس

دامنه هاي لوله در سازي شبكههاي مهمي چون شبيهبسياري در زمينه
در يك شبكه خطوط  ،و شناسايي پارامترهاي خواص خط لوله زمان

سيال را  جريانجريان دارد. در بخش بعدي معادلات عمومي حاكم بر 
به معادلات حاكم بر خط سيال يك بعدي در  سپس ارائه خواهيم كرد.
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شود و در بخش سوم به بيان مسئله و حل آن با اشاره مي هالوله
  استفاده از تبديلات لاپلاس خواهيم پرداخت.

   

  اي خط سيالاتمعادلات پايه-٢
سيال يك  جرياندر اين بخش به ارائه معادلات عمومي حاكم بر 

در اين مقاله مفهوم هيدروليك اوليه براي خط جريان پردازيم. بعدي مي
است. در اين حالت يك سيستم  گرفته استفاده قرار يك بعدي مورد

گيرد كه ديناميك آن توسط جريان مجرا بسته مورد بررسي قرار مي
شود. نتايج حاصل بيان خواص برش عرضي ميدان جريان توصيف مي

كند كه خواص سيستم مجراي مايع فقط به موقعيت مكاني يك مي
مدل از جريان لوله به بعدي در طول لوله و زمان بستگي دارد. اين 

هاي خط لوله انتقال در نظر گرفته اي براي بسياري از نظريهعنوان پايه
هاي جريان با ابعاد بالاتر و شود. به عنوان مثال توصيف پديدهمي

هاي جريان ساختارهاي جرياني پيچيده توسط كنش و واكنش بين لوله
  گيرند.يك بعدي مورد بررسي قرار مي

سه معادله اساسي حاكم بر جريان مايع گذرا  بيان فرض كلي براي
در يك مجراي بسته اين است كه رفتار جرم، حركت و انرژي جريان 
گذرا توسط ميانگين برش مقطعي خواص جريان مانند سرعت، فشار و 

]. يك مجراي بسته يك سيستم ١٥و  ٤د [نشوچگالي توصيف مي
، چگالي جريانA پارامتري توزيعي با مقادير مساحت برش مقطعي

 سرعت محوري ،v و فشار دروني سيالP  توزيع شده در امتداد
مجرا، نسبت به زمان است. معادلات جرم، حركت و انرژي براي اين 

]. با ١٣و  ٤آيند [به دست مي  ١سيستم، از روي قضيه انتقال رينولد
استفاده از اين قضيه، قانون بقاي جرم و قانون دوم حركت نيوتن و 

ادلات همچنين قانون اول ترموديناميك سه معادله مذكور يعني مع
جرم، حركت و انرژي، با در نظر گرفتن مفروضات معمول براي بقاي 
  ].١٧آيند [سازي به صورت زير به دست ميخطي
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 

0 r
02

0 0

0

0 0
2 2

0 2
00 0

r

A P v
2A 0

t t xc
v P 4

0
A t x D

v 1 P 4
Pv v

t 2 t 2 x Dc

2P 0
t

  
  

  
  

   
 
     

               


 


  

كشش  rسرعت موج الاستيك جريان خطي،  0cآن در  كه

است.  تنش برشي ديواره لوله قطر لوله و  0D، ٢پيراموني پسين
- معرفي شدهدر بخش مربوط به نمادها  نمادها و پارامترهاهمچنين اين 

. لازم به توضيح است كه اگر قسمتي از سيال گذرنده از يك لوله را اند
هاي در نظر بگيريم، مقاومت ديواره لوله و همچنين كشش قسمت

گذارند و باعث تغيير شكل و اندازه و فشار بعدي سيال روي آن اثر مي
شوند. اين مطلب تحت عنوان كشش پيراموني آن قسمت از سيال مي

  شود.نمايش داده مي rبيان و با نماد  پسين

                                                             
1Reynolds Transport Theorem 
2Retarded circumferential strain 

0Qدر اين مقاله با توجه به روابط  :١تذكر vA  وP gH كه) ،

g از جريان حجمي  شتاب جاذبه (استQ  با واحد)
3m
s ( به جاي

(با  Pبه جاي فشار )  m( با واحد H و از خط ارتفاع vسرعت 

2واحد پاسكال يا 

kg

ms
توضيح است كه با  لازم بهستفاده شده است. ) ا

پارامترهاي موجود در اين دو رابطه (كه در قسمت نمادها  توجه به واحد
به ترتيب بر حسب متر مكعب بر  Hو  Qاند)، واحدهاي آورده شده

مقدار حجمي از سيال است  Q فيزيكيثانيه و متر خواهند بود. تعبير 
همچنين تعبير كند. كه در واحد زمان از نقطه ثابتي درون لوله عبور مي

اي با سطح مقطع يكسان با به اين صورت است كه اگر لوله Hفيزيكي 
سطح مقطع لوله حاوي سيال، به صورت عمودي به انتهاي لوله موجود 

نشان دهنده ميزان ارتفاعي  H) وصل شود، ارپرفش (لوله حاوي سيال
  رود.عمودي بالا مي كه سيال درون لولة است

هايي با با توجه به اينكه توزيع فشار سيال درون لوله در لوله :٢تذكر
اي در همه جاي لوله يكسان است، در عمل و كاربردها مقطع دايره

گيرند. به اي در نظر مياستوانه با سطح مقطع دايرهها را به صورت لوله
هاي با به بررسي جريان سيال درون لولهدر اين مقاله همين دليل 

از طرفي با توجه به معادلات  .يمپردازاي ميسطح مقطع دايره
اي حاكم بر سيالات در نظر گرفته شده (رابطه شماره ديفرانسيل پايه

ر نظر گرفته شده است. البته با توجه به ثابت د ))، سطح مقطع لوله١(
-اينكه در اين مقاله كران بالا براي فشار سيال درون لوله محاسبه مي

و چون در يك لوله با سطح مقطع متغير فشار در قسمت باريك  شود
ترين قسمت لوله را به توان سطح مقطع باريكآن بيشتر است، مي

ران بالا براي فشار سيال عنوان سطح مقطع ثابت در نظر گرفت و يك ك
  درون لوله به دست آورد.

   

  بيان و حل مسئله- ٣
در اين بخش ابتدا به بيان مسئله پرداخته و سپس با استفاده از 
تبديل لاپلاس به حل معادلات ديفرانسيل مربوطه خواهيم پرداخت. 

و  نظر بگيريددر منطبق بر محور حقيقي را  lاي به طول خط لوله
در  Q حجمي ) و جريانHمقدار نتيجه و در( Pفرض كنيد فشار 

xدو نقطه انتهايي لوله يعني در  0  وx l  ١معلوم باشند (شكل .(  
  

  
   lلوله به طول  -١شكل 

  
هاي عددي فقط ميزان فشار و جريان را در نقاط اغلب روش

هدف اين مقاله يافتن كران بالا براي كنند. هايي لوله محاسبه ميتان
با  و در هر زمان ميزان فشار سيال درون لوله در هر نقطه از لوله

ه ابطدو معادله اول ربا توجه به  .استفاده از معادلات ديفرانسيل است
لات ديك دستگاه معا ،، معادلات حاكم بر اين سيستم١و تذكر ) ١(

  جزئي به صورت زير است. ديفرانسيل



 

 
١٣١ 

 

 ديوح
 يروم

جتب
و م

 ي
بر

نج
ر

 

)٢(  

2

2

H a Q
= 0

t gA x
H 1 Q f = 0

| Q | Q = 0
x gA t 2gDA

 


 
 

 
 

  

مقادير زير به عنوان شرايط مرزي معلوم  ،كه با توجه به شرايط مسئله
  .شوندفرض مي

)٣(  0 0

l l

H(0,t ) H ( t ) ,Q(0,t ) Q ( t ) t R
H( l ,t ) H ( t ) ,Q( l ,t ) Q ( t ) t R




  
    

xبه ازاي  [ 0,l ] ار زير است.دهدف محاسبه مق   

)٤(  Max
t R

H ( x )= H( x,t )max
 

  

حل مسئله به اين صورت است كه لوله حاوي سيال به  رويكرد
0Hبا شرايط مرزي معلوم  lطول  ( t lHو  ( ( t tكه ( [0,T ] 

xبه ازاي هر  گيريم واست را در نظر مي [0,l ] بالا ابتدا يك كران 
)Hبراي x,t ر مجهول به صورت زير اددر نتيجه مق .كنيممحاسبه مي (
   د بود.خواه

)٥(  max t [0,T ]H ( x )= Max H( x,t ).  
)Hواضح است كه مقدار  x,t از بالا توسط رابطه زير تخمين زده (

  .شودكه به عنوان يك كران بالاي بهينه براي آن شناخته مي شودمي
)٦(  H( x,t ) < H ( x,t ) H ( x,t ),   

Hكه در آن مقادير مجهول  ( x,t )  وH ( x,t ) شار تدر حالت ان
اي موج در جهت مثبت و منفي بدون در نظر گرفتن پارامترهاي كاهنده

  .)٢شوند (شكل مانند اصطكاك هستند كه به صورت زير محاسبه مي

)٧(  0 l
x l x

H ( x,t )= H ( t ) , H ( x,t )= H ( t ).
c c

    
   

  

  
  خط ارتفاع انتشار موج در جهات مثبت و منفي -٢شكل 

  

0Hدر اين قسمت هدف محاسبه مقادير مجهول    وlH   در

با (شرايط مرزي) است.  lHو  0Hاز روي مقادير معلوم  دامنه- زمان
) يك كران بالا براي ٧) و (٦محاسبه اين مقادير، با استفاده از روابط (

-لاپلاسر در دانيم روابط زيميآيد. فشار سيال درون لوله به دست مي
رجوع  ]١٧[ (براي بررسي اين موضوع به مرجع هستندبرقرار  دامنه
  .كنيد)

)٨(  
( s )

0 0 0 0 l
( s )

l l l 0 l

H ( s )= H ( s ) H ( s )= H ( s ) e H ( s )
,

H ( s )= H ( s ) H ( s )= e H ( s ) H ( s )

    

    

  


 
  

)كه در آن تابع  s )  ) با حل اين  ) معرفي خواهد شد.١٥در رابطه
  آيند.به دست مي دامنه- دستگاه روابط زير در لاپلاس

)٩(  

( s )

0 0 l2 ( s ) 2 ( s )

( s )

l 0 l2 ( s ) 2 ( s )

1 e
H ( s )= H ( s ) H ( s )

1 e 1 e ,
e 1
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1 e 1 e
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  و يا به عبارت ديگر خواهيم داشت:

- بنابراين با استفاده از تبديل معكوس لاپلاس، روابط زير در زمان
  است). ١به معناي ضرب پيچشي "*"آيند (علامت به دست مي دامنه

)١١(  0 0 0 l l

l 0 0 l l

H ( t )= ( g * H )( t ) ( g * H )( t )
,

H ( t )= ( f * H )( t ) ( f * H )( t )





 


 
  

و بايد  به صورت زير هستند lf و 0g ،lg، 0fتوابع  در آن كه
  .محاسبه شوند

)١٢(  

1
0 l 2 ( s )

( s )
1

l 0 2 ( s )

1
g ( t )= f ( t )= L { }( t )

1 e
e

g ( t )= f ( t )= L { }( t ).
1 e


 




 





  

پردازيم. توابع فوق ميلاپلاس تبديل معكوس  ادامه به محاسبهدر 
  كنيم.براي اين منظور از روابط زير استفاده مي

)١٣(  

( s )
( s )

2 ( s )

( s )

2 ( s )

1 1 e 1
= . = e csch ( s )

2 sinh( ( s )) 21 e
e 1 1 1

= . = csch ( s ).
2 sinh( ( s )) 21 e




 



 







  

همچنين از بسط تيلور زير براي محاسبه تبديل معكوس توابع فوق 
  كنيم.استفاده مي

)١٤(  
n

2 2
n=1

1 1 2( 1)
csch( )= = .

sinh( ) ( n )


 

 
      

  ].١٧به صورت زير خواهد بود [ در حالت اصطكاك خطي تابع 

)١٥(  0
l

( s )= s( s r ).
c

   

است كه در  ٢يا ثابت مقاومتي ايستا تابع واكنش ضربه 0rكه در آن 
و به  شوديك مقدار ثابت غيرمنفي فرض ميحالت اصطكاك خطي 

است كه  جنس لوله حاوي سيال بستگي دارد و بيانگر ميزان مقاومتي
  .دهدسيال از خود نشان مي لوله در مقابل شروع جريان

هاي مختلف را در چند بخش بعدي تبديل معكوس قسمت ادامهدر 
  خواهيم ديد.

  

1تبديل معكوس لاپلاس  -٢- ٣

2 sinh( ( s ))
  

در حالت اصطكاك خطي بسط تابع ) ١٥با توجه به رابطه (

                                                             
1Convolution 
2Steady-state resistive coefficient 

)١٠(  

( s )
0 0

l

l 0

( s )
l

1
H ( s )= [ e csch ( s )] H ( s )

2
1

[ csch ( s )] H ( s )
2 ,

1
H ( s )= [ csch ( s )] H ( s )

2
1

[ e csch ( s )] H ( s )
2

 





 

  


  



 
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csch( ( s )) .به صورت زير خواهد بود  

)١٦(  
n

0

2 2
n=10 0

Part( I )= F ( s ) Part( II )= F ( s )1 2

1
csch( ( s ))=

sinh( ( s ))
l

2( 1) s( s r )1 c= .
l l

s( s r ) ( ) s( s r ) ( n )
c c






 


   


 

  

 ابتدا تبديل لاپلاس معكوس جمله اول و سپس تبديل لاپلاس
كنيم و در نهايت با جمع آنها تبديل ساير جملات را حساب مي معكوس

  آيد.معكوس كل به دست مي
  
  

)1Partالف: تبديل معكوس لاپلاس  I )= F ( s )  
تبديل لاپلاس معكوس قسمت اول از رابطه زير  نبراي يافت

  كنيم.استفاده مي

)١٧(  
( a b )t

1 2
0

1 a b
L { }( t )= e I ( t ),

2s a s b

 
 

 
  

است. با  پيراسته نوع اول از مرتبه صفرتابع بسل  0Iكه در آن  
تبديل لاپلاس معكوس قسمت اول به صورت زير استفاده از اين رابطه 

  آيد.مي  به دست

)١٨(  
r t0

1 02
1 0

r tc
L {F ( s )}( t )= e I ( ).

l 2


   

  
)2Partب: تبديل معكوس لاپلاس  II )= F ( s )  

كنيم استفاده ميدر آناليز مختلط ها در اين قسمت از قضيه مانده
  كه به صورت زير است.

)١٩(  
1 zt

z

L {F( s )}( t )= Res[ F( s ),s = z] e


  

دانيم اگر است. از طرفي مي Fهاي تابع مجموعه قطب كه در آن 

0z  يك قطب ساده تابع كسري باشد، رابطه زير براي محاسبه مانده
  تابع در آن قطب، برقرار است.

)٢٠(  0
0

0

p( z )p( z )
Res[ ,z = z ] = .

q( z ) q ( z )
  

2Fهاي تابع قطب ( s   .شوندمحاسبه ميبه صورت زير  (

)٢١(  
2 2

0

2 20 0
n

l
( ) s( s r ) ( n ) = 0

c
r rn c

s = i ( ) ( ) .
2 l 2

   

 
 

  

  بنابراين با فرض 

)٢٢(  2 20
n

rn c
= ( ) ( )

l 2


   

2Fهاي تابع قطب ( s   .هستندبه صورت زير  (

)٢٣(  0
n n

r
s = i .

2


   

  ) خواهيم داشت:٢٠) و (١٩با استفاده از روابط (

)٢٤(  

1
2

n
0 s tn

n
2 2

n=1 0

n
0

st
s= sn2

n=1 0

L {F ( s )}( t )
l

2( 1) s( s r )
c= Res[ ,s = s ] e

l
( ) s( s r ) ( n )

c
l

2( 1) s( s r )
c= e |

l
( ) (2s r )

c







 

  

 







  

قسمت موهومي مثبت را در نظر بگيريم،  باهايي فقط قطباگر 
  خواهيم داشت:

)٢٥(  

1
2

n 0 0 r0n n ( i )tn2

n=1 n

n r0( i )tn2

n=1 n

r02 n ( i )tn2
2

nn=1

L {F ( s )}( t )
r r

2( 1) ( i )( i )
2 2= e
l

( )(2i )
c

n c
( 1) ( )

l= e
l

( )
c

c ( 1) n
= e

l



  

  

  


    








 








  

) ١٨)، (١٦)، (١٣)، (١٢(بنابراين در اين حالت با استفاده از روابط 
  ) داريم:٢٥و (

)٢٦(  

( s )
1

l 0 2 ( s )

r r t0 02 n ( i )tn 02 2
02

nn=1

e
g ( t )= f ( t )= L { }( t )

1 e

r tc ( 1) n c
= e e I ( )

2l 22l




 
   


 




  

ها با قسمت موهومي منفي را نيز در نظر بگيريم، با حال اگر قطب

ixتوجه به رابطه  ixe e = 2cos( x)توان نتيجه گرفت:، مي   

)٢٧(  
l 0

r t02 n
0 2

n 02
nn=1

g ( t )= f ( t )

r tc ( 1) n c
= [ cos( t ) I ( )] e .

2l 2l


 

 
  

   

تبديل معكوس لاپلاس -١-٣
( s )e

2 sinh( ( s ))




  

تابعمشابه قسمت قبل در حالت اصطكاك خطي با توجه به بسط 
csch( ( s )) .رابطه زير برقرار خواهد بود  

)٢٨(  

( s )
( s )

l ns( s r ) l0c 0 s( s r )0c
2 2

n=10 0

Part( I )= G ( s ) Part( II )= G ( s )1 2

e
e csch( ( s ))=

sinh( ( s ))
l

2( 1) s( s r )e c= e
l l

s( s r ) ( ) s( s r ) ( n )
c c




  




 


   

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)1Partالف: تبديل معكوس لاپلاس  I )= G ( s )  

1Gمعكوس لاپلاس براي يافتن تبديل ( s ابتدا لم زير را ثابت ، (
  كنيم.مي
  اعداد مثبت باشند. در اين صورت: 0rو  aفرض كنيد : ١لم



 

 
١٣٣ 

 

 ديوح
 يروم

جتب
و م

 ي
بر

نج
ر

 

)٢٩(  

a s( s r ) a s( s r )0 0c i
1 st

c i0 0

r t / 20
0 0 0 0

2k 0 2k 0

k=1
r t / 22 2 0

0 0

e 1 e
L { }= e ds

i2s( s r ) s( s r )
1 1

= e u( t a )[ J ( ar )I ( r t )
2 2

1 1
2 J ( ar )I ( r t )]

2 2

1
= u( t a )I ( r t a )e

2

    


 







 





 




  

-است كه به صورت زير تعريف مي ١اي هويسايدتابع پله uكه در آن 

  شود.

)٣٠(  1 x > 0
u( x)=

0 x < 0





  

sدر  ٢ايدو نقطه شاخه اثبات: 0  0وs r   وجود دارد. انتگرال
  گيريم.مختلط زير را در نظر مي

)٣١(  
-a s(s+r )0

st

0C

e
e ds

s(s+r )  

0 منحني كه در آن iC C C   رسم شده است. ٣در شكل  
  

  
0منحني  -٣شكل  iC C C   

 
از  iCاي تكين را به وسيله كم كردن منحني دروني نقاط شاخه

0با قرار دادن 0Cمنحني بيروني  iC C C  كنيم. حذف مي
شامل انتگرال روي مسير قائم (كه در نهايت  Cمنحني  رويانتگرال 

همان تبديل معكوس لاپلاس مطلوب است) و انتگرال حول كمان 
بيروني است. ابتدا نشان خواهيم داد كه انتگرال دومي با افزايش شعاع 

aكمان در حالتيكه  < t كند. با قرار دادن ، به صفر ميل ميباشد
is = Re  براي ،R بزرگ، انتگرال روي كمان ذكر  كافي به اندازه

  شود.شده به صورت زير تبديل مي

)٣٢(  
3 / 2

R( t a )cos

/ 2
e d


 


  

cosتوجه كنيد در ناحيه انتگرالگيري رابطه  < 0  برقرار است. در
aنتيجه فقط در حالت  < t  .مقدار انتگرال به صفر ميل خواهد كرد

ماند كه شامل انتگرال بالا و باقي مي iCبنابراين فقط انتگرال روي 
هاي اي و انتگرال روي كمانهاي شاخهپايين محور حقيقي ميان نقطه

-دايرههاي نيماي است. انتگرال روي كماناي حول نقاط شاخهدايرهنيم

دايره، به صفر اي با به صفر ميل كردن شعاع نيماي حول نقاط شاخه

                                                             
1Heaviside step function 
2Branch point 

قطبي  C خواهند كرد. بنابراين با توجه به اينكه درون ناحيهميل 
  رابطه زير برقرار خواهد بود. ٣وجود ندارد، با استفاده از قضيه كوشي

)٣٣(  

a s( s r ) ia x( r x )0 0c i r0st xt

c i 00 0

is= e x
ia x( r x )0r0 xt

0 0

is= e x

e e
e ds i e dx

s( s r ) x( r x )

e
i e dx= 0

x( r x )

   


 

 

 





 




 


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انتگرال دوم و سوم به ترتيب انتگرال روي خط پايين و بالاي محور 
اي را قطع . توجه كنيد چون خط واصل بين نقاط شاخههستندحقيقي 

، انتقال فاز از كنيمنمي   به  پيوسته است. با انجام محاسبات

ixجبري و همچنين با استفاده از رابطه    ixe e = 2cos( x ) 
  تبديل معكوس لاپلاس از محاسبه انتگرال زير به دست خواهد آمد.

)٣٤(  

a s( s r ) a s( s r )0 0c i
1 st

c i0 0
r0 0 xt

0 0

I

e 1 e
L { }= e ds

i2s( s r ) s( s r )

cos[ a x( r x ) ]1
= e dx

x( r x )

    


 



 


 



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  متغير تعويضسپس  با استفاده از 

)٣٥(  2
0z = r sin

2

  

  شود.به صورت زير تبديل مي )٣٤سمت راست رابطه ( انتگرال

)٣٦(  r t / 2 ( r t / 2)cos0 0
0

0

1 1
I = e cos( ar sin )e d

2


  

   

  كنيم.براي ارزيابي نهايي از دو رابطه زير استفاده مي

)٣٧(  
0 2k

k=1

zcos
n

0

cos( b sin )= J ( b ) 2 J ( b )cos 2k

cos n e d = I ( z )






  

  




  

امين تابع nI ،nامين تابع بسل از نوع اول و nJ ،nكه در آن 
tاز نوع اول است. بنابراين در حالت   پيراستهبسل  a اي به نتيجه

aايم. براي حالت دست آورده t صفحه ناحيه انتگرال را به جاي نيم
كه در اين كنيم. از اين واقعيت صفحه راست انتخاب ميچپ، در نيم

و از اينكه انتگرال چنين اي وجود ندارد، ناحيه هيچ قطب يا نقطه شاخه
شود كه تابع مختلطي در يك مسير بسته برابر صفر است، نتيجه مي

aتبديل معكوس لاپلاس به ازاي  t  برابر صفر است. بنابراين نتيجه
  به صورت زير خواهد بود.

)٣٨(  

a s( s r )0c i
r t / 2st 0

c i 0

0 0 0 0 2k 0 2k 0

k=1

1 e
e ds = e u( t a )

i2 s( s r )

1 1 1 1
J ( ar )I ( r t ) 2 J ( ar )I ( r t )

2 2 2 2

  


 


 
 

 
 
  




  

براي  .بيان كرد تريتوان به صورت سادهنتيجه به دست آمده را مي
  ) از انتگرال زير به دست آمده است. ٣٨رابطه ( اين كار توجه كنيد كه

)٣٩(  r t / 2 ( r t / 2)cos0 0
0

0

1 1
e cos( ar sin )e d

2


  

   

                                                             
3Cauchy Theorem 
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  توان به يك فرم بسته به صورت بالا را مي كنيم كه مجموعادعا مي

)٤٠(  2 2S( t a )  
  رابطه زير را در نظر بگيريد.تبديل كرد. 

)٤١(    pcos iq sin pcos

0 0
cos q sin e d = e e d

 
   

    
    

فوق  مختلط نشان دهنده قسمت حقيقي عبارت كه در آن علامت 
  حال با فرضاست. 

)٤٢(  
2 2

2 2

p = p q cosh

q = p q sinh

 

 
  

=كه در آن  arctanh( q / p ) به فرم زير  )٤١( است، انتگرال
  شود.تبديل مي

)٤٣(  
2 2p q cos( i )

0
e d

    
  
   

است. براي درك اين موضوع، نسبت به  اين انتگرال مستقل از 
  و توجه كنيد كه فقط قسمت حقيقي انتگرال  گيريمميانتگرال

  شود.مورد نياز است. پس انتگرال مطلوب به صورت زير خلاصه مي

)٤٤(     p cos 2 2
0

0
cos q sin e d = I p q


     

جواب ) ٤٤) و (٤١)، (٣٧)، (٣٤هاي (با توجه به رابطهدر نتيجه 
  مسئله به صورت زير خواهد بود.

)٤٥(  

a s( s r )0
1

0

r t / 22 2 0
0 0

e
f ( t )= L { }

s( s r )
1

= u( t a )I ( r t a )e
2

 






 

  

  رسد.به پايان ميلم به اين ترتيب اثبات 
  ) خواهيم داشت:٤٥در رابطه ( aبه جاي aبا جايگذاري : ٣تذكر

)٤٦(  

a s( s r ) a s( s r )0 0c i
1 st

c i0 0

r t / 20
0 0 0 0

2k 0 2k 0

k=1
r t / 22 2 0

0 0

e 1 e
L { }= e ds

i2s( s r ) s( s r )
1 1

= e u( t a )[ J ( ar )I ( r t )
2 2

1 1
2 J ( ar )I ( r t )]

2 2

1
= u( t a )I ( r t a )e

2

  


 







 





 




  

 ٣ تذكرو  ١ لم با استفاده از) و ٢٨با توجه به رابطه (در نهايت 
  :توان نوشتمي

)٤٧(  

r t / 21 2 2 0
1 0 0

0 0 0 0

r t / 20
2k 0 2k 0

k= 1

c l 1 l
L {G ( s )}= u( t )I ( r t ( ) )e

l c 2 c
c l l 1

= u( t )[ J ( r )I ( r t )
l c 2c 2

l 1
2 J ( r )I ( r t )] e

2c 2






 



 

  

 
  

)2Partب: تبديل معكوس لاپلاس  II )= G ( s )  
 . با فرض كنيماستفاده ميها از قضيه ماندهنيز در اين قسمت 

2 20
n

rn c
= ( ) ( ) .

l 2


   هاي قطب ١- ٣مشابه قسمت (ب) بخش

2Gتابع  ( s   شوند.به صورت زير محاسبه مي (

)٤٨(  0
n n

r
s = i .

2


   

  ) خواهيم داشت:٢٠) و (١٩با استفاده از روابط (

)٤٩(  

1
2

n l
0 s( s r )0 s tc n

n
2 2

n=1 0

n l
0 s( s r )0 stc

s= sn2
n=1 0

L {G ( s )}( t )
l

2( 1) s( s r )
cRes[ e ,s = s ]e

l
( ) s( s r ) ( n )

c
l

2( 1) s( s r )
c= e e |

l
( ) (2s r )

c



 

 



 

  

 







  

قسمت موهومي مثبت را در نظر بگيريم،  باهايي اگر فقط قطب
  خواهيم داشت:

)٥٠(  

1
2

n 0 0
n n

n= 1 n

r rl r0 0 0( i )( i ) ( i )tn n nc 2 2 2

n r0( i )tnin 2

n= 1 n

r02 ( i )tn2
2

nn= 1

L {G ( s )}( t )
r r

2( 1) ( i )( i )
2 2=
l

( )(2i )
c

e e
n c

( 1) ( )
l= e e

l
( )

c

c n
= e

l





      

  

  


    

















  

) ٤٧)، (٢٨)، (١٣)، (١٢بنابراين در اين حالت با استفاده از روابط (
  ) داريم:٥٠و (

)٥١(  

1
0 l 2 ( s )

r02 ( i )tn2
2

nn= 1
r t0

2 202
0

1
g ( t )= f ( t )= L { }( t )

1 e

c n
= e

2l

rc l l
u( t )e I ( t ( ) ).

2l c 2 c


 

  








  

  

ها با قسمت موهومي منفي را نيز در نظر بگيريم، با حال اگر قطب

ixتوجه به رابطه  ixe e = 2cos( x)توان نتيجه گرفت:، مي  

)٥٢(  

0 l
2

n2
nn= 1

r t0
2 20 2

0

g ( t )= f ( t )

c n c l
[ cos( t ) u( t )

2l cl

r l
I ( t ( ) )] e .

2 c






   



 

  

  
ايم. هاي مورد نياز را يافتهتاكنون تبديل لاپلاس معكوس قسمت

) و با معلوم بودن شرايط مرزي ٥٢) و (٢٧با توجه به روابط (حال 

0H ( t lHو  ( ( t 0H) مقادير ١١از رابطه ( ،( ( t )  وlH ( t )  به
قادير ) م٧آيند. سپس با جايگذاري اين مقادير در رابطه (دست مي

H ( x,t )  وH ( x,t ) شوند و با جايگذاري اين مقادير محاسبه مي
)H) يك كران بالا براي ٦در رابطه ( x,t و در نتيجه با توجه به   (

Pرابطة  gH  در هر فشار سيال درون لوله ، يك كران بالا براي
  آيد.نقطه از لوله و در هر زمان به دست مي
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  گيري نتيجه- ٤

در اين مقاله جريان پرفشار يك بعدي سيال درون يك لوله به 
كه مبناي توصيف  مورد بررسي قرار گرفت با شرايط مرزي lطول 

بالاتر هاي به هم متصل و با ابعاد هايي پيچيده از لولهديناميك شبكه
در مورد جريان سيال درون لوله  اي كوتاهمقدمه ١باشد. در بخش مي

كه ي حاكم بر جريان يك بعدي امعادلات پايه ٢در بخش  .ارائه شد
معادلات جرم، حركت و انرژي براي اين سيستم، از روي قضيه  شامل

انتقال رينولد و با استفاده از قانون بقاي جرم و قانون دوم حركت نيوتن 
و همچنين قانون اول ترموديناميك، با در نظر گرفتن مفروضات معمول 

 سوم به طرح مسئلهدر نهايت در بخش  سازي، بيان شدند.براي خطي
به روش تحليلي و حل آن تعيين كران بالا براي فشار سيال درون لوله 

   يم.پرداخت
روش به كار رفته در اين مقاله مبتني بر انتقال سيستم ديناميكي 

دامنه با استفاده از تبديلات لاپلاس و - حاكم بر خط جريان به فركانس
دامنه - دامنه و سپس بازگرداندن جواب به زمان- حل آن در لاپلاس

روش تركيبي از مفاهيم مكانيك سيالات، معادالت است.  اين 
نتايج  جزئي، تبديل لاپلاس و توابع مختلط است.ديفرانسيل با مشتقات 

هاي حامل سيالات تواند به انتخاب جنس و مقاومت لولهاين مقاله مي
هاي حاوي سيال پرفشار و جلوگيري از بروز حوادثي مانند انفجار لوله

  پرفشار كمك شاياني نمايد.
 هاي قبلي فقط قادر به محاسبه فشار در ابتدا و انتهاي  لولهروش

ته در اين مقاله به صورت تقريبي بودند، در صورتي كه روش به كار رف
كران بالاي بهينه براي فشار سيال درون لوله در هر  قادر به محاسبه

اين مقاله مبتني  پيشنهاديباشد. روش زمان و در هر نقطه از لوله مي
با  دامنه- بر انتقال سيستم ديناميكي حاكم بر خط جريان به فركانس

و سپس  دامنه- اده از تبديلات لاپلاس و حل آن در لاپلاساستف
  است.  دامنه- بازگرداندن جواب به زمان

  

  سپاسگزاري- ٥
از دانشگاه شهيد مدني آذربايجان به دليل حمايت از نويسندگان 

  كنند. قدرداني مي اين پژوهش
   

  نمادها - ١

0 ,A A   مساحت مقطع برش عرضي(m2)   

0c سرعت موج الاستيك جريان خطي  

r پسين پيراموني كشش  

 تنش برشي ديواره لوله  

0r ثابت مقاومتي ايستا  

0 ,  ) 3چگالي جريان

kg

m
(  

0D  قطر لوله )m(  

0I  پيراسته نوع اول مرتبه صفرتابع بسل  

nI  پيراسته نوع اول مرتبه تابع بسلn  

0J تابع بسل نوع اول مرتبه صفر  

nJ نوع اول مرتبه  تابع بسلn  

P )  2فشار سيال داخل لوله

kg

ms
(  

u تابع هويسايد  
l )  طول لولهm(  

L  تبديل لاپلاس  

g 2( شتاب جاذبه
m
s

(  
1L تبديل معكوس لاپلاس  

Q  حجمي سيال داخل لوله (جريان
3m
s(  

H ) خط ارتفاعm(  
 قسمت حقيقي يك عبارت مختلط  

v  ) سرعت حركت سيالm
s( 
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