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   بالا مرتبه تئوري با هدفمند تابعي مواد هاي رويه با ساندويچي ناقص مخروط سازه كمانش تحليل

  

   ، ايرانمايلاايلام، واحد  يدانشگاه آزاد اسلام گروه مهندسي مكانيك، مربي،   *جمال صيدي

 
  چكيده

 شده استفاده هدفمند مواد جنس از نازك هاي رويه و  نرم هسته با اندويچي،س ناقص مخروطي سازه كمانش براي بالا مرتبه يافته بهبود تئوري از تحقيق اين در
 استفاده يافته بهبود بالاي مرتبه تئوري يك از بالا، مرتبه تئوريهاي و برشي تنش هاي تئوري مثل دارد، وجود آناليز براي كه هايي حل طبق مساله اين در. است
 سوم، مرتبه جابجايي معادلات از هسته براي و اول مرتبه برشي تنش تئوري از ها رويه براي ايي، صفحه وندر عرضي تنشهاي اهميت جهت به لذا.  است شده

 ون روابط از كرنش روابط و معادلات  اين بنابر. است شده استفاده مواد اين از آنها خواص تغييرات پيوستگي و تابعي مواد اهميت به توجه با. است شده استفاده
 تحت و ساده گاه تكيه فرض با ناقص مخروط تحليلي حل. شوند مي محاسبه انرژي مينيمم اصل از تعادل معادلات بعد و آيند مي بدست خطي غير كارمن
 داشتن ضمن ،مقايسه ديگر محققين نتايج با تحقيق اين نتايج. شود مي انجام گلركين، حل روش از بااستفاده مخروط، يال راستاي در محوري فشاري نيروي
  .است شده مشاهده ديگران نتايج با خوبي بسيار همخواني نتايج، بالاي دقت
  .كمانش هدفمند، نانو مواد ساندويچي، ناقص مخروط :كليدي هاي واژه

  
Buckling analysis of Truncated conical Sandwich Shells with FGM Face sheets 

using Improved Higher-order Theory  
  

Department of Mechanical Engineering, Ilam Branch, Islamic Azad University, Ilam, Iran J.Seidi 
 
Abstract  
In this study, an improved high-order theory is presented for buckling analysis of sandwich conical shell with thin FGM face sheets 
and homogenous soft core. First shear deformation theory (FSDT) used for the face sheets and cubic functions are assumed for the 
transverse and in-plane displacements of the core. The nonlinear Von-Karman type relations are used to obtain the strain 
components. The equilibrium equations are derived via principle of minimum potential energy. Analytical solution for static analysis 
of simply supported sandwich conical shells under axial in-plane compressive loads is performed by using Galerkin’s solution. The 
comparisons show that the present results are in the good and better agreement with the results in the literature results. 
Keywords: Truncated conical sandwich shell, buckling analysis, Nano- FGM.  
 

 

  مقدمه- ١
به  يكيمكان يكه به طور معمول در سازه ها يياز ساختارها يكي    

ساندويچي  يكاربرد فراوان دارد سازه ها ييهوا يعخصوص در صنا
ساختار چند ماده اي است  يمعمولا دارا يساندويچ يهستند. سازه ها
صفحه بوده كه يك هسته مركزي را احاطه كرده  يا يهكه شامل دو لا

ساندويچ در آمده است. اين مواد به  واسطه  تحاً به صوراند و اصطلا
سفتي و مقاومت ويژه بالا، عايق بودن نسبي در برابر حرارت و صدا، 

 طور به و انديافته ايقابليت ساخت و پايداري مناسب، مقبوليت ويژه
 مي گرفته كار به...  و سازي خودرو دريايي، فضا، هوا صنايع، در وسيعي

 يا يهلا يمعمول جزو سازه ها يچيساندو هايسازه  يكل شوند. به طور
مشكل  يك يخود دارا يهچندلا هايشوند. استفاده از سازه يمحسوب م

در اثر  هايهلا ينب يياحتمال جدا ينكهباشد و آن ايم ياساس ياربس
به خصوص در هنگام ضربه وجود دارد، لذا امروزه در  ياعمال يبارگذار

 ينكه ا شوديبهره گرفته م دفمندمواد ه يدهاز ا يشرفته،پ يعصنا
مواد هدفمند  به علت داشتن نسبت استحكام به  .كنديمشكل را رفع م

و مقاومت در برابر شكست راه  يكيالكتر ي،حرارت يكي،وزن، خواص مكان
 بيشترين مواد از دسته اين و اندخود را در صنايع هوايي نيز باز كرده

- صرفه. گرفت خواهند عهده بر را هوايي ايهسازه وزن كاهش در تأثير

-مي ايفا هواپيمايي اقتصاد صنايع درمهمي را  نقش سوخت در جويي

تري نيز يافته بيش اهميت موضوع اين سوخت قيمت افزايش با كه كند
حال مستحكم تر  يناست و نهايتا موجب پذيرش مواد سبك تر و در ع

د هدفمند ممكن با سرعت بيشتري خواهد گشت. اگرچه ساخت موا
داشت و  هندگران باشد اما برگشت سرمايه سريعي خوا ياست تا حد

اين مواد بزودي علاوه بر بدنه راه خود را در قسمتهاي ديگر مانند 
 توان مي را هدفمند مواد ترينتجهيزات داخلي نيز خواهند گشود. آشنا

 با ارناسازگ وظايف جنس دو اين كه برد نام فلز و سراميك از اي نمونه
معرض  در زدن زنگ و خوردگي حرارت، مقابل در مقاومت مثل يكديگر

محيط هاي با درجه حرارت  بالا و همچنين خواص مكانيكي بالا مانند 
رمگي و قابليت  ماشين كاري را به  صورت يكجا دارد. در سال قچ

مواد با  يچيخمش صفحات ساندو يل] به منظور تحل١، زنكور[٢٠٠٥
استفاده كرد.  يحل دو بعد يكگاه ساده از  يهبا تكو  مركب هدفمند

بوده و فرض  مواد مركب هدفمند از جنس يچيساندو حهصف يها يهرو
 يعها مطابق با توز يهپواسون رو يبو ضر يسيتهشده كه مدول الاست

] ٢سال، زنكور [ ينكند. سپس در هم يم ييردر ضخامت آن تغ يتوان
تحت  مواد مركب هدفمندبا  يچيكمانش و ارتعاشات آزاد صفحه ساندو

صفحه مورد  يشكل برش ييرتغ ياز تئور ادهگاه ساده را با استف يهتك
در محاسبات لحاظ شده، و بار  يدوران ينرسيقرار داد. اثرات ا يبررس

ارتعاشات بدست آمده است. در  يعيو فركانس طب يكمانش بحران
بار كمانش  ياثر ضخامت هسته و ضخامت كل صفحه بر رو يز،ن يتنها
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] در سال ٣[ يدقدوآ .تزده شده اس ينتخم يژهو يو فركانس ها يبحران
صفحه  يككلاس يكمانش صفحات هدفمند توسط تئور يط،شرا٢٠٠٨

نسبت به  يآنكه صفحات هدفمند به طور كل يلكردند. به دل يرا بررس
 ينا  ههموار ينباشند، بنابرا يشكل نامتقارن م يكدر  يانيصفحه م

نامتقارن  ينيتيلم يتمانند صفحات كامپوز يدل از كمانش باصفحات قب
به مطالعه ارتعاش  ٢٠٠٧] در سال ٤حدادپور[ در نظرگرفته شود.

اثرات دما پرداخته است. احمدي و  يبه همراه بررس ايپوسته استوانه
مسأله ضربه سرعت پايين توسط يك ضربه  ٢٠٠٩]در سال ٥صديقي [

را انجام  FGM اييك پوسته استوانهزننده صلب نيم كروي بر روي 
دادند. آنها با استفاده از يك مدل المان محدود، ماتريس جرم، سفتي و 

در سال  ]٦[نجاتي و همكاران ميرايي سازه را استخراج كردند.
پوسته مخروطي از مواد هدفمند كه توسط نانو لوله هاي كربن ٢٠١٧

آزاد، بررسي شده تقويت شده است، تحت بار استاتيكي و ارتعاشات 
است. در اين تحقيق اثر كسر حجمي و هندسه لوله هاي كربني روي 
خواص مكانيكي پوسته مخروطي بررسي شده است.ضمنا اثر ضخامت و 
زاويه راس روي خواص مكانيكي مخروط توسط تئوري تغيير شكل 

تغيير شكل برشي پوسته ساندويچي  برشي مرتبه سه بررسي شده است.
] در سال ٧ند، تحت اثر نيروهاي محوري، توسط سافيو[از مواد هدفم

مورد مطالعه قرار گرفته است. در اين تحقيق، از تئوري تغيير  ٢٠١٧
شكل برشي مرتبه اول براي پايداري مساله استفاده شده است و با 
استفاده از روش گلركين مقدار بار بحراني محوري براي پايداري سازه  و 

انصاري و  مند روي آن بررسي شده است.اثر لايه هاي مواد هدف
، ارتعاشات و كمانش پوسته هاي مخروطي ٢٠١٦] در سال ٨[ همكاران

ازمواد هدفمند كه بوسيله لوله هاي كربني تقويت شده اند، به صورت 
عددي مورد تحليل قرار داده اند. در اين تحقيق با استفاده از اصل 

دلات حاكم بر مساله را هميلتون و تئوري تنش برشي مرتبه اول معا
بدست آورده اند و اثر كسر حجمي و انواع توزيع مواد هدفمند روي 

  ارتعاشات و كمانش مخروط تحت بار محوري بررسي شده است.
هاي مخروطـي نـاقص، مـثلا دماغـه     بنابراين با توجه به كاربرد سازه    

رار ها و. . .كه تحت نيروهاي فشاري خـارجي ق ـ هواپيما، راكت و موشك
اسـت.  گيرند، تحقيقات و مقالات كمي در ايـن زمينـه انجـام گرفتـه    مي

هـاي هدفمنـد و   هـاي مخروطـي سـاندويچي بـا رويـه     خصوصا در سازه
  باشند.تر نزديك مياستفاده از معادلات مرتبه بالا كه به حل دقيق

در اين تحقيق رفتار كمانشي مخروط ساندويچي ناقص با رويه هاي      
گيرد. در ايـن  د، تحت نيروي محوري، مورد بررسي قرار ميمواد هدفمن

تحقيق، از يك روش جديد تيوري اصلاح شده مرتبه بالا اسـتفاده شـده   
هـاي  هـا  و تـنش  است. همچنين انعطافپذيري عرضي هسـته و كـرنش  

هـاي  عمودي سطح مقطع در جهت عرضي براي هسته، كـه در تئـوري  
انـد. در نهايـت   ت لحـاظ شـده  انـد، در ايـن معـادلا   ديگر صرفنظر شـده 

معادلات شرايط مرزي با استفاده از اصل مينيمم انرژي استخراج شده و 
با استفاده از حل روش گلركين مساله مخروط ناقص تحت بار استاتيكي 

  است.محوري تحليل شده
  

  خواص مواد و هندسه مساله-٢
 ٢و١شكل، مطابق پانل ساندويچي مورد مطالعه در اين تحقيق     

مواد هدفمند كه از دو ماده مخروط ناقص متشكل از دو رويه از جنس 

فلزي يا و هسته مياني از جنس مواد (ce)و سراميك (m)ساختاري فلز
فرمول بندي در مختصات منحني  در نظر گرفته مي شود. فوم فلزي

در جهت θ راستاي مولد و محور sكه درآن محور (s,θ,z)الخط 
عمود بر صفحه گذرنده از z ط و محورمحيطي روي سطح مرجع مخرو

 دو محور ديگر و به سمت داخل مخروط مي باشد، انجام مي شود.
 Lزاويه رأس مخروط و  βشعاع بزرگ و R2شعاع كوچك و  R1همچنين

 ،ضخامت هسته ميانيبه ترتيب  Hو hiو  hoو  hcمي باشد.  طول مولد
أس مخروط تا فاصله رs2و  s1 و كل مخروط، داخليرويه  خارجي، رويه

، ١شكل در و كوچكترين و بزرگترين مقطع مخروط ناقص مي باشد
w,v,u  جابجايي يك نقطه در صفحه مياني در هر لايه هنگام بارگذاري

جابجايي  wدر جهت محيطي و  vجابجايي در جهت مولد    uاست كه 
شرايط مرزي براي اين   قائم به سمت داخل مخروط تعريف مي شود.

در نظر گرفته ساده  چي به شكل مخروط ناقص تكيه گاهپانل ساندوي
آناليز در محدوده الاستيك با شرايط مرزي به صورت تكيه گاه  مي شود.

هسته با رويه ها  كاملاً به هم  وجه مشترك مي پذيرد.ساده صورت 
اين چسبيده و توابع كرنش در سطوح اتصال لايه ها پيوسته مي باشند. 

 قرار مي گيرد و ر محوري فشاري يكنواختباتحت  ،پانل ساندويچي
) تغييرات شعاع ١شود. در رابطه(مي محاسبه، كمانش مقدار بار بحراني

 دهد:را نشان مي 𝑅ଶتا  𝑅ଵمخروط از 
)١(                        𝑅(𝑠) = 𝑅ଵ + 𝑆. sin (𝛽)  

ضريب پواسون،  مانندخواص مواد هدفمند، ر نحوه تغيي)، ٢رابطه (    
 كسر حجمي تغيير چگالي، مدول يانگ و ضريب انتقال حرارت  با

- آنها را نشان مي (نسبت حجم يكي از مواد به حجم كل ماده مركب) 

 دهد:
     )٢                    (                  𝐶ிீெ = 𝐶௖௘𝑉௖௘ + 𝐶௠𝑉௠ 

    باشد. ميكسر حجمي فلز   𝑉௠و  كسر حجمي سراميك  𝑉௖௘ که 

 
  مساله مخروط ناقص ساندويچي  -١شكل 

  
  مخروط ناقص ساندويچي  هايضخامت -٢شكل

  

  فرمولهاي رياضي-٣
  روابط سينماتيكي -١-٣

هـاي مخـروط سـاندويچي نـاقص از     در اين تحقيق براي آناليز رويه     
  ري تنش برشي مرتبه اول استفاده شده است:تيو

    ,,),,(
0

szsuzsu j

sjjjj


 

   )٣          (
    ),(,,,),,(

0
iojszsvzsv j

jjjj
    

  ,),,(
0
swzsw

jjj
  

 به ترتيب مخفف رويه داخلي و خارجي مي باشند و  oو iانديسهاي 
𝑢଴ ،𝑣଴  و𝑤଴  جابجايي صفحه مياني در راستايS, 𝜃 وz وj
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 𝜃و 𝑠بترتيب زاويه چرخش راستاي عمود بر صفحه مياني در راستاي
-تر ميتر و ضخيمها نرمبه دليل اينكه هسته نسبت به رويه باشند.مي

اي و عمود بر هاي ميدان جابجايي درون صفحهبنابراين مولفه، باشد
  شود:صفحه، از درجه سوم انتخاب مي
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ــه در آن      ــه 𝑣௞و 𝑢௞ك ــته   مولف ــفحه هس ــايي درون ص ــاي جابج ه
- مولفه جابجايي عمود بر صفحه مياني هسته مي 𝑤௞(k=0, 1, 2, 3)و

مجهـول بـراي   ده  همـراه بـا  باشند. در اين مدل بيست و هشت معادله 
- ها و دوازده مجهول براي هسته و شش ضريب لاگرانژ بدست مـي رويه

  آيد.
 
  شرايط سازگاري- ٤

ها كاملا احاطـه  در اين تئوري هسته مخروط ساندويچي توسط رويه     
ها براي هر ناحيه سه است، بنابراين در فصل مشترك هسته با رويهشده

 آيد:شرط مرزي به صورت زير بوجود مي
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  هاي كرنشمولفه- ٥
جابجايي ون كارمن براي رويه ها به صورت زير - روابط غير خطي كرنش

 آيند:بدست مي
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هسـته بدسـت    يبـرا  ييشش معادله كرنش جابجـا  يقطر ينبه هم    
 .يدآيم

 هاي تنشمنتجه- ٦
 :آينديبدست م يربه صورت ز يزن هايهرو يتنش برا هايمنتجه      
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به ترتيب ماتريس هاي سفتي  [D]و  [A]كه در آن، ماتريس هاي
منتجه  Q، خمشي - ماتريس كوپلينگ كششي [B] ،كشش، خمشي

بردار هاي  نيروهاي عرضي، )0(  و )1(  به ترتيب معرف بردار

  ر انحناء مي باشد.هاي صفحه مياني و برداكرنش

  

 معادلات حاكم- ٧

ها و هسته از اصل مينـيمم انـرژي پتانسـيل    معادلات حاكم بر رويه     

  آيند:بدست مي

δU + δV = 0 )٨       (                                            
عملگــر  𝛿انـرژي پتانسـيل و    Vكـل انـرژي كرنشـي،     Uكـه در آن      

  انرژي پتانسيل برابر است با:باشد. تغييرات تغييرات مي
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جابجايي صفحه مياني رويه داخلي و بيروني در جهت ,
iباشند و طولي مي
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s nn اي براي رويه بارهاي خارجي درون صفحه,
 باشند.داخلي و بيروني مي

 :يمدار ير،به صورت ز يداخل يلپتانس يانرژ ييراتتغ ينبنابرا

(10) 

 يستب ي،جبر يات) و بعداز عمل١٠) و (٩) و (٨با استفاده از روابط (
. آينديهشت معادله تعادل بدست م  

  حل مساله يزآنال- ٨
گاههاي رويه بالا و پايين مخروط ساندويچي در اين مساله تكيه    

عمودي هسته در راستاي طول است و جابجايي ساده فرض شده
ها وجود ندارد. بنابراين با استفاده از روش حل مخروط و كنار رويه

گلركين بطوريكه شرايط مرزي ارضا شود، بيست و هشت معادله 
شود. كه نهايتا اين معادلات در قالب برحسب مجهولات مساله حل مي

  شود:ماتريس زير حل مي

    FCL                                            )١١(  

باشد. با بطوريكه بردار  شامل بيست و هشت مجهول مساله مي    
  شود.استفاده از نرم افزار مطلب اين معادله حل مي

  

  يبحث و بررس- ٩
 يجنتا يسهمقا  ١-٩

شده است.  يسهگذشته مقا ينبا محقق يقتحق ينبدست از ا يجنتا     
 ١] مخروط ناقص با مشخصات جدول٩[يو شوكت گلزن ينهزم يندر ا

  .اندشده يسهباهم مقا نتايج ٢ جدول در و اندقرار داده يمورد بررس
  

 

 

 

     

 
      
       dsrdwhzwhzvhzv

hzuhzuhzww

hzv

hzvhzuohzu

dV

dV

dVU

icccziiiiccci

iiicccsicccozo

ccc

ooooccc

L

ooso

V

c

s

c

s

ccc

ss

c

ss

c

zz

c

zz

c

z

c

z

c

sz

c

sz

V

i

z

i

z

i

sz

i

sz

i

s

i

s

iii

ss

i

ss

V

o

z

o

z

o

sz

o

sz

o

s

o

s

ooo

ss

o

ss

core

i

o













































222

222

2

222
0

2

0



 

 
٣٤٠ 

حل
ت

 لي
دو

سان
ص 

 ناق
وط

خر
ه م

ساز
ش 

مان
ك

 يچي
 رو

با
 ... يها هي

  ]٩[يگلزن و شوكت يلابعاد نمونه مورد تحل -١جدول
Specimen 
code 

Thickness 
h(mm) 

𝑹𝟏(mm) 𝑹𝟐(mm) 𝜷 L/𝑹𝟐 

SC1 0.6 100 300 41.81 1 
SC2 0.6 100 300 26.36    1.5 
SC3 0.6 100 300 19.47 2 
SC4 0.6 50 300 56.44 1 
SC5 0.6 50 300 33.75    1.5 
SC6 0.6 50 300 24.62 2 

شش نمونه مورد  SC1, SC2, SC3, SC4, SC5, SC6كه در آن 
 .باشديم يلاستفاده در تحل

  
 هامقدار فشار كمانش در نمونه -٢جدول

Specimen Experiment 
[9] 

FEA 
[9] 

Equatio
n [10] 

Present Discrepancy
* % 

SC1 25 28 35.4 34.24 4.2%  

SC2 20 25 32.3 31.13 3.7%  
SC3 14 22 24.68 23.75 3.8%  
SC4 20 27 24.1 26.31 14.5%  
SC5 25 40 31.35 38.07 20.2%  
SC6 21 35 27.27 31.42 17.5%  

* نتايج فرجياختلاف بين نتايج اين تحليل با   [١٠] 
  

مخروط ناقص با   يدهنده برا يلدو نوع ساختار مواد تشك يلتحل يندر ا
به صورت مواد هدفمند  يفلز- يكيسرام هاييهو رو يبا هسته فلز

ها از  يهاستفاده شده است. نوع اول، كه در آن هسته از فولاد و رو
از شده است و نوع دوم، هسته كامل  يلتشك يكلن يترايدن يليكونس
 ٤و٣جداول  يجشده اند. نتا يلتشك يتانيومت زيركونيا از هايهو رو يتانيمت

 يبدون بعد نشان م يمقدار بار كمانش مخروط نسبت به ابعاد بحران
  .دهند

و دو  يكنوع  يچيمخروط ساندو يكياستات يمقدار بار بحران -٣جدول

 ف: مختل يربا مقاد
ୖమ

ୌ
= 300, β = 15°,

୐

ୖమ
cosβ = 2  

 Nഥୡ୰ × 10ଷ 
hୡ h୭⁄  Type I  Type II 
 N=1 N=2 N=3  N=1 N=2 N=3 
5        2.203 1.841 2.025  1.765 1.393 1.562 
10       1.957 1.725 1.854  1.626 1.378 1.611 
15       1.774 1.703 1.782  1.487 1.413 1.386 

اندويچي نوع يك و دو مقدار بار بحراني استاتيكي مخروط س -٤جدول
మୖبا مقادير مختلف

ୌ
= 400, hୡ h୭⁄ = 10,

ୖమ
 
୐

sinβ = 4  

 Nഥୡ୰ × 10ଷ 
β° Type I  Type II 
 N=1 N=2 N=3  N=1 N=2 N=3 
30 1.109 1.216 1.346  0.835 0.920 0.923 
45 0.952 0.870 0.895  0.722 0.661 0.634 
60 0.717 0.657 0.777  0.638 0.549 0.524 
 

  يريگ هيجنت- ١٠
نازك از جنس مواد  هاييهبا رو يچيكمانش مخروط ناقص ساندو    
قرار گرفته  يلمورد تحل يو فشار يمحور يارذهدفمند تحت بارگ يتابع

 ييرضخامت تغ يدر راستا ياست. خواص مواد هدفمند طبق قانون توان
 ي،بحران يمحور يكيتكه مقدار بار استا دهدينشان م يج. نتاكنديم

 ينوع ساختار و كسر حجم ي،نمونه مورد بررس دسيمتاثر از ابعاد هن
بدست  يج. نتاباشديم يچيمخروط ساندو هاييهدهنده رو يلمواد تشك

 يجنتا يانگذشته داشته است. در پا يقاتبا تحق يمناسب يآمده همخوان
  كرد:  يانتوان بيرا به صورت خلاصه م يرز

نسبت شعاع بزرگ مخروط به ضخامت مخروط،  يشبا افزا  - ١
  .يابد يكاهش م يبحران يمحور يكيمقدار باراستات

) به ضخامت يهزاو يمراس مخروط(ن يهزاو يشبا افزا  - ٢
  .يابد يكاهش م يبحران يمحور يكيمخروط، مقدار باراستات

 يعتوز ييراتكه تغ يو هسته، وقت يههمه جنس رو يبرا  - ٣
كند،  يم ييرتغ يمكعب ياو  يبه صورت خط خواص مواد تابع هدفمند

  هم هستند. يكنزد يبحران يمحور يكيباراستات ييراتتغ
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