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  چكيده

كه بر روي بستر الاستيك و تحت بارگذاري عرضي قرار متفاوت چيدمان با ، اي در تير كامپوزيتي تيموشنكواي برشي و عمودي داخل صفحههاي بين لايهدر اين پژوهش تنش
. ه استاي استفاده شدهاي بين لايههاي تير كامپوزيتي براي مدلسازي رفتار الاستيك تنشگرفته است. از فنرهاي افقي و قائم با سختي بالا، در بين لايهدارد، مورد مطالعه قرار 

ده از روش عددي مربع سازي ديفرانسيلي تعميم هاي تير با استفاي جابجايي لايهمعادلات حاكم و شرايط مرزي مسئله با استفاده از اصل كار مجازي استخراج شده و با محاسبه
هاست، قابل محاسبه است. همچنين با استفاده از معادلات ساختاري و اي كه در اصل همان عكس العمل فنرهاي افقي و قائم بكار گرفته شده بين لايههاي بين لايهتنش ،يافته

توان دريافت كه روش ده است. با مقايسه نتايج تحليل ارائه شده با نتايج حاصل از حل الاستيك سه بعدي ميهاي موجود در تير محاسبه و ترسيم شمعادلات تعادل، ساير تنش
از تاثير ضريب كمتر هاي بين لايه اي،  روي تنش ضريب وينكلرتاثير نتايج نشان مي دهد  اي برخوردار است.بيني تنش هاي داخل صفحه ارائه شده از دقت مناسب در پيش

  شود.مي بين لايه اياي برشي و افزايش تنش عمودي مي باشد. همچنين افزايش ضرايب بستر الاستيك سبب كاهش تنش بين لايه پاسترناك

  .پاسترناك اي، روش عددي، تير كامپوزيتي، بسترهاي داخل صفحهتنش: كليدي هاي هواژ
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Abstract 
In this manuscript, in-plane normal and shear interlaminar stresses in composite Timoshenko beam under transverse loading placed 
on the elastic foundation are studied. The elastic behavior of interlaminar stresses at the interface of adjacent layers is modeled by 
radial and tangential springs of high stiffnesses. In the first, governing equations and boundary conditions are derived by the virtual 
work principle and then they are solved by generalized differential quadrature method. By calculating the displacements of the beam 
laminates, the interlaminar stresses, which are the reaction of radial and tangential springs between adjacent layers of the laminated 
beam, are obtained. Also, the other stresses of the beam are calculated and drawn by equilibrium equations. Comparison between the 
results of presented analysis for a beam the and the results of three dimensional elastic solution is shown that the presented method 
has good accurate to predict the in-plane stresses. The results showed that Winkler effects on interlaminar stresses are lower than 
Pasternak effects. Also, the elastic foundation caused decrease and increase for interlaminar shear stress and normal stress, 
respectively. 
Keywords: In-plane stresses, Numerical method, Composite beam, Elastic foundation. 

 مقدمه - ١
هاي عددي در حل مسائل نياز به مواد با عملكرد بالا و توسعه روش

ساختاري سبب رشد سريع تكنولوژي در زمينه مواد كامپوزيتي و به 
هاي پايه پليمري شده است. لايه لايه شدن، يا ترك خصوص كامپوزيت

هاي كه بر اثر تنش ،هاي كامپوزيت استبرداشتن وجه اشتراك بين لايه
-شود و يكي از مهمترين نوع آسيب در كامپوزيتاي ايجاد ميبين لايه

اي تقويت شده با الياف است. بنابراين ارزيابي صحيح تنش هاي لايه
اي و لايه لايه شدن تير اي به دليل لغزش بين لايههاي بين لايه

  ها مهم است.كامپوزيتي بر اثر اين تنش
اي امكان هاي يك بعدي و دو بعدي براي ساختارهاي لايهتئوري

چرا كه سبب ايجاد دهند، اي را نميي بين لايههاي دقيق تنشمحاسبه
شوند. پايپس و پاگانو با ها ميهاي عرضي بين لايهناپيوستگي در تنش

هاي كامپوزيتي با عرض واكنش لايه ،اياستفاده از تئوري كلاسيك لايه
كم تحت كرنش محوري يكنواخت را مورد بررسي قرار داده و با استفاده 

حيه تير را از روش تفاضل متناهي، تنش و جابجايي در سراسر نا
هاي . كاساپوگو و ليجيس روشي براي تحليل لايه]١[محاسبه كردند

متقارن تحت كشش يا فشار براساس فرض توزيع تنش با استفاده از 
. كاساپوگو سپس ]٣- ٢[اصل حداقل انرژي و تعادل نيرويي ارائه كردند

-هاي نامتقارن تحت بارهاي تركيبي درون صفحهاين روش را براي لايه

. لو و ليو با گسترش تئوري ]٤[اي گسترش دادخارج صفحه اي و
توانستند تنش برشي را به صورت  ١ايپيوستگي تنش برشي بين لايه

مستقيم از معادلات ساختاري بدست آورند، هرچند به علت در نظر 
ي مستقيم نگرفتن تغيير شكل در راستاي ضخامت قادر به محاسبه

. وو و كيو تئوري موضعي مرتبه ]٥[نداي نبودهاي عمودي بين لايهتنش
اي ارائه كردند. آنها هاي بين لايهي تنشبالاي ورق را براي محاسبه

معادلات تعادل را با معرفي قيد پيوستگي جابجايي، در سطح مشترك 
ها به صورت تابع انرژي پتانسيل و با استفاده از روش ضريب بين لايه

اي در سطح هاي بين لايهعنوان تنشلاگرانژ و تعريف ضرايب لاگرانژ به 
ها استخراج كردند و از روش بسط سري فوريه براي مشترك بين لايه

                                           
1 ISSCT(Interlaminar Shear Stress Continuity Theory) 
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. لي و ليو يك حل بسته براي تحليل ]٦[تحليل مسائل استفاده كردند
هاي نازك و ضخيم كامپوزيتي اي براي لايههاي بين لايهكامل تنش

آنها نشان داد كه اين  تحت توزيع بار سينوسي استخراج كردند. نتايج
هاي برشي و عمودي در سطح واسط تواند پيوستگي تنشنظريه مي

اي به طور مستقيم هاي بين لايهها را برآورده كند. همچنين تنشلايه
ها و ماتسوناگا تنش. ]٧[شداز طريق معادلات ساختاري تعيين مي

را با روش  هاي تيرهاي كامپوزيتي تحت فشار جانبيها در لايهجابجايي
هاي برشي و عمودي را تواند تاثير تنشتير موضعي مرتبه بالا كه مي

محاسبه كند، مورد تحليل قرار داد و با استفاده از روش بسط سري 
هاي جابجايي، يك مجموعه از معادلات تعادل از تئوري تواني از مولفه

صل اي كامپوزيتي از طريق ايك بعدي مرتبه بالا براي تيرهاي لايه
براي  ١اي. طحاني و نثير از تئوري روش لايه]٨[كارمجازي استخراج كرد

اي و در نزديكي سطح آزاد چيدمان هاي سه بعدي بين لايهتحليل تنش
هايي با اندازه محدود تحت نيروي كششي يك پارچه متقاطع در لايه
ها، اي با شرط اتصال كامل بين لايه. در روش لايه]٩[استفاده كردند

شود. ميدان جابجايي هر لايه نسبت به لايه ديگر متفاوت فرض مي
اي و هاي بين لايهاي، تنشافشين و طاهري با استفاده از تئوري لايه

ي كامپوزيتي در بستر ي آزاد را در تير لايه لايه شدهتاثيرات لبه
با استفاده از  . سعيدي و همكاران]١٠[الاستيك مورد بررسي قرار دادند

هاي كامپوزيتي كه تحت اي تورق را در چند لايهي روش لايهتئور
. دينگ و ]١١[كشش يكنواخت قرار دارد، مورد بررسي قرار دادند

هاي استوانه كامپوزيتي را با استفاده از تئوري همكاران استحكام پوسته
. سالمون مسائل ]١٢[نمودند اي و روش اجزاي محدود مطالعهروش لايه

هاي با گسترش روش تفاضل متناهي براي حل لايه خمش لبه آزاد را
ها وحول محور يكپارچه خميده تحت گشتاور خمشي انتهاي لايه

- ١٤[ ايبا استفاده از روش لايه .]١٣[ها انجام دادعرضي موازي لايه
و تقريبي از ميدان جابجايي  و بكارگيري معادلات تعادل سه بعدي ]١٥

. ]١٧- ١٦[تخمين زد  اي راين لايههاي بسرتاسر ضخامت مي توان تنش
اي را به عنوان يك هاي بين لايهاي تنشبا اين حال حتي چنين نظريه

آورد. فراترنالي و ردي تحليلي خطي و ي مستقيم بدست نمينتيجه
. آنها از ]١٩- ١٨[ متفاوت براي تير و پوسته منحني شكل ارائه كردند

براي  ٢از روش پنالتي اي براي توزيع ميدان جابجايي وروش لايه
هاي كامپوزيتي استفاده هاي مجاور ساختارمحدوديت كامل بين لايه

اي با بقايي و همكاران ارتعاشات آزاد و كمانش را در تير لايه نمودند.
چيدمان نامتقارن كه بر روي بستر الاستيك خطي و غير خطي قرار 

تعاشات آزاد ورق ندري و همكارن ار .]٢٠[دارد، مورد بررسي قرار دادند
اي را كه بر روي بستر الاستيك قرار دارد، با استفاده از كامپوزيتي لايه

با  .]٢١[ي تغيير شكل برشي، مورد بررسي قرار دادندتئوري اصلاح شده
توان دريافت كه تمركز مطالعات در سالهاي  مرور مطالعات پيشين، مي

اي با فرض  وش لايهاخير براي مطالعه تنشهاي بين لايه اي، بر روي ر
  تصال كامل بين لايه ها بوده است.ا

در اين تحقيق با ارايه روشي نوين يك مدل جابجايي يك بعدي 
هاي داخل صفحه اي و خارج صفحه اي براي يك براي محاسبه تنش

اي براي تير كامپوزيتي ارائه شده است. مدل جابجايي روش لايه

                                           
1 Layer-wise 
2 Penalty 

 

شود، و رفتار بين  لاح مياي اصهاي بين لايهي صحيح تنشمحاسبه
هاي مجاور توسط فنرهاي افقي و قائم با سختي بالا مدلسازي شده لايه

جابجايي ضروري نبوده و  در اين مدل فرض اتصال كامل بين لايهاست.
ي تعداد نشان دهنده nمتغير وابسته است، كه درآن  𝟑𝒏ها به  بين لايه

افقي و قائم، بيانگر  هاست. واكنش فنرهاي مختلف در راستايلايه
هاي مجاور تير هاي افقي و قائم بين لايهالعملتقريبي از عكس

اي تير هاي داخل صفحهلايه است. در اين پژوهش تنش كامپوزيتي چند
گيرد و تاثير بستر اي تركيبي مورد مطالعه قرار ميكامپوزيتي لايه

شود. همچنين ها نيز بررسي ميالاستيك از نوع پاسترناك بر اين تنش
مقايسه نتايج در يك شرط مرزي خاص با نتايج حاصل از حل الاستيك 

ي صحت روش حل است. مزيت اين روش سه بعدي نشان دهنده
اي با استفاده از معادلات تعادل هاي بين لايهي دقيق تنشمحاسبه

اي را از معادلات هاي داخل صفحهتوان تنشاست. همچنين مي
هاي عرضي را با استفاده از معادلات تعادل تنش ساختاري استخراج و

  محاسبه نمود.
  

 معادلات-٢
دهد كه بر روي بستر ي را نشان مياتير كامپوزيتي لايه ١شكل 

-بر سطح بالايي آن وارد مي 𝑷𝒛(𝒙)الاستيك قرار دارد و نيروي عرضي 

ام را  𝐤ضخامت و سطح مقطع لايه  ١در شكل  𝑨(𝒌)و  𝒉(𝒌)شود. 
ام از مركز تير  𝐤نيز بيانگر مختصات مركز لايه  𝒅(𝒌)دهند، نشان مي

  است.
  

  ميدان جابجايي و كرنش-١- ٢
با فرض اينكه هر لايه كامپوزيتي به صورت يك تير تيموشنكو در 

ام تير به صورت زير  𝐤نظر گرفته شده است، ميدان جابجايي براي لايه 
  شود.بيان مي

)١(  ቐ

𝑢௫(𝑥௞, 𝑦௞, 𝑧௞) = 𝑢௫(𝑥) + 𝑧௞𝜑௞(𝑥)

𝑣௞(𝑥௞, 𝑦௞, 𝑧௞) = 0                               

𝑤௞(𝑥௞, 𝑦௞, 𝑧௞) = 𝑤௞(𝑥)

 

و  𝑥(௞) ،𝑦(௞)جابجايي در راستاي  𝑤(௞)و  𝑢(௞)،𝑣(௞)كه در آن
𝑧(௞)  است، و𝑛 يس هاي تير كامپوزيتي است كه با اندهتعداد لاي𝑘 

يان شده مختصات در روابط ب 𝑧(௞)و  𝑥(௞) ،𝑦(௞) شود.نشان داده مي
  است.مربوط به هر لايه 

)٢(  z(୩) = z y(୩) = y x(୩) = x 

جابجايي، روابط مربوط  - در روابط كرنش )١(با جايگذاري رابطه 
 )٣(ي اي تير به صورت رابطهبه كرنش عمودي و برشي داخل صفحه

  شود.بيان مي

  
  تير كامپوزيتي تحت بارگذاري بر روي بستر -١شكل 
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  روابط تنش و كرنش -٢- ٢

ام تير در مختصات  𝑘بيانگر قانون هوك براي لايه  )٤(معادله 
,𝑥ᇱ)محلي  𝑦ᇱ, 𝑧) است. پس از انتقال دستگاه مختصات به(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
  شود.ام به صورت زير تعريف مي kيي تنش كرنش براي لايهرابطه

)٤(  σ୧୨
(୩)

= Q(୩)ε୧୨
(୩) 

)٥(  σ(୩) = ൣσ୶
(୩)

, σ୶୸
(୩)

൧
୘
 

)٦(  ε(୩) = ൣε୶
(୩)

, ε୶୸
(୩)

൧
୘

 

ℰ୷به اينكه توجه  با
(୩)

= ℰ୶୷
(୩)

= ℰ୷୸
(୩)

= هاي ، آرايه0
  گردند. ها حذف ميمتناظر با اين كرنش Q(୩)ماتريس

)٧(  𝐐(𝐤) = ቈ
𝐐𝟏𝟏

(𝐤)

𝐐𝟒𝟒
(𝐤)

቉ 
هاي ماتريس سختي در دستگاه مختصات اصلي بر آن مولفه در كه

هاي ماتريس در دستگاه مختصات محلي به صورت زير حسب مولفه
  د.نشوبيان مي

)٨(  𝑸𝟏𝟏
(𝒌)

= 𝒎𝟒𝑪𝟏𝟏
(𝒌)

+ 𝒏𝟒𝑪𝟐𝟐
(𝒌)

+ 𝟐𝒎𝟐𝒏𝟐(𝑪𝟏𝟐
(𝒌)

+ 𝟐𝑪𝟔𝟔
(𝒌)

) 
)٩(  𝑸𝟒𝟒

(𝒌)
= 𝒎𝟐𝑪𝟒𝟒

(𝒌)
+ 𝒏𝟐𝑪𝟓𝟓

(𝒌) 
𝐦كه  = 𝐜𝐨𝐬 𝛗(𝐤) ،𝐧 = 𝐬𝐢𝐧 𝛗(𝐤)  و𝛗(𝐤)  نيز زاويه الياف با

هاي ماتريس سختي در دستگاه مختصات محلي است، و مولفه 𝐱محور 
  شود.بيان مي )١٠(ي به صورت معادله

)١٠(  

𝑪𝟐𝟐
(𝒌)

=
𝑬𝟐

(𝒌)

𝟏 − 𝝑
𝟏𝟐

(𝒌)
𝝑

𝟐𝟏

(𝒌)
 Cଵଵ

(୩)
=

Eଵ
(୩)

1 − ϑଵଶ
(୩)

ϑଶଵ
(୩)

 

𝐂𝟓𝟓
(𝐤)

= 𝐆𝟐𝟑
(𝐤) 

  
𝐂𝟏𝟐

(𝐤)
= 𝐂𝟐𝟏

(𝐤)
=

𝛝𝟏𝟐
(𝐤)

𝐄𝟏
(𝐤)

𝟏 − 𝛝𝟏𝟐

(𝐤)
𝛝𝟐𝟏

(𝐤)
 

𝐸ଵ، )١٠(در معادله 
(௞)  و𝐸ଶ

(௞) ي مدول به ترتيب نشان دهنده
𝐺ଵଶالاستيك طولي و عرضي هستند. 

(௞)  و𝐺ଶଷ
(௞)  مدول برشي اصلي و

𝜐ଵଶفرعي و همچنين
(௞)  و𝜐ଶଵ

(௞)  نيز بيانگر ضريب پواسون اصلي و فرعي
  هستند
  

 اصل كار مجازي براي تير كامپوزيتي-٣- ٢

ي شرايط مرزي و در اين بخش از اصل كار مجازي براي محاسبه
كند، معادلات تعادل يا ميدان جابجايي كه تابع انرژي را حداقل مي

شود. اصل كار مجازي براي يك تير كامپوزيتي كه بر روي استفاده مي
  شود.نوشته مي )١١(بستر الاستيك قرار دارد، به صورت معادله 

)١١(  
δΠ = δU − δq + δK + δA   

ي انرژي كرنشي، به ترتيب نشان دهنده 𝐴و  𝑈 ،𝑞 ،𝐾كه در آن 
ي خارجي، كار حاصل از بستر الاستيك و تغييرات كار حاصل از نيروها

تغييرات انرژي  )١٢(اي هستند. معادله انرژي پتانسيل فنرهاي بين لايه
  دهد.كرنشي براي تير كامپوزيتي را نشان مي

δU = ∫ ቄ∑ ∬ ൫σ୶
(୩)

δε୶୶
(୩)

+ 2σ୶୸
(୩)

ε୶୸
(୩)

൯ dy dz
∑(ౡ)

୬
୩ୀଵ ቅ

୪

଴
dx   

)١٢(           = ∑ ∫ (−
ப୒(ౡ)

ப୶
δu(୩) −

ப୘(ౡ)

ப୶

୪

଴
δw(୩)୬

୩ୀଵ   
          +T(୩)δφ(୩) −

ப୑(ౡ)

ப୶
δφ(୩))dx   

 𝑀(௞)نيروي عمودي و  𝑁(௞)نيروي برشي،  𝑇(௞)كه در آن 
  شوند.گشتاور خمشي هستند و به صورت زير تعريف مي

)١٣(  
൛𝐓(𝐤), 𝐍(𝐤), 𝐌(𝐤)ൟ = ∬ (𝛔𝐱𝐳

(𝐤)
, 𝛔𝐱

(𝐤)
, 𝛔𝐱

(𝐤)
𝐳)

𝐀(𝐤) 𝐝𝐲 𝐝𝐳   

را كه بر  𝐩𝐳(𝐱)تغييرات كار حاصل از بار گسترده  ١٥و  ١٤رابطه 
سطح بالايي تير وارد شده و تغييرات كار حاصل از بستر الاستيك از 

  دهند.نوع پاسترناك را نشان مي

)١٤(  
δq = ∫ bP୸

୪

଴
(x)δw(ଵ)dx  

)١٥(  
δK = ∫ (K୤

୪

଴
δw(୬)w(୬) − G୫δw

பమ୵(౤)

ப୶మ
)dx  

ضريب برشي بستر  𝐆𝐦بيانگر سختي فنر عمودي و  𝐊𝐟كه 
الاستيك است. در صورتيكه مقدار ضريب برشي برابر صفر باشد، بستر 

نشان  ٢همانطور كه در شكل  شود.لر تبديل ميالاستيك به نوع وينك
داده شده است در اين پژوهش با ارايه روشي نوين از فنرهاي افقي و 

افقي و هاي فنر شود. سختيهاي كامپوزيت استفاده ميقائم بين لايه
𝟏قائم بكار گرفته شده به ترتيب با متغيرهاي 

𝜼𝒙
(𝑲)൘  𝟏و

𝜼𝒛
(𝑲)൘  نشان

  داده شده است.
  

  
هاي فنرهاي الاستيك خطي بكارگرفته شده بين لايه -٢شكل 

  تيركامپوزيتي

  
𝑨 هاي تير انرژي پتانسيل فنرهاي استفاده شده بين لايه

  است. كامپوزيتي است، كه تغييرات آن به صورت زير
𝛿𝐴 =

ଵ

ɳ
{∫ ∑

ɳ

ɳ೥
(ೖ)

௡
௞ୀଵ

௟

଴
(𝛿𝑤(௞) − 𝛿𝑤(௞ାଵ))((𝑤(௞) − 𝑤(௞ାଵ))   

)١٦(  
    (1 − 𝛿௞௡))

ɳ

ɳೣ
(ೖ) ((𝛿𝑢(௞) +

௛(ೖ)

ଶ
𝛿𝜑(௞) − 𝛿𝑢(௞ାଵ)   

    +
௛(ೖశభ)

ଶ
𝛿𝜑(௞ାଵ))(𝑢(௞) +

௛(ೖ)

ଶ
𝜑(௞) − 𝑢(௞ାଵ)   

     +
௛(ೖశభ)

ଶ
𝜑(௞ାଵ))(1 − 𝛿௞௡))}𝑑𝑥   

  
)١٧(  ɳ = 𝒎𝒂𝒙൛ɳ𝒛

(𝟏)
, ɳ𝒙

(𝟏)
, … … , ɳ𝒛

(𝒏ି𝟏)
, ɳ𝒙

(𝒏ି𝟏)
ൟ  

 )١١(در معادله  )١٦(و  )١٥(، )١٤(، )١٢(با جايگذاري معادلات 
  د.نشوبه صورت زير بيان مي 𝐰و  𝐮 ،𝐯معادلات تعادل برحسب 

  



 

حل
ت

 لي
ش

تن
ها

اهيلانيب ي
 ي

ر ت
د

ي
 يرها

وز
امپ

ك
... يتي

 

٢٣٢ 

)١٨(  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 𝛿𝑢(௞): −𝐴ଵଵ

(௞) ௗమ௨(ೖ)

ௗ௫మ
+

ଵ

ɳೣ
(ೖ) ((1 − 𝛿௞௡)𝑢(௞)             

        (−1 + 𝛿௞௡)𝑢(௞ାଵ) +
௛(ೖ)

ଶ
(1 − 𝛿௞௡)𝜑(௞ାଵ)

+
௛(ೖశభ)

ଶ
(1 − 𝛿௞௡)𝜑(௞ାଵ))                     

𝛿𝑢(௞ାଵ):
ଵ

ɳೣ
(ೖ) ((−1 + 𝛿௞௡)𝑢(௞) + (1 − 𝛿௞௡)𝑢(௞ାଵ)

       +
௛(ೖ)

ଶ
(−1 + 𝛿௞௡)𝜑(௞) −

௛(ೖశభ)

ଶ
𝜑(௞ାଵ)

+
௛(ೖశభ)

ଶ
𝛿௞௡𝜑(௞ାଵ))                           

 
 
 

 

)١٩(  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝛿𝑤(௞): (𝐾௙𝑤(௞)−𝐺௠

ௗమ௪(ೖ)

ௗ௫మ
)𝛿௞௡ − 𝑃௭(𝑥)𝛿௞ଵ          

−𝐴ସସ
(௞) ௗమ௪(ೖ)

ௗ௫మ
+

ଵ

ɳ೥
(ೖ) (− 𝐴ସସ

(௞) ௗఝ(ೖ)

ௗ௫
        

(1 − 𝛿௞௡)𝑤(௞) + (1 − 𝛿௞௡)𝑤(௞ାଵ)))  
                                                            

𝛿𝑤(௞ାଵ):
ଵ

ɳ೥
(ೖ) ቀ(−1 + 𝛿௞௡)𝑤(௞)ቁ                              

+(1 − 𝛿௞௡)𝑤(௞ାଵ))                    

   

 

)٢٠(  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝛿𝜑(௞):

ଵ

ɳೣ
(ೖ)

௛(ೖ)

ଶ
൫ (1 − 𝛿௞௡)𝑢(௞) + (−1 + 𝛿௞௡)𝑢(௞ାଵ)൯          

  +𝐴ସସ
(௞) ௗ௪(ೖ)

ௗ௫
+ 𝐴ସସ

(௞)
𝜑(௞)  +

ଵ

ɳೣ
(ೖ) (

௛మ(ೖ)

ସ
(1 − 𝛿௞௡)𝜑(௞)

– 𝐷ଵଵ
(௞) ௗమఝ(ೖ)

ௗ௫మ
+

௛(ೖ)

ଶ

௛(ೖశభ)

ଶ
(1 − 𝛿௞௡)𝜑(௞ାଵ))         

𝛿𝜑(௞ାଵ):
ଵ

ɳೣ
(ೖ)

௛(ೖశభ)

ଶ
((1 − 𝛿௞௡)𝑢(௞) +                                       

(−1 + 𝛿௞௡)𝑢(௞ାଵ) +
௛(ೖ)

ଶ
(1 − 𝛿௞௡)𝜑(௞)𝜑(௞ାଵ))

+
௛(ೖశభ)

ଶ
(1 − 𝛿௞௡))                                        

  

 كه درآن

)٢١(  

⎩
⎨

⎧𝐴ସସ
(௞)

= 𝑄ସସ
(௞)

𝑏ℎ(௞)

𝐴ଵଵ
(௞)

= 𝑄ଵଵ
(௞)

𝑏ℎ(௞)

𝐷ଵଵ
(௞)

= 𝑄ଵଵ
(௞) ௕௛య(ೖ)

ଵଶ

  

𝑥شرايط مرزي در = 𝑥و  0 = 𝑙 :عبارتند از  
  
𝑑𝑢(௞)  الف) - ٢٢(

𝑑𝑥
= 0 

𝑢(௞)  يا = 0   

𝑑𝑤(௞)  )ب - ٢٢(

𝑑𝑥
+ 𝜑(௞) = 0 

𝑤(௞)  يا = 0 

𝑑𝜑(௞)  )ج - ٢٢(

𝑑𝑥
= 0 

  يا
𝜑(௞) = 0 

  
  وارد بر تير  هايي تنشمحاسبه- ٤- ٢

𝐹௫ي نيروهاي عكس العمل مماسي نشان دهند ٣شكل 
(௞)  و

𝐹௭عمودي
(௞) )𝑘 = 1, . . . . , 𝑛 − - ) است، كه بر اثر فنرهاي بين لايه1

شود. همچنين معادلات عكس العمل حاصل از ام وارد مي 𝑘اي به لايه 
  نشان داده شده است. )٢١(اين فنرها در معادله 

  

𝐹௫  الف)- ٢٣(
(௞)

=
ଵ

ɳೣ
(ೖ) (𝑢(௞) +

௛(ೖ)

ଶ
𝜑(௞) − (𝑢(௞ାଵ) −

௛(ೖశభ)

ଶ
  

             𝜑(௞ାଵ)))  
𝐹௭  ب) - ٢٣(

(௞)
=

ଵ

ɳ೥
(ೖ) ൫𝑤(௞) − 𝑤(௞ାଵ)൯   

ام تير كه توسط  𝐤 يبا نوشتن معادلات تعادل براي بخشي از لايه
 ٤است (همانگونه كه در شكل  جدا شده 𝐳اي با ارتفاع ثابت صفحه

𝛔𝐳𝐳اي هاي داخل صفحهتوان تنشنشان داده شده است)، مي
(𝐤)  و

𝛔𝐳𝐱
(𝐤).را محاسبه نمود  

  

  
  عكس العمل نيروي وارده از طرف فنرها بر لايه كامپوزيتي -٣شكل

  
𝝈𝒛𝒛هايبا فرض اينكه تنش

(𝒌)  و𝝈𝒛𝒙
(𝒌)  در سرتاسر عرض𝒃  ،ثابت است

 ٤تعادل را براي قسمت هاشور خورده از تير كه در شكل  )٢٤(معادلات 
 دهند.نشان داده شده است نشان مي

  
 zاي با ارتفاع ثابت  ام كه توسط صفحهkي نيروهاي وارد برلايه - ٤شكل

  جدا شده است.
 
𝑑𝑇ത  الف) - ٢٤( (௞)

𝑑𝑥
+ 𝐹௭

(௞)
− 𝜎௭௭

(௞)
𝑏 = 0 

𝑑𝑁ഥ(௞)  الف) - ٢٤(

𝑑𝑥
+ 𝐹௫

(௞)
− 𝜎௭௫

(௞)
𝑏 = 0 

  
، با توصيف Aഥ(୩)هاي وارده بر سطح مقطع تنش Nഥو Tഥكه در آن 

)Aഥ(୩) = b(
୦(ౡ)

ଶ
− z(୩)) از لايه (k  ام است و به صورت زير تعريف

  شود.مي
 
)٢٥(  {𝑇ത (௞), 𝑁ഥ(௞)} = ඵ (

஺̅(ೖ)

𝜎௫௭
(௞)

, 𝜎௫
(௞)

)𝑑𝑦𝑑𝑧 

 
معادلات تعادل براي يك لايه تير كامپوزيتي به شكل زير بيان 

  شود.مي

𝑑𝑇(௞)  الف) - ٢٦(

𝑑𝑥
+ 𝐹௭

(௞)
− 𝐹௭

(௞ିଵ)
= 0 

𝑑𝑁(௞)  )ب - ٢٦(

𝑑𝑥
+ 𝐹௫

(௞)
− 𝐹௫

(௞ିଵ)
= 0 

  
ها را محاسبه توان تنش مي )٢٦(و  )٢٤(ي با توجه به دو معادله

نمود. بايد توجه داشت در صورتي كه سطح بالاي تير (لايه اول) تحت 
اين نيروها به ترتيب  )٢٦(نيروي عمودي و يا برشي باشد، در معادله 

𝐹௭برابر 
(଴)  و𝐹௫

(଴)  هستند. همچنين در صورتي كه سطح زيرين تير
اين  )٢٦((لايه آخر) تحت نيروي عمودي و يا برشي باشد، در معادله 

𝐹௭نيروها به ترتيب برابر 
(௡)  و𝐹௫

(௡) .هستند  
  
  
 



 

سم
 قا

ضا
در

حم
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 ي
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ي
 

٢٣٣ 
 

 روش مربع سازي ديفرانسيلي تعميم يافته- ٣
و  )١٩(، )١٨(به منظور تعين جابجايي تير كامپوزيتي معادلات 

با استفاده از روش مربع سازي ديفرانسيلي تعميم يافته حل  )٢٠(
سازي ديفرانسيلي تعميم يافته تابع مجهول و  شدند. در روش مربع

مشتقات آن در هر گره به صورت مجموع خطي ضرايب وزني و مقادير 
 𝑓(𝑥)در اين روش، مشتق مرتبه اول تابع .]٢٣- ٢٢[شوندتابع بيان مي

توان به صورت مجموع خطي ضرايب وزن و مقادير تابع براي يرا م
  تقريب زد. 𝑥ي نقاط در دامنه همه

)٢٧(  𝑑𝑓(𝑥௜)

𝑑𝑥
= ෍ 𝐶௜௝

(ଵ)
𝑓(𝑥௝)

ே

௝ୀଵ

             𝑖 = 1,2,3 … … . , 𝑁 

مقدار تابع  𝑥 ،𝑓(𝑥௝)بندي شده در حوزه تعداد نقاط شبكه 𝑁كه
𝐶௜௝و  𝑥௝در نقطه 

(ଵ)  ضريب وزن مشتق مرتبه اول است. ضريب وزن
  شود.براي مشتق مرتبه اول به صورت زير بيان مي

)٢٨(  

𝑑𝑓(௥)(𝑥௜)

𝑑𝑥(௥)
= ෍ 𝐶௜௝

(௥)
𝑓(𝑥௝)

ே

௝ୀଵ

 

𝐶௜௝
(ଵ)

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑀(ଵ)(𝑥௜)

൫𝑥௜ − 𝑥௝൯𝑀(ଵ)൫𝑥௝൯
                𝑖 ≠ 𝑗 

− ෍ 𝐶௜௞
(ଵ)

ே

௞ୀଵ
௞ஷ௜

                              𝑖 = 𝑗  

  

𝑖, 𝑗 = 1,2, … . . , 𝑁   

𝑀(𝑥௜) = ෑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

ே

௞ୀଵ,௞ஷ௜

 

در روش  𝑥براي حوزه  𝑓(𝑥)ام تابع 𝑟مقدار تقريبي مشتق مرتبه 
  .]٢٣[مربع سازي ديفرانسيلي تعميم يافته به صورت زير است

)٢٩(  𝐶௜௝
(௥)

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

𝑟 ൭𝐶௜௝
(ଵ)

𝐶௜௜
(௥ିଵ)

−
𝐶௜௝

(௥ିଵ)

𝑥௜ − 𝑥௝
൱  

  𝑖, 𝑗 = 1,2, … . . , 𝑁 ; 𝑟 = 2,3, … … , 𝑁 − 1;   

 − ෍ 𝐶௜௝
(௥)

ே

௝ୀଵ
௜ஷ௝

 𝑖, 𝑗 = 1,2, … . . , 𝑁 ; 𝑟 = 1,2,3, … … , 𝑁 − 1;

 

 
براي  ]٢٤[لوباتو - گوس - در اين تحقيق از توزيع نقاط چپيشف

  ي ضرايب تابع وزني استفاده شد.محاسبه

)٣٠(  𝑖 = 1,2,3 … … . , 𝑁   𝑥௜ =
ଵି௖௢௦ [

(೔షభ)ഏ

ಿషభ
]

ଶ
𝐿   

 
 و بحث نتايج عددي- ٤

  صحه گذاري - ١-٤
دقت روش حل در پژوهش صورت  در اين قسمت به منظور بررسي

ي در نقطه 𝜎௫௭اي ي تنش بين لايهگرفته، نتايج حاصل از محاسبه
𝑥 = 𝑥ي در نقطه 𝜎௫௫و همچنين تنش  0 = 𝐿

2ൗ  در تير دو سر ساده
سطح بالايي تير تحت بار مطالعه شده است.  [0,90,0]با چيدمان 

𝑃௭(𝑥)سترده گ = 𝑞଴𝑠𝑖𝑛 (𝜋𝑥/𝑙) هاي محاسبه شده قرار دارد و تنش
𝜎ത௜௝به شكل  𝑞଴ي نيز بوسيله =

ఙ೔ೕ

௤బ
اند. ضخامت هر لايه بدون بعد شده 

ℎ(௞)از تير  = 10𝑚𝑚 ،نشان  ٥و مدل تير مورد مطالعه در شكل است
𝐿در حاليكه تير داراي طول داده شده است.  = 4ℎ  و خصوصيات

𝐸ଶ مكانيكي:  = 6.98(𝑀𝑃𝑎) ،𝐸ଵ = 25𝐸ଶ،υଵଶ = υଵଷ = υଶଷ =

.25 ،𝐺ଵଶ = 𝐺ଵଷ = .5𝐸ଶ  و𝐺ଶଷ = .2𝐸ଶ  است. نتايج مدل ارايه شده
، در حاليكه ضرايب ]٢٥[با نتايج حاصل از حل الاستيك سه بعدي 

نشان  ٧و  ٦بستر الاستيك برابر صفر است مقايسه شده و در دو شكل 
اي به ذكر است كه ميزان سختي فنرهاي بين لايهداده شده است. لازم 

ɳ = 5 × 10ିଵ (𝑚ଶ

𝑁ൗ   در نظر گرفته شده است. (
  

 
  تير با شرايط مرزي دو سر ساده تحت بارگذاري -٥شكل

 

  
,𝟎]براي چيدمان  𝛔𝐱𝐳اي توزيع تنش بين لايه -٦ شكل 𝟗𝟎, در  [𝟎

 𝐱 = 𝟎  
  

  
,𝟎] براي چيدمان 𝛔𝐱𝐱اي توزيع تنش بين لايه -٧ شكل 𝟗𝟎, در  [𝟎

 𝐱 = 𝐋/𝟐  
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٢٣٤ 

  اثرات ضريب وينكلر  -٢-٤

در مطالعه انجام شده نتايج عددي حاصل شده براي تير كامپوزيتي 
/𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ𝑖𝑡𝑒/𝐺𝑙𝑎𝑠𝑠/ 𝐺𝑙𝑎𝑠𝑠]درجه، چيدمان  ٤٥با زاويه الياف 

𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ𝑖𝑡𝑒] يك سر ساده مورد بررسي  و شرط مرزي يك سر گيردار
  نشان داده شده است. ٨نظر در شكل گيرد. تير مورد قرار مي

  
  مدل ارايه شده براي محاسبه تنشهاي بين لايه اي در تير  -٨شكل 

  ساده بر روي بستر الاستيك-كامپوزيني با شرايط مرزي گيردار

  
𝑃௭(𝑥)سطح بالايي تير تحت بار گسترده  = 𝑞଴𝑠𝑖𝑛 (𝜋𝑥/𝑙)  قرار دارد

بدون  𝑞଴ي هاي محاسبه شده در نمودارهاي مختلف نيز بوسيلهو تنش
ℎ(௞)اند. ضخامت هر لايه از تير بعد شده = 10𝑚𝑚  و طول تير
𝐿 = 6ℎ بيان شده  ١خصوصيات مكانيكي آن نيز در جدول  باشد.مي

  است.
  

  𝑮𝒓𝒂𝒑𝒉𝒊𝒕𝒆/𝑬𝒑𝒐𝒙𝒚و  𝑮𝒍𝒂𝒔𝒔/𝑬𝒑𝒐𝒙𝒚 يمكانيك خواص -١جدول 
   Gଶଷ 
GPa 

    Gଵଶ

= Gଵଷ 
GPa  

υଵଶ

= υଵଷ 
    Eଶ

= Eଷ 
GPa  

   𝐸ଵ 
GPa  جنس  

١١٩  ٦٧/٨  /.٣١  ١٨/٥  ٩/٣  𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ𝑖𝑡𝑒
/𝐸𝑝𝑜𝑥𝑦 

٤٨  ١٢  /.٢٨  ٥/٥  ٥/٣  𝐺𝑙𝑎𝑠𝑠/𝐸𝑝𝑜𝑥𝑦 

  
، تاثير تغييرات ضريب بستر وينكلر را بر روي ١٠و  ٩ هاي شكل

𝜎௫௭اي لايه هاي بينتنش
(௞)  و𝜎௭௭

(௞) ي در نقطهZ = و در راستاي  0
G୫تير، در حاليكه ضريب برشي بستر برابر  = 2 × 10ସ(N)  است، را

با يكديگر مقايسه شود  ١٠و  ٩دهد. در صورتي كه دوشكل نشان مي
σ୶୸توان دريافت كه مقدار حداكثر تنش مي

(୩)  در تير بسيار بيشتر از
σ୸୸حداكثر تنش 

(୩)  نشان داده شده است،  ٩است. همانطور كه در شكل
σ୶୸به دليل اينكه تير در شرط مرزي گيردار كاملا مقيد است، تنش 

(୩) 
داراي مقدار صفر بوده، اما در شرط مرزي ساده تير داراي جابجايي 
چرخشي بوده و تنش در آن نقطه صفر نيست، بلكه بيشترين مقدار 

وينكلر سبب كاهش مقدار تنش  خود را داراست. افزايش ضريب بستر
σ୶୸

(୩)  و افزايش تنشσ୸୸
(୩) برابر  ششطول تير  از آنجا كه .شودمي

روي تنش كمتر  وينكلر ضريبتاثير ه شده است، ضخامت در نظر گرفت
طول تير را افزايش دهيم تاثير اين ضريب بيشتر خواهد گاه است، اما هر

ضريب وينكلر بوده  همچنين اثرات ضريب پاسترناك بسيار بيشتر از .بود
و در اين دو شكل اختلاف نمودارهاي تنش با تغييرات ضريب وينكلر 

  چشمگير نيست. 
  

𝛔𝐱𝐳بر تنش  𝐊𝐟تاثير ضريب -٩ شكل
(𝐤)  در راستاي طول تير و بين دو

  لايه دوم وسوم
  

  
𝛔𝐳𝐳 بر تنش 𝐊𝐟 تاثير ضريب- ١٠ شكل

(𝐤)  در راستاي طول تير و بين دو
  لايه دوم و سوم

  
 اثرات ضريب برشي پاسترناك  - ٣-٤

هاي تاثير ضريب برشي بستر را بر روي تنش ١٢و  ١١دو شكل 
اي در سطح مشترك دو لايه دوم و سوم تير، در حاليكه ضريب بين لايه

𝐾୤بستر وينكلر برابر  = 4 × 10଼(𝑁
𝑚ଶൗ   دهند.است را نشان مي (

دهند افزايش ضريب برشي باعث كاهش در  نشان مي ١٢و  ١١شكل 
𝜎௫௭مقدار تنش 

(௞)  و افزايش تنش𝜎௭௭
(௞) توان اين پديده را مي گردد.مي

اينگونه تفسير نمود كه با افزايش ضريب برشي، جابجايي هاي مماسي 
  كاهش يافته و كاهش جابجايي سبب كاهش تنش برشي خواهد شد.
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٢٣٥ 
 

  
𝛔𝐱𝐳بر تنش  𝐆𝐦تاثير ضريب  -١١شكل 

(𝐤)  در راستاي طول تير و در
𝐙 = 𝟎  

  

  
𝛔𝐳𝐳بر تنش  𝐆𝐦تاثير ضريب  -١٢شكل 

(𝐤) در راستاي طول تير و در 

𝐙 = 𝟎  
  

σ୸୸ ايتنش داخل صفحه ١٣شكل 
(୩) متفاوت  يدر سه نقطه را

𝑋 = 0.25𝐿 ،X = 0.5L  و𝑋 = 0.75𝐿  ه بر روي بستر تير كاز

𝐾௙ برشيعمودي و  الاستيك با ضرايب = 4 × 10଼(𝑁
𝑚ଶൗ ) 

G୫و = 2 × 10ସ(N) دهد. در سطح بالايي دارد، را نشان مي قرار
شود، تنش حداكثر مقدار خود تير به دليل اينكه بيشترين نيرو وارد مي

را دارد، اما در سطح زيرين تير به دليل قرار داشتن تير بر روي بستر، 
  تنش داراي مقداري غير صفر است. 

ر وسط تير و در نقاط مختلف از ضخامت عمودي د ميزان تنش
𝑋 بيشتر از تنش در دو نقطه = 0.25𝐿  و𝑋 = 0.75𝐿 است .

هرچند اين دو نقطه از لحاظ بارگذاري و مختصات نسبت به مركز تير 
تقارن هستند، اما به دليل نامتقارن بودن شرايط مرزي جابجايي  داراي

ابر نيست، در نتيجه براي اين دو نقطه در راستاي ضخامت با يكديگر بر
   ها نيز برابر نيستند.تنش

در نقطه وسط تير و در راستاي ضخامت تير،  𝜎௫௫تنش  ١٤شكل 
 برابر با  در حاليكه ضرايب عمودي و برشي بستر الاستيك به ترتيب 

𝐾୤ = 4 × 10଼(𝑁
𝑚ଶൗ 𝐺௠و  ( = 2 × 10ସ(𝑁)  است، را براي دو

 ௦[𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ𝑖𝑡𝑒/𝐺𝑙𝑎𝑠𝑠] و ௦[𝐺𝑙𝑎𝑠𝑠/𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ𝑖𝑡𝑒]هيبريد چيدمان 
دهد. همانطور كه در شكل درجه، را نشان مي ٤٥براي زاويه الياف 

نشان داده شده است با حركت از لايه اول به سمت لايه چهارم ميزان 
يابد، همچنين حداكثر تنش تغييرات تنش در هر دو تير كاهش مي

از نوع فشاري است. با  عمودي در دو تير در سطح بالايي ايجاد شده و
توان دريافت كه لايه مقايسه لايه اول به عنوان نمونه در دو چيدمان مي

كند و هاي شيشه تحمل ميتنش بيشتري را نسبت به لايه هاي كربن
  تغييرات تنش در آن نيز بيشتر است.

  

  
𝝈𝒛𝒛 تنش -١٣ شكل

(𝒌)
ي متفاوت از تير و در راستاي در سه نقطه 

  ضخامت

 
  نتايج- ٥

در اين پژوهش از مدل فنرهاي خطي افقي و قايم، براي تعيين 
اي در تير كامپوزيتي تيموشنكو، كه بر روي بستر تنش هاي بين لايه

وينكلر و پاسترناك قرار دارد، استفاده شده است. براي صحه گذاري و 
نشان دادن دقت روش حل، نتايج حاصل از حل انجام شده براي تير با 

مرزي دو سر لولا، با نتايج حل الاستيك سه بعدي مقايسه شده شرايط 
است. مقايسه نتايج بدست آمده در اين پژوهش با روش حل الاستيك 

ي صحت و دقت روش ارايه شده مي باشد. آنگاه سه بعدي نشان دهنده
به مطالعه اثرات تغيير ضرايب بستر وينكلر و پاسترناك بر روي تنشهاي 

ضريب تاثير خته شده است. نتايج نشان مي دهد بين لايه اي پردا
از تاثير ضريب پاسترناك مي كمتر هاي بين لايه اي،  روي تنش وينكلر

اي باشد. افزايش ضرايب بستر الاستيك سبب كاهش تنش بين لايه
𝜎௫௭

(௞)  و افزايش تنش𝜎௭௭
(௞) اي، هاي بين لايهشود. در بين تنشمي

  يار بيشتر از تنش عمودي است. مقدار و تغييرات تنش برشي بس
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٢٣٦ 

  
𝝈𝒙𝒙تنش- ١٤ شكل

(𝒌)  در وسط تير و در راستاي ضخامت، به ازاي دو
  𝒔[𝑮𝒍𝒂𝒔𝒔/𝑮𝒓𝒂𝒑𝒉𝒊𝒕𝒆]و 𝒔[𝑮𝒓𝒂𝒑𝒉𝒊𝒕𝒆/𝑮𝒍𝒂𝒔𝒔]چيدمان    

  
𝜎௭௭تنش 

(௞)  در هر نقطه و در سطح بالايي تير بيشترين مقدار خود
را دارد. كمترين مقدار تنش نيز در سطح زيرين تير است، كه بر اثر 

در وسط تير در  𝜎௫௫شود.حداكثر تنش عكس العمل بستر ايجاد مي
افتد و از نوع فشاري است. در ساختارهاي سطح بالايي آن اتفاق مي

كربن/ اپوكسي، لايه هاي كربن نسبت به هيبريد، شيشه/ اپوكسي و 
 كنند. همچنين تغييراترا تحمل مي 𝜎௫௫شيشه سهم بيشتري از تنش 

تنش در لايه هاي كربن بسيار بيشتر از تغييرات تنش در لايه هاي 
شيشه است.اين امر به دليل سفتي بالاتر لايه هاي كربن نسبت به لايه 

  باشد. هاي شيشه مي
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