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 چكيده

هاي  ، ميدانجابجاييهاي  هاي پيزوالكتريك و پيزومغناطيس مورد توجه پژوهشگران بوده است. عموما علاوه بر ميدان نانو تير تعاشها گذشته ار ةدر ده  
اعمال شرايط مرزي  شود. اين امر الكترومغناطيس نيز بدليل كوچك بودن نسبت عرض به طول هندسه تير، بصورت يك بعدي در نظر گرفته مي

الاستيك با در نظر گرفتن - الكترو-سازد. در اين مطالعه ارتعاش آزاد تير تيموشنكو داراي خواص مگنتو الكترومغناطيسي بر وجوه بالايي و پاييني تير را دشوار مي
دو بعدي بررسي شده است. معادلات حالت كه  هاي الكترومغناطيس يك بعدي و ميدان جابجاييهاي  غير موضعي خطي، با فرض ميدان ةتئوري الاستيسيت

باشند با يك روش تربيع ديفرانسيلي با تابع درونياب نقطه شعاعي بهبود يافته گسسته سازي شده اند. پاسخ فركانسي  مي ديفرانسيل- انتگرال جفت شدهبصورت 
هاي بدست آمده  براي اعتبار سنجي، فركانس گيرد. ته مورد بررسي قرار ميدر دوحالت مدارباز و مداربس ها در شرايط مرزي ديريكله و نيومان سيستم و شكل مود

  . ه استبا نتايج مسئله كاملا يك بعدي مشابه، مقايسه شد
 اي شعاعي، تئوري تيموشنكو. مش، تابع درونياب نقطه هاي بدون نانوتير الكترومغناطيس، الاستيسيته غيرموضعي، روش :كليدي هاي واژه

   
 

Vibration Analysis of Magneto-electro-elastic Nanobeams on Elastic Foundation using 
Integrodifferential Equations model 

   
Mechanical Engineering Department , university of  Mohaghegh Ardabili, Ardabil, Iran  R. Pilafkan  
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Abstract  
During the past decade researchers have investigated vibrations of piezoelectric and piezomagnetic nanobeams. In addition to 
displacement fields, usually the electromagnetic fields are also considered one dimensional because the small ratio of height to 
length of the beam geometry. This makes the implication of electromagnetic boundary conditions on the upper and lower faces of the 
beam rigorous. In this study free vibration of Timoshenko beam having Magneto-Electro-Elastic properties laying on Elastic 
foundation has been studied considering one dimensional displacement fields and two dimensional electromagnetic fields. State 
equations which are a Integro-Differential couple has been discretized using a modified radial point interpolation function. 
Frequency response and the mode shapes have been queried for Dirichlet and Neumman boundary conditions with two conditions 
open circuit and closed circuit.. Obtained frequencies have been compared with results of the corresponding fully one dimensional 
problem. 
Keywords: Electromagnetic Nanobeam, Nonlocal Elasticity, Meshless Methods , Radial Point Interpolation Function, 
Timoshenko Theory.  

 

    مقدمه - ١
ي الكترومغناطيس كه از اجزاي كليدي در ها در ساخت مبدل

باشند بخاطر  مي ١ميكرو و نانو الكترومكانيك يها سيستم
ي ساخت در ابعاد ميكرو و نانو، به ها ي موجود در فرآيندها محدوديت

تيتانات باريم و فريت  الاستيك (مانند- الكترو- مواد داراي خواص مگنتو
شود. از اينرو درك  اي مي يژهو غيره)  توجه و ٢كبالت و تيتانات قلع

تحت بارگذاري الكترومغناطيس در  ها رفتار ارتعاشي اين نانو ساختار
با استفاده از  [4-1]رديهاي نانو اهميت بسزايي دارد. طراحي سيستم

غير موضعي رفتار استاتيك و ديناميك نانو تير و ي  تئوري الاستيسيته
ر و صفحه بصورت تحليلي و ي گوناگون تيها را با تئوري ها نانو صفحه

براي جابجايي مي يك تئوري عمو [5]عددي بررسي كرد. آيدگدو 
براي رها در ابعاد نانو معرفي نمود. استاتيك، كمانش و ارتعاش آزاد تي

                                                             
1 MEMS & NEMS 
2 BaTiO3, CoFe2O4, PZT 

با استفاده از تئوري تير تيموشنكو و با فرض   [6,7]نخستين بار كي 
ورت برآيند تابع بص 𝛹و  𝛷ي پتانسيل الكترومغناطيس ها توضيع ميدان

، ارتعاش آزاد )١ي ( كسينوسي و خطي در راستاي ضخامت تير، رابطه
  الاستيك را مطالعه نمود.- الكترو- نانو تير با خواص مگنتو

  الف)- ١(    2 0cos ,
z

z x t
Lz


      

  )ب- ١(    2 0cos ,
z

z x t
Lz


    

𝑥 در راستاي محور تير و 𝑧 ،در راستاي جانبي 𝐿௭  ضخامت تير و
𝛽 =  𝜋/𝐿௭  ي الكترومغناطيس ها باشد. چنين فرضي براي ميدان مي

كند كه به ساده تر  ميرا يك بعدي  𝛹و  𝛷مربوط به دو متغير معادلات 
) ١(ي  رابطه 𝜓଴و  𝜙଴ اما با اين فرض، .نمايد ميشدن مسئله كمك 

بدليل توضيع خطي، در معادلات حركت جايي نخواهد داشت. هر چند 
دركرنش ون  ها حاصل از ضرب اين پارامتر جملاتكي با در نظر گرفتن 
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و چشم پوشي از  ) 𝑁௧ و 𝑁௠،𝑁௘(كارمان به عنوان نيروي خارجي
غير خطي حاصله، تير را بصورت خطي مدل كرده است.  جملات

-ترمو- الكترو- تحليل ديناميكي نانو تير مگنتو [8]انصاري و همكاران 
كرنش غير خطي  جملاتالاستيك غير خطي را با دخالت دادن ديگر 

در اين مقاله تلاش شده است تا معادلات  در معادلات حركت، انجام داد.
شده با معادلات  جفت بعدي) مكانيكي(يك ديفرانسيل- انتگرال

ه از اعمال اصل هميلتون بر تير (دوبعدي) ك ديفرانسيل الكترومغناطيس
تيموشنكو داراي رفتار فيزيكيِ غير موضعي بدست آمده است، با روش 

؛ براي تحليل ارتعاش ١تابع درونياب نقطه شعاعيتربيع ديفرانسيلي با 
آزاد سيستم گسسته سازي شود و رفتار ارتعاشي چنين سيستمي، 

 ررسي قرار گيرد.ي گوناگون الكترومغناطيس، مورد بها تحت بارگذاري
مدل تير تيموشنكو نسبت به ديگر مدل هاي مهندسي براي تير ها، هم 

بندي برخوردار است، با اين وجود  از دقت بالا و هم سادگي فرومول
برنولي مربوط به سيستم مورد بررسي، با - بدست آوردن معادلات اويلر

نمي  استفاده از معادلات بدست آمده از مدل تيموشنكو، كار دشواري
باشد. مدل پيشنهادي در كارحاضر گذشته از بستر سازي براي اعمال 

تيري كه بصورت يك بعدي و -شرايط مرزي پيچيده و دوبعدي به نانو
اه معادلات ساده مدل شده باشد، از آنجا كه بصورت يك دستگ

ديفرانسيل مي باشد، از ديدگاه رياضياتي و حل تحليلي آن - نتگرالا
ت. در مطالعه حاضر، قدرت روش هاي بدون مش چالشي رياضياتي اس

  در حل عددي چنين دستگاه معادلاتي بررسي و تاييد شده است.
 

  مدلسازي رياضي  - ٢
در اين بخش معادلات حالت تير تيموشنكو با تئوري الاستيسيته غير 

  شود. موضعي ارائه مي
  

  غير موضعي  الاستيسيته تئوري -١- ٢
دارد كه حالت ماده(كرنش،  ميبيان  [9]ارينگن ي  تئوري الاستيسيته

از يك محيط  𝑥  جابجايي الكتريكي، ميدان مغناطيسي)، در هر نقطه
ي فيزيكي(تنش، ميدان الكتريكي، ها پيوسته، علاوه بر وابستگي به نيرو

نيز بستگي  ′𝑥به بارگذاري در ديگر نقاطنقطه  آنالقاء مغناطيسي) در 
ي گراديان  دارد(و برعكس). اين تئوري جامع تر از تئوري الاستيسيته

ي پيوسته ها ناتواني تئوري محيط باشد و افزون بر رفع كرنش مي
ترك يا در حل توضيع تنش ي  كلاسيك در پيش بيني تنش در لبه

انجاميد،  ذرات نابجايي كه به معرفي معيار شكست طبيعيپيرامون 
رمونيك بيان كند كه در ها  يها وابط پراكندگي براي موجتواند ر مي

بلور سازگار ي  بريلويين؛ با نتايج ديناميك شبكهي  سراسر ناحيه
باشد. در تئوري محيط پيوسته غير موضعي روابط ساختاري ميان  مي

بيان  )٢( ٢بصورت تابعي 𝑔 و ميدان مستقل 𝐽 ميدان وابسته
                                        شود مي

    ,    J x x j g x dx
v

 )٢(  

𝑗(𝑔(𝑥ᇱ)) ساختاري ميان نيرو و حالت در ي  بيانگر رابطه )٢(ي  در رابطه
تواند  ميبه ترتيب  𝑗و𝐽 باشد. ميي پيوسته كلاسيك ها تئوري محيط

                                                             
1 RPI-DQ 
2 Functional 

(غير  𝐵و ′𝐵و يا القاي مغناطيسي 𝐷و ′𝐷، جابجايي الكتريكي 𝜎و ′𝜎تنش
مغناطيسي، الكتريكي و  زوجموضعي و موضعي) باشد و براي جامدات با 

و شدت  𝐸، شدت ميدان الكتريكي𝜀كرنشي  دربردارنده  𝑔الاستيك،
𝜏  .[10,11]است  𝐻ميدان مغناطيسي = 𝑒଴𝑎/𝑙 پارامتر غير موضعي

طول مشخصه  𝑎 ثابت مربوط به جنس ماده، 𝑒0باشد كه در آن مي
باشد.  ميطول مشخصه خارجي 𝑙  پارامتر شبكه بلور) و داخلي(مثلاً

𝛼(|𝑥 − 𝑥 ᇱ|, 𝜏)  داراي اين تابع ميرايي غير موضعي است. اين تابع
 𝜏→1 كند و به ازاي ميبه تابع دلتا ميل  𝜏→0 كه به ازايخاصيت است 

را  )٢(تابعي ي  رابطه زند. ميرا تقريب  مي ديناميك بلور ات )٢(ي  رابطه
كه در اينصورت  [12]بصورت ديفرانسيلي بازنويسي كردتوان  مي

 خواهيم داشت
 

 2 2 21        ss se sml C C E C Hij j ij j ij j  
 )الف- ٣(

 2 2 21

, 1, .. ,

,

. 6

     



seT ee eml D C C E C Hij j ij j ij j

i j
)ب- ٣(   

 2 2 21       smT emT mml B C C E C Hij j ij j ij j  )ج- ٣( 

 ٣ها عملگر لاپلاسين است. در روابط از فرم برداري تانسور 𝛻ଶ كه در آن   
به ترتيب بيانگر كرنش، ميدان  eو  s ،mاستفاده شده است و بالانويس 

  باشد.  ميالكتريكي و شدت ميدان مغناطيسي 
  

  الاستيك- الكترو-مدل نانو تير مگنتو -٢- ٢

ي مورد بررسي مربوط به تيري در ابعاد نانو ساخته شده از  هندسه
راستاي محور الاستيك قطبيده شده در - الكترو- مواد با رفتار مگنتو

بالايي تير مورد نظر تحت ي  مربوط به نيمه ١  شكل .است 𝑧جانبي
 باشد. جابجايي جانبي و محوري به ترتيب ميبارگذاري الكترومغناطيس 

 𝑈௭(𝑥, 𝑧, 𝑡) و 𝑈𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) باشد. براساس تئوري تير تيموشنكو  مي
  خواهيم داشت

  )الف- ٤(     0, , , , U x z t u x t z x tx  
  )ب- ٤(   , ,U x t w x tz 

  آيد ميجابجايي بصورت زير بدست - روابط خطي كرنش

0  )الف- ٥( 
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 الاستيك-الكترو-نمودار طرحواره نانو تير تيموشنكو مگنتو -١  شكل
 

  

توان ميدان  تغييرات الكترومغناطيس شبه تعادلي ميبا فرض 
هاي پتانسيل اسكالر  الكتريكي و مغناطيسي را بصورت گراديان ميدان

  ب)-٦الف و -٦(معادله بيان نمود

                                                             
3 Voigt Notation 
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  الف)- ٦(    , , , E E x z tx z                                                                                                   

  )ب- ٦(    , , , x zH H x z t  
در  )٣(ي ساختاري  رابطهيافته شكل كاهش اي  حالت تنش صفحه براي  

 ) ارائه شده است٧ي ( معادله

 2 2 2
11 13 131       ss se sm

xx xx z zl K K E K H  الف)- ٧( 

 2 2 2
55 15 151       ss se sm

xz xz x xl K K E K H  ب)- ٧( 

 2 2 2
15 11 111        seT ee em

x xz x xl D K K E K H  ج)- ٧( 

 2 2 2
  13 33 331      seT ee em

z xx z zl D K K E K H  د)- ٧( 

 2 2 2
  15 11 111      smT em mm

x xz x xl B K K E K H  ه)- ٧( 

 2 2 2
13 33 331         smT em mm

z xx z zl B K K E K H  ي)- ٧( 

  آيد بدست مي )٨(ي  هاي كاهش يافته مطابق رابطه ثابت
 

   2
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22
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se sm
em em
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K C

C

بايستي  𝑊به همراه كار مسير  𝑈دروني انرژي ، 𝐾انرژي جنبشي
 اصل هميلتون را ارضا كنند،        
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𝑁𝑥 و𝑁𝑧  نيروهاي خارجي در راستاي طولي و جانبي تير و𝐾𝑓𝑠 و𝐾𝑓𝑛 
بطوريه كه باشد.  الاستيك مي بسترضريب سفتي برشي و نرمال 

نيروهاي خارجي طولي و عرضي بستر الاستيك با جابجايي تير رابطه 
  خطي دارد.

كه اعضاي آن  ١فضاي تابعي از   𝛿𝜓و 𝛿𝑢଴،𝛿𝑤 ،𝛿𝜃 ،𝛿𝜑با انتخاب
هاي  كنند انتگرال برقراري شرايط مرزي و شرايط اوليه را تضمين مي

صفر  )٩(مرزي و انتگرالهاي با حدود زمان اوليه و پاياني در معادله ي
و فرض پيوسته و ي هميلتون  رابطهاعمال براي  از خواهد شد. پس

ا صفر توان ب مشتق پذير بودن توابع حالت در ناحيه تحليلي مسئله، مي
تعادل معادلات  𝛿𝜓 و 𝛿𝑢଴ ،𝛿𝑤 ،𝛿𝜃 ، 𝛿𝜑 جملاتضرايب نمودن 
 را بدست آوردسيستم 
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 𝑧 هاي تنش در راستاي انتگرال مؤلفه )١٠( ي نخست در سه معادله

دهد. براي بازنويسي  را بدست مي 𝑀و   𝑁،𝑄هاي تنش مشتق منتجه
، نخست  𝜓و𝑢0، 𝑤، 𝜃،  𝜑 هاي حالت معادلات تعادل بر حسب متغير

) در ٧هاي ساختاري( هاي يك بعدي با انتگرالگيري از معادله متغيربراي 
هاي تعادل  ها، رابطه از اين معادله سسو جايگذاري مناسب 𝑧 راستاي

هاي  آيد. معادله مربوطه بدست مي )١٣- ١١(يك بعدي
هاي جزئي بدست آمده از  با جايگذاري مشتق )١٤(الكترومغناطيس

و بدون نياز به انتگرال  )٧(اطيسي ساختاري الكتريك و مغن رابطه
  گيري، بصورت دو بعدي خواهد بود.
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  حل معادلات ارتعاشات - ٣
) از روش تربيع ديفرانسيلي ١٤- ١١براي گسسته سازي معادلات (

با تابع ميانياب نقطه شعاعي استفاده شده است. اين روش كه توسط 
ارائه شده است در مقايسه با روش تربيع ديفرانسيلي  [13,14]كانزا 

ها دارد. يعني عدد  وابستگي كمتري به آرايش گره [15,16]معمولي 
سختي و جرم بدست آمده با تغيير اندك موقعيت هاي  ماتريس ١حالت

ها تغيير چشمگيري نخواهد داشت و نيازي به توزيع يكنواخت  گره
هاي مثبت و ناپايداري نسبي از  ها نيست. همگرايي سريع از ويژگي گره

. در اين روش تابع [17]هاي منفي اين روش ذكر شده است  ويژگي
:𝑟تحليلي  Ω → ℜ  در ناحيهΩ ⊂ ℜ௡ ع با تاب𝑟̃: Ω → ℜ  تقريب زده

𝜂ي توابع شعاعي شود كه تركيبي خطي از مجموعه مي
𝑖

=

{𝜂 (ඥ‖𝑥 − 𝑥𝑖‖2
)|𝑖 = 1, . . . , 𝑁, 𝑥 ∈ 𝛺, 𝜂: ℜ≥0 → ℜ} باشد.  مي𝑁 

نرم  ٢‖ . ‖ ي ميانيابي و هاي مورد نظر در همسايگي نقطه تعداد گره

𝑝 است. با افزودن چند تابع بيشتر 𝛺  طبيعي
𝑗
(𝑥) با ضريب مجهول𝑏𝑗، 

,𝑟̃(𝑥 تابع ميانياب 𝑡) ها را نيز بدست  قابليت تقريب دقيق آن تابع
  آورد.                                                       مي

1,..., , 1,..., m, i N j  

𝑁 تعداد + 𝑚 مجهول  𝑎و𝑏  از دستگاه معادلات ميانيابي و چند
  شود           ي كمكي محاسبه مي معادله
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1,..., , 1,..., m, i N j  

  𝑋𝐼 نقطه ميانيابي است و مقادير داراي پسوند𝐼 مقادير محاسبه ،
توان بصورت ماتريسي  ها اند. اين معادلات را مي شده در اين نقطه

  بازنويسي كرد
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اي  چند جمله جملاتاز  𝑝(𝑥)در اين مطالعه براي تابع كمكي   
 .باشد مي 𝑚جملات استفاده شده است بطوريكه تعداد اين   𝑛مرتبه ي

                      شود. مشخص مي 𝑛با داشتن  𝑚بعدي مقدار  𝑘براي يك ناحيه
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گره در  𝑁2𝑧و 𝑁2𝑥تعداد 𝜓و 𝜙هاي دو بعدي  براي تقريب ميدان
 𝜃 و 𝑤 و 𝑢 هاي  يك بعدي راستاي طولي و عرضي و براي تقريب ميدان

ها بصورت  گره در راستاي طولي تير انتخاب شده است. گره 𝑁1 تعداد
انتخاب شده اند. با  ٢چبيشفاي  هاي چند جمله نگاشتي از ريشه

براي  )١٤(تا  )١١(هاي در معادله )١٨(ي  جايگذاري تابع ميانياب معادله

                                                             
1 Condition Number 
2 Chebyshev’s polynomial roots 

         i
1,..., 1,...,

, 
 

   i i i
i N j m

r x t a t x b t p x  

)١٥(      , T Tx xa b p  



 

   
٧١ 
 

ا پ
رض

 لي
 س

ن و
فك

ا
 ناي

ده
 زا

جه
خوا

 )٢٠( بررسي ارتعاش آزاد(سينوسي) تير، روابط گسسته سازي شده 
اي گسسته سازي معادلات شرايط مرزي، ، همچنين برآيد بدست مي

ها در اين معادلات جايگزين  تابع تقريب مربوط به هر كدام از ميدان
 شود. مي
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فركانس ارتعاش آزاد سيستم است.  𝑓متغير ب) - ٢٠(عادله مدر   

٣𝑁1داراي ابعاد 𝑀و 𝐾هاي مربعي ماتريس + 2(𝑁2𝑥 × 𝑁2𝑧) در  . اند
به ماتريس توابع شكل بدست آمده  𝝓𝟐و  𝝓𝟏، متغيرهاي )٢١(معادلات 

) بر روي معادلات حالت ١٨تا  ١٥از عمليات گسسته سازي(معادله 
تابع شكل مربوط به توابع يك ) اشاره دارد. ١٤تا  ١١سيستم(معادلات 

و تابع شكل هاي مربوط به متغير هاي دوبعدي با  𝝓𝟏 بعدي با متغير
 نمايش داده شده اند. 𝝓𝟐 متغير
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نقطه  𝑁௭ با تعداد  ١ندرالژ- ها با استفاده از روش انتگرال گاوس انتگرال
  شود. در راستاي جانبي محاسبه مي

به عنوان تابع ميانياب  ٢دوتايي چندگانهشكل بهسازي شده اي از تابع 
استفاده شده است كه عملكرد آن بويژه در افزايش همزمان   𝜂شعاعي

ها، در  هاي ضرايب و نرخ همگرايي پاسخ خوش وضعي ماتريس
هاي عددي صورت گرفته برتري چشمگيري نسبت به توابع پايه  بررسي

  داشت [17]شعاعي رايج 

)٢٢(𝜂
𝑖

= ෍ 𝑤𝑖((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + 𝛼𝑠𝑑𝑠𝑖

2)
𝑞𝑗

𝑗

 

𝑞ଵ هاي تابع ميانياب، براي پارامتر = 2.02, 𝑞ଶ = ,و 2.03 𝛼௦ଵ = 0.02  
𝛼௦ଶ = هاي ديفرانسيل موجود در  مناسب گسسته سازي عملگر 0.001

براي  𝛼𝑠2براي حالت يك بعدي و 𝛼𝑠1معادلات بدست آمده نشان دادند. 
نمايش  ١ جدولشرايط مرزي بررسي شده در حالت دوبعدي است. 

به ترتيب حالت  H-Hو  C-C  ،C-Hعبارت  ١در جدول  است.داده شده 
  سر لولا و دوسرلولا اشاره دارد. دوسرگيردار، يك

 

  نتايج عددي - ٤
 در اين بخش نتايج تحليل ارتعاشي براي تير از جنس نانوكامپوزيت

٣چند فرويك
(1 − 𝑥)BiTiO

3
 . 𝑥CoFe2O4 ٢ارائه شده است. جدول 

از اين دو  مادي كاهش يافته مورد نياز را براي كامپوزيتي هاي ضريب
 .[23-21]ماده كه داراي ميانگين خواص هر دو فاز باشد در بر دارد

براي تحليل ارتعاش آزاد تير بدون بستر الاستيك از معادلات تعادل و 
𝐾௙௡  با) ١٤- ١١شرط مرزي( = 0, 𝐾௙௦ = براي تير به طول  0

𝐿𝑥 = 80nm و ضخامت 𝐿௭ = 10nm  استفاده شده است. براي

                                                             
1 Gauss-Legendre quadrature 
2 Multiquadrics 
3 Multiferroic 
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هاي بالايي و پاييني  هاي الكترومغناطيس دو بعدي در لبه معادله
𝑧تير( = ±

௅೥

ଶ
هاي الكترومغناطيس مقدار  ) يكبار پتانسيل

𝜙଴ ثابت = 0, 𝜓଴ = ) و بار ديگر شار الكتريكي و ١(حالت مدار بسته 0
𝐷௭ مغناطيسي = 0, 𝐵௭ =  ده است.) در نظر گرفته ش٢(حالت مدار باز 0
ممكن است مسئله مقدار ويژه مرتبه دو بدست آمده داراي همچنين 

باشد. براي كاهش عدد حالت  ٣حالتهاي جرم و سفتي بد ماتريس
هايي و بدست آوردن مسئله مقدار ويژه مرتبه يك  چنين ماتريس

 استفاده نمود. [18]هايم توان از راهكار پيشنهادي متناظر مي

بر نتايج، مقدار  𝑁௭ ها در راستاي جانبي گره بخاطر تاثير اندك تعداد
گره در اين راستا در نظر گرفته شده است. براي تحليل  ١١ثابت 

گره  ٤از تعداد  𝑁ଶ௫ و دو بعدي 𝑁ଵ هاي يك بعدي همگرايي تعداد گره
ي تحليل همگرايي براي  نتيجه ٤  شكلبطور همزمان افزايش يافت. 

گره همگرايي  ٢٣پس از تعداد باشد.  هاي گوناگون مي شرط مرزي
هاي اول تا سوم  نسبي مشاهده شد. مقايسه نتايج حاضر و فركانس

  ارائه شده است. ٣در جدول [7]ي كي  مقاله
 

 

  شرايط مرزي مورد بررسي  -١ جدول
𝑥اطلاعات موجود در  شرط مرزي = 𝐿௫    اطلاعات موجود در𝑥 = 0   

C-C 𝑢0 = 0, 𝑤 = 0, 𝜃 = 0, 
𝜙 = 0, 𝜓 = 0 

𝑢0 = 0, w = 0, 𝜃 = 0, 
𝜙 = 0, 𝜓 = 0 

C-H 
𝑢0 = 0, 𝑤 = 0, 

𝑀 = 0, 
𝜙 = 0, 𝜓 = 0 

𝑢0 = 0, 𝑤 = 0, 𝜃 = 0, 
𝜙 = 0, 𝜓 = 0 

H-H 
𝑢0 = 0, 𝑤 = 0, 

𝑀 = 0, 
𝜙 = 0, 𝜓 = 0 

𝑢0 = 0, 𝑤 = 0, 
𝑀 = 0, 

𝜙 = 0, 𝜓 = 0 
  
 

 

  

BiTiO3(𝒙-1) خواص كامپوزيت -٢جدول − 𝒙CoFe2O4, 𝒙 = 𝟎. 𝟓  
 

 
 

  BaTiO3-CoFe2O4 خواص فيزيكي

GPa(  𝐾ଵଵالاستيك (
௦௦ = 226, 𝐾ଵଶ

௦௦ = 125 ,  
𝐾ଵଷ

௦௦ = 124 , 𝐾ଷଷ
௦௦ = 216 , 𝐾ସସ

௦௦ = 44.2  

C/m2( 𝐾ଵଷپيزوالكتريك (
௦௘ = −2.2, 𝐾ଷଷ

௦௘ = 9.3 , 𝐾ଵହ
௦௘ = 5.8  

دي الكتريك 
)10-9C/Vm( 

𝐾ଵଵ
௘௘ = 5.64, 𝐾ଷଷ

௘௘ = 6.45  

N/Am(  𝐾ଵଷپيزومغناطيس (
௦௠ = 290.1, 𝐾ଷଷ

௦௠ = 349.9 , 
𝐾ଵହ

௦௠ = 275  

مگنتوالكتريك 
)10-12Ns/VC( 

𝐾ଵଵ
௘௠ = 5.367, 𝐾ଷଷ

௘௠ = 2737.5  

6Ns2/C2(  𝐾ଵଵ-10مغناطيس(
௠௠ = −297, 𝐾ଷଷ

௠௠ = 83.5  

103Kg/m3(  𝜌چگالي( = 5.55 
 

  

با توابع پايه شعاعي  ٤هاي ميانيابي هر چند معكوس پذيري ماتريس
ها دارد،  ها حساسيت كمتري نسبت به ديگر روش نسبت به توضيع گره

ها براي  هاي بكار رفته تعيين اين پارامتر اما بخاطر پرشمار بودن پارامتر
يافتن پاسخ دقيق كاري دشوار و زمان بر است. دليل تفاوت اندك(بطور 

ي مطالعه كي در  هاي بدست آمده و نتيجه ) فركانس%1.1ميانگين 

                                                             
1 Closed Circuit 
2 Opened Circuit 
3 Ill-conditioned 
4 Moment matrix 

هاي الكترومغناطيس دو بعدي  هايي مانند در نظر گرفتن ميدان تفاوت
- انتگرالدر  مدل ارائه شده در كار حاضركه معادلات حاكم را بصورت 

در مطالعه كي  𝑢آورد و چشم پوشي از جابجايي محور در مي ديفرانسيل
  باشد. مي

  
 

  
 

و  C-C ،C-Hهاي گوناگون  مرزي تحليل همگرايي در شرط -٤  شكل
H-H و  𝛕 = 𝟎. 𝟏𝐋𝐱  

 
 

  

 

  

𝒇اول تا سوم مقايسه فركانس -٣جدول
𝟏

− 𝒇
𝟑

(𝑮𝑯𝒛) شرط مرزي (
C-C,C-H,H-H  [7]در كار حاضر و مرجع ) .𝝉 = 𝟎. 𝟐𝑳𝒙 , 𝝉 = 𝟎. 𝟒𝑳𝒙(  

 
 

شرط مرزي
  

C-C  C-H  H-H  

𝜏 𝐿௫⁄
 

٠/٤ ٠/٢ ٠/٤ ٠/٢ ٠/٤ ٠.٢ 

ضر
حا

ار 
ك

  

𝑓
1
 ٢/٢٧١١ ٢/٢٧١١ ٣/٢٧٩٥ ٣/٣٣٨١ ٤/٦٤٦٤ ٤/٤٧٩٤ 

𝑓ଶ ٤/٩٦٣٨ ٤/٩٦٣٨ ٨/٧٢٤٩ ٥/٩٧٨٧ ١٠/١٠٩٩ ٦/٥٩٧٦ 

𝑓ଷ ٦/٩٦٢٧ ٦/٩٦٢٧ ١٣/٢٠٧٣ ٧/٧٧٣٠ ١٤/١٦٥٦ ٨/٣١٧٥ 

ي 
ك

[7
]

  

𝑓
1
 ٢/٣٢٨١ ٢/٣٢٨١ ٣/١٦٥٨ ٣/٣١٤٣ ٤/٦٢١٤ ٤/٤٧٦٥ 

𝑓ଶ ٥/٠٩١٨ ٥/٠٩١٨ ٨/٥٧٦١ ٥/٩١٥٩ ٩/٩٩٤٠ ٦/٥٩١٣ 

𝑓ଷ ٧/١٣١٢ ٧/١٣١٢ ١٣/٠٣٦٧ ٧/٩٣٧٣ ١٤/١٠٧١ ٨/٣٢٤٢ 
 
 
   

  

  

  

هاي گوناگون شرايط انتهايي تير، در حالت مدار  ارتعاشات حالت
𝜙଴ بسته = 0, 𝜓଴ = هاي مكانيكي  و نتايج بارگذاري ٤ جدولدر  0

𝐷𝑧مشابه براي حالت مدار باز  = 0, 𝐵𝑧 = گزارش شده  ٥  جدولدر  0
و  ٥شدن طيف فركانسيبطور كلي حالت مدار باز باعث منقبض  است.

 ٩و  ٨و  ٧ شكل شود. هاي متوالي به يكديگر مي نزديك شدن فركانس
هاي گوناگون شرط  نمودار شكل مود نخست جابجايي جانبي در حالت

شود كه تئوري  از اين دو شكل مشاهده مي باشد. مرزي مي
ي غيرموضعي كه برتري آن در مقياس نانو اثبات شده است،  الاستيسيته

، با انقباض مود ٥تا  ١تغيير نسبي پارامتر غير موضعي از مقدار با 
نخست ارتعاشي، نسبت به تئوري كلاسيك انرژي كمتري براي اين مود 

براي  در شرايط انتهايي گوناگون 𝜙 مود نخست كند. پيش بيني مي
𝑧  مقطع طولي =  رسم شده است. ١٢و  ١١و  ١٠در شكل ±0.16 

براي مقطع طولي  ايط انتهايي گوناگون در شر 𝜓 نخست مودهمچنين 
𝑧 =   .رسم شده است ١٥و  ١٤و  ١٣در شكل ±0.16 

                                                             
5 Frequency spectrum 
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𝒇𝟏 هاي اول تا سوم فركانس -٤جدول − 𝒇𝟑(𝑮𝑯𝒛)هاي  ) شرط مرزي
C-C , C-H ,H-H   براي حالت مدار بسته وجوه بالايي و پاييني

𝝓تير(
𝟎

= 𝝍
𝟎

= 𝟎(  
 

 
  

𝜏
𝐿𝑥

ൗ   ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠ 

C
-C

  

𝑓
1

 ٣/٨١٩٦ ٤/٤٧٩٤ ٥/٣١٧٠ ٦/٣٠٦٢ ٧/٢٣٥٧ ٧/٦٤٤٨ 
𝑓ଶ ٥/٣٩٥٥ ٦/٥٩٧٦ ٨/٤١١٣ ١١/٢٩٣٧ ١٥/٦٢٣٧ ١٨/٦٧٣٠ 
𝑓ଷ ٦/٧٥٥٩ ٨/٣١٧٥ ١٠/٧٧٣٥ ١٥/٠٨٩٠ ٢٣/٤٦١٠ ٣٢/٤١٢٢ 

C
-H

  

𝑓
1

 ٢/٨٥٧٤ ٣/٣٣٨١  ٣/٩٤١٩ ٤/٦٤٦٤  ٥/٣٠١٥  ٥/٥٨٦٠  
𝑓ଶ  ٤/٩٠٤٩ ٥/٩٧٨٧ ٧/٥٨٥٣ ١٠/١٠٩٩ ١٣/٨٥٠١ ١٦/٣٨٤٣ 
𝑓ଷ  ٦/٣٠١١ ٧/٧٧٣٠ ١٠/٠٩٣٠ ١٤/١٦٥٦ ٢٢/٠٠٩٨ ٣٠/٢٧٩٦ 

H
-H

 

𝑓
1
  ٢/٠٧٩٦ ٢/٢٧١١ ٢/٨١٨٤ ٣/٢٧٩٥ ٣/٦٩٥٤ ٣/٨٧٣٧ 

𝑓ଶ  ٤/٢٥٠١ ٤/٩٦٣٨ ٦/٥٦٦٨ ٨/٧٢٤٩ ١١/٨٦٣٨ ١٤/٠١٠٣ 
𝑓ଷ  ٥/٨٤٨٩ ٦/٩٦٢٧ ٩/٣٩٥٦ ١٣/٢٠٧٣ ٢٠/٥١٦١ ٢٨/٢٠٥٧ 

  

  

𝒇𝟏 هاي اول تا سوم فركانس ٥جدول − 𝒇𝟑(𝑮𝑯𝒛)هاي  ) شرط مرزيC-

C,C-H,H-H  )براي حالت مدار باز تير𝑫𝒛 = 𝟎, 𝑩𝒛 = 𝟎(  
  

𝜏
𝐿𝑥

ൗ   ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠ 

C
-C

  

𝑓
1

   ٣/٨٣٢٤ ٤/٤٩١٨ ٥/٣٢٦٩ ٦/٣٠٩٨ ٧/٢٩٩٦  ٧/٦٤٠٥ 

𝑓ଶ  ٥/٢٧١٩ ٦/٤٤٠٢ ٨/١٩٦٠ ١٠/٩٦٧٦ ١٥/٨٥٣٧ ١٧/٦٦٢٧ 

𝑓ଷ  ٦/٦٨٣٥ ٨/٢٢٥٨ ١٠/٦٤٩٨ ١٤/٩٠٤٦ ٢٣/١٣٨٨ ٣١/٧٩٩٢ 

C
-H

  

𝑓
1

   ٢/٨٦٨٨ ٣/٣٤٨٨  ٣/٩٤٩٧ ٤/٦٤٨٠  ٥/٢٩٤٠  ٥/٥٦٧٥  

𝑓ଶ  ٤/٨٤٠١ ٥/٨٩٥٥ ٧/٤٧١٠ ٩/٩٣٦٨ ١٣/٥٦٦٣ ١٥/٨٢٧٤ 

𝑓ଷ  ٦/٢٢١٥ ٧/٦٧٣٤ ٩/٩٦٠٦ ١٣/٩٧١٤ ٢١/٦٧٨١ ٢٩/٦٠٢٦ 

H
-H

 

𝑓ଵ  ٢/٠٨٧٨ ٢/٤٢٠٩ ٢/٨٢٩٤ ٣/٢٩٢٣ ٣/٧٠٩٨ ٣/٨٨٨٧ 

𝑓ଶ  ٤/٢٧١٧ ٥/٢٠٦٥ ٦/٦٠٠٠ ٨/٧٦٨٧ ١١/٩٢٢٨ ١٤/٠٧٩٤ 

𝑓ଷ  ٥/٨٤١٦ ٧/٢١٥٣ ٩/٣٨٣٩ ١٣/١٩٠٦ ٢٠/٤٨٨٩ ٢٨/١٦٦١ 

  
كه مربوط به شكل مود حالت دوسرلولا  ١٥و  ١٢و  ٩با توجه به شكل

هاي تير با اين شرط مرزي پارامتر موضعي بر شكل مود  مي باشند،
هر چند فركانس مربوط به اين مود ها تحت تاثير پارامتر  تاثيري ندارد.

الف و ب) و با - ١٤طبق روابط (. )٥و  ٤ يابد.(جدول موضعي كاهش مي
مغناطيس برعكس ميدان  توجه به خواص ماده مورد نظر، ميدان

هاي جابجايي  نسبتا قوي تحت تاثير ميداننيروي  زوجالكتريكي، با يك 
در اين مطالعه ميدان الكتريكي و  از سويي بخاطر اينكه است.

مغناطيسي دو بعدي فرض شده و در راستاي ضخامت داراي آزادي 
ي كوپل  هاي جابجايي بويژه جابجايي جانبي نيز بواسطه باشند، مود مي

اين يعني  گيرند. الاستيك ياد شده تحت تاثير اين آزادي قرار مي-مگنتو
ي  كه در آن همه ي كي فضاي تابعي مدل شده، نسبت به مطالعه

هاي الكترومغناطيس در  ها يك بعدي فرض شده و توضيع ميدان ميدان
راستاي ضخامت با فرض كسينوسي بودن تحميل شده است، گسترده 

هاي بدست آمده در اين دو مطالعه  پس اگرچه ميان فركانس تر است.
شود، وجود تفاوت  ديده مي %1.1اختلافي به ميانگين  ٣ طبق جدول

در اين مطالعه و مطالعه كي،  ميان شكل مودهاي بدست آمده چشمگير
ناپذير است. اين موضوع با مقايسه شكل مود نخست ميدان گريز

نمايان  ٢١ تا  شكل ١٦الكتريكي و مغناطيسي رسم شده در شكل 

هاي بدست آمده در اين مطالعه و مطالعه كي تفاوت  است. فركانس
   .)٣شود(جدول اندكي ديده مي

هاي تير  ي با مدل ارائه شده در كار حاضر امكان مقايسه فركانساز سوي
هاي ميدان  شكل مود ).٥و ٤ جدولمدار باز و مدار بسته ايجاد شد (

هاي  هاي جابجايي و ميانگين وزن دار(در راستاي ضخامت) شكل مود
مطالعه كي همسان با نتايج هاي الكترو مغناطيس در اين مطالعه  ميدان

    .است، بدست آمد ها را بصورت يك بعدي فرض كرده ري متغي كه همه
  
  
 

 

  
 

𝝉اثر پارامتر غير موضعي -٧  شكل 𝑳𝒙⁄  بر شكل مود نخست در حالت
C-C )تير مدار بسته𝒘∗جابجايي بدون بعد :  

  
  
  

 
 

  
 

𝝉اثر پارامتر غير موضعي -٨  شكل 𝑳𝒙⁄   بر مود نخست در حالتC-H  
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 H-H بر شكل مود نخست در حالت  اثر پارامتر غير موضعي -٩  شكل
  تير مدار بسته

 
 

  
𝑧با اين وجود نمودار دو بعدي برش مقطع = هاي  مطابق مود ±0.16

  .) ١٥و  ١٤و  ١٣ باشد(شكل ي كي مي مغناطيسي مطالعه
 

 

  
 

بر شكل مود نخست ميدان  اثر پارامتر غير موضعي -١٠  شكل
  : پتانسيل الكتريكي بدون بعد)∗C-C )𝛗تير  الكتريكي 

  
 

 

  
 

  
 

اثر پارامتر غير موضعي بر شكل مود نخست ميدان الكتريكي  -١١  شكل
 C-Hتير 

 
 

  
 

  
𝛕اثر پارامتر غير موضعي -١٢  شكل 𝐋𝐱⁄  بر شكل مود نخست ميدان

 H-Hالكتريكي تير 
 

 
 

  
 

اثر پارامتر غير موضعي بر شكل مود ميدان مغناطيسي تير  - ١٣  شكل
C-C 

 
 

 

 
 

  
 

اثر پارامتر غير موضعي بر شكل مود نخست ميدان  -١٤  شكل
 C-H تيرمغناطيسي 
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𝝉اثر پارامتر غير موضعي -١٥  شكل 𝑳𝒙⁄  بر شكل مود نخست ميدان

   H-Hمغناطيسي تير 
  

  
 

  
 

  C-Cشكل مود نخست پتانسيل الكتريكي تير  -١٦  شكل

 
 

 

 

  نتيجه گيري و جمع بندي - ٥

مدل نانو تير تيموشنكو با استفاده از روش هم مكاني  ٤در بخش 
عاعي بهبود يافته گسسته اي ش با تابع ميانياب نقطه ١سراسري

ها را  تاثير پارامتر موضعي بر شكل مود ٢١تا  ٧ شكل شد. سازي
  دهد. بطور خلاصه در اين مطالعه: مينشان 

  
 

 

  
 

  C-Cشكل مود نخست پتانسيل مغناطيسي تير  -١٩  شكل
 

 

 
 

  
 

  C-Hشكل مود نخست پتانسيل مغناطيسي تير  ٢٠  شكل
  

  
 

 

                                                             
1 Global Colocation 

 

  
 

  C-Hشكل مود نخست پتانسيل الكتريكي تير -١٧  شكل

 
 

 

  
  H-Hشكل مود نخست پتانسيل الكتريكي تير  -١٨  شكل
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  H-Hشكل مود نخست پتانسيل مغناطيسي تير  ٢١  شكل
 

 

  
براي ديفرانسيل  دستگاه معادلات انتگرالبراي نخستين بار  - ١

. معادلات بدست الاستيك ارائه شد نانوتيرهاي مگنتو الكترو 
اي  آمده با روش تربيع ديفرانسيلي با تابع ميانياب نقطه

معادلات براي شرايط سازي شد و حل عددي  شعاعي گسسته
 )١٤و  ١٣، ١٢، ١١ مرزي گوناگون انجام پذيرفت.(روابط

با  %1.1فركانس هاي بدست آمده براي مدل حاضر تفاوت  - ٢
 )٣ ] نشان داد.(جدول7فركانس هاي مدل مرجع كي [

پارامتر غيرموضعي تاثير كاهنده در فركانس هاي ارتعاشي  - ٣
 )٥و  ٤، ٣  همه حالت هاي بارگذاري دارد.(جدولبراي 

بسته طيف فركانسي فشرده  باز نسبت به تير مدار تير مدار - ٤
 )٥و  ٤ .(جدولتري دارد

دار شكل مود هاي  شكل مود هاي يك بعدي و ميانگين وزن - ٥
 دوبعدي، با نتايج كي مطابقت دارد.
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