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  چكيده

محدود، ارتعاش آزاد و پاسخ استاتيكي تير هدفمند مدرج پيزوالكتريك در شرايط  الاستيسيته دو بعدي و با استفاده از روش اجزا نظريهدر اين تحقيق بر اساس 
فمند متغير مرزي متفاوت بررسي شده است. خواص مكانيكي، الكتريكي و الكترومكانيكي اين تير در راستاي ضخامت طبق رابطه تابع تواني تيرهاي مدرج هد

اجزا محدود و به است و با حل معادلات به روش  هو عملگري اسنخراج شد يحسگرون براي هر دو حالت است. معادلات حاكم بر تير با به كارگيري اصل هميلت
- گيردار، ساده-است. شرايط مرزي مكانيكي دو انتهاي تير به صورت آزادهاي طبيعي و پاسخ استاتيكي تير ارايه شدهالاستيسيته دوبعدي فركانس نظريهكمك 

هاي متفاوت در نظر گرفته شده است. شده و شرايط مرزي الكتريكي تير به صورت مدار باز و مدار بسته با اعمال اختلاف پتانسيلگيردار بيان -ساده و گيردار
  تاثير طول به ارتفاع تير، شرايط مرزي و نحوه توزيع خواص تير بر روي فركانس طبيعي و خمش تير مورد بررسي واقع شده است.
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Investigating Free Vibration and Static Response of Functionally Graded Piezoelectric 

Beam Based on Two-dimensional Elasticity Theory 
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Abstract  
Free vibration and static analysis of a functionally graded piezoelectric beam is carried out by the finite element method in present 
study. Mechanical, electrical and electromechanical properties are estimated by the power low distribution through the thickness of 
the beam. Governing equations are derived using Hamilton’s principle and two dimensional theory of elasticity. Convergence of the 
proposed finite element method is verified by several examples in free vibration and static analysis under mechanical and electrical 
loads with different types of boundary conditions. After validating the model, effect of different parameters are investigated on 
natural frequencies and static response of functionally graded piezoelectric beam. 
Keywords: Functionally graded piezoelectrics material, Two dimensional elasticity theory, Static response, Natural frequency, 
Finite element method.  
 

 

   مقدمه - ١
مواد پيزوالكتريك به علت خواص الكترومكانيكي مناسب، طراحي 
پذيري بالا و بازدهي مناسب در تبديل انرژي الكتريكي و انرژي 

اي در ساخت و كنترل حسگرها كديگر به صورت گستردهيمكانيكي به 
عملگرهاي  پيزوالكتريك در شوند. حسگرها و و عملگرها به كار برده مي

به خصوص در صنايع وابسته به  ١سيستم هاي ميكرو الكترمكانيك
شوند. به منظور بهينه سازي عملكرد مواد هوافضا و پزشكي استفاده مي

اي در طراحي و ساخت پيزوالكتريك، سابقا از مواد پيزوالكتريك لايه
زرگ امكان بروز هاي بشد. تغيير مكانحسگرها و عملگرها استفاده مي

                                                             
1 Microelectromechanical Systems 

ا يآورد؛ چسب اي فراهم ميهاي لايهبرخي معايب را در پيزوالكتريك
ساير مواد مقيد كننده لايه هاي پيزوالكتريك ممكن است در تغيير 

ا با بالا رفتن دما منجر به خزش يشكل هاي بزرگ دچار ترك شده و 
ركز شوند. همچنين به علت تغيير ناگهاني خواص مواد امكان ايجاد تم

ابد. به منظور برطرف كردن معايب يها افزايش ميتنش در  بين لايه
اي و با توجه به پيشرفت هاي اخير در متالورژي مواد پيزوالكتريك لايه

و روش هاي ساخت مواد، از مفاهيم حاكم در مواد مدرج هدفمند در 
]. تحقيقات اخير در ١- ٢شود [ساخت مواد پيزوالكتريك استفاده مي

بهينه سازي عملكرد مواد پيزوالكتريك منجر به ساخت مواد  زمينه
  مدرج هدفمند پيزوالكتريك شده است.

] ساخت عملگر از جنس مواد مدرج ٢ژو و منگ [ ١٩٩٥در سال 
هدفمند پيزوالكتريك را با استفاده از روش پودر زني گزارش كردند و 
مشخصات مكانيكي و الكتريكي و جابجايي انتهاي آزاد عملگر را به 
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صورت تجربي اندازه گيري كردند. همچنين با تغيير تركيب سطح 
اد تشكيل دهنده تير را بر رفتار ذاتي آن مقطع تير، تاثير تركيب مو

با استفاده از ضريب  ٢٠٠٠بررسي كردند. كروسينگ در سال 
برنولي مدلي تحليلي براي  - اويلر نظريهالاستيسيته مدرج و به كمك 

]. هم چنين در سال ٣ك تير به عنوان عملگر ارايه كرد [يافتن پاسخ ي
تجربي، رگرسيون خطي  ] با ارايه نتايج٤هاوكه و همكارانش [ ٢٠٠٠

جابجايي انتهاي تيري با ضريب پيزوالكتريك متغير را محاسبه كردند. 
با استفاده از روش اجزا محدود خطي، توزيع  ٢٠٠٥] در سال ٥لي [

ك تير دو بلوره مدرج هدفمند با خاصيت يتنش و جابجايي 
به  پيزوالكتريكي را ارايه كرد. او در اين تحقيق تغيير خواص را در تير

صورت لايه اي در نظر گرفته بود؛ به طوري كه خواص مكانيكي و 
] نيز در سال ٦الكتريكي در لايه هاي مختلف متفاوت بودند. هسو [

با تركيب روش مربعات ديفرانسيلي و اصل هميلتون رفتار  ٢٠٠٥
الكترومكانيكي تير مدرج هدفمند لايه اي با خاصيت پيزوالكتريكي را 

با بهره  ٢٠٠٦تا  ٢٠٠٤همكارانش در سال هاي بررسي كرد. شي و 
براي  گيري از الاستيسيته دو بعدي و تابع تنش ايري روابط فرم بسته

]. همچنين ٨- ٧عملگر مدرج هدفمند پيزوالكتريك به دست آوردند[
پاسخ استاتيكي تير مدرج هدفمند را  ٢٠٠٩] در سال ٩ژيانگ و شي [

ز تابع تنش ايري بررسي كردند. با بارگذاري مكانيكي و با استفاده ا
ك تير يپاسخ تحليلي و نيمه تحليلي  ٢٠١٠] در سال ١٠هوانگ [

مدرج هدفمند پيزوالكتريك با خواص الكترو مگنتو مكانيكي متغيير را 
دوروشي و  ٢٠١١در بارگذاري هاي اتفاقي به دست آورد. در سال 

اد و پاسخ مرتبه سه تيرها ارتعاش آز نظريه] به كمك ١١همكارانش [
ديناميكي تير مدرج هدفمند را تحت بارهاي مكانيكي، الكتريكي و 

 ٢٠١٣] در سال ١٢گرمايي بررسي كردند. كميجاني و همكارانش [
تحليل غيرخطي عملگرهاي ميكروسازه اي را تحت بارهاي مكانيكي، 

تير تيموشينكو انجام دادند. در  نظريهالكتريكي و گرمايي با استفاده از 
] اثر اندازه را در تحليل و مدلسازي ١٩رحماني و پدرام [ ٢٠١٤سال 

تير تيموشنكو بررسي  نظريهتير مدرج هدفمند پيزوالكتريك براساس 
] ارتعاش آزاد و خمشي ميكرو ٢٠لي و پن [ ٢٠١٥كردند. در سال 

لين و همكارانش  ٢٠١٥صفحه مدرج هدفمند را بررسي كردند. در سال 
ي غيرخطي تير مدرج هدفمند را بررسي ] پاسخ الكترومكانيك٢١[

  كردند. 
اكثر تحقيقات صورت گرفته بر روي تيرهاي مدرج هدفمند با 

تيرها انجام شده  نظريهخاصيت پيزوالكتريكي با استفاده از فرضيات 
ك بعدي به كار يك مساله دو بعدي به يتيرها براي تبديل  نظريهاست. 

- ١٤ابد [يآن ها كاهش مي تير دقت١روند و با كاهش ضريب لاغريمي
]. به دليل عدم استفاده از تقريب و دقت بالا در روش الاستيسيته دو ١٣

بعدي، و عدم بررسي جامع ارتعاش آزاد تيرهاي مدرج هدفمند با 
افتن فركانس يخاصيت پيزوالكتريكي، در مقاله حاضر از اين روش براي 
پيزو الكتريكي  طبيعي و پاسخ استاتيكي تير مدرج هدفمند با خاصيت

تحت بار الكتريكي و مكانيكي در شرايط مختلف استفاده شده است.در 
تحقيق جاري، با استفاده از اصل هميلتون و رابطه ماكسول و به كمك 
روابط الاستيسيته و پيزوالكتريكي در دو بعد، معادلات حاكم بر تير 

                                                             
1Slender ratio  

وش است. از رمدرج هدفمند با خاصيت پيزوالكتريكي به دست آمده
اجزا محدود براي حل معادلات حاكم بر تير در شرايط مرزي مكانيكي 

 – آزاد و گيردار  - ساده، گيردار - متفاوت،  شامل تكيه گاه هاي ساده
گيردار و شرايط مرزي الكتريكي شامل مدار باز و مدار بسته (با اعمال 

است. مراحل شبيه سازي تير به ولتاژهاي متفاوت) در نظر گرفته شده
قسمت پيش پردازش، حل و پس پردازش تقسيم شده است. مرحله  سه

پيش پردازش با مش زدن محدوده تير، شماره گذاري المان ها و گره 
ها، شروع مي شود و با سرهم بندي ماتريس هاي هر المان، ماتريس 
هاي كلي به دست مي آيد. در مرحله بعد با استفاده از ماتريس جرم و 

شرايط مرزي فركانس هاي طبيعي و تغيير ماتريس سفتي و اعمال 
شكل ها به دست مي آيند. از آنجا كه خواص الكتريكي، مكانيكي و 
الكترومكانيكي در راستاي ضخامت متغير است، براي محاسبه انتگرال 

  ها از روش گوس لژاندر استفاده شده است.
  

  معادلات - ٢
كه از مواد مدرج  hو ارتفاع  b، عرض lتيري با طول  ١شكل

دهد. هدفمند با خاصيت پيزوالكتريك ساخته شده است را نمايش مي
به تير اعمال شده است. خواص  V0و اختلاف پتانسيل  qبار عرضي 

مكانيكي، الكتريكي و الكترومكانيكي تير در راستاي ضخامت طبق تابع 
) آورده ١در رابطه ( Pتواني متغير است. اين تابع تواني براي خاصيت 

  .]١١است [شده

  
  هندسه تير -١شكل 

  

)١(  u u l lP P V P V  

به ترتيب خواص مكانيكي، الكتريكي و الكترومكانيكي در  Plو  Puكه 
نسبت حجمي خواص  Vlو  Vuسطوح بالا و پايين تير هستند. همچنين 

  شوند.) محاسبه مي٢سطوح بالا و پايين هستند كه طبق رابطه (

)٢(  2
,  1

2

n

u l u
z h

V V V
h

    
 

  

n و ٣باشد. روابط (ضريب نسبت حجمي است كه عددي نامنفي مي (
دهند را نمايش مي ) معادلات ساختاري حاكم بر مواد پيزوالكتريك٤(

ميدان تنش، ميدان  بيانگر} به ترتيب D{ و {E}}، ε،{ {σ}كه در آن
  ].١يكي و جابجايي الكتريكي هستند[كرنش، ميدان الكتر

)٣(         [C ] TE e E    

)٤(       [ ]D e k E      
 

هاي سفتي مكانيكي و به ترتيب ماتريس [kε] و[CE] در روابط فوق الذكر
اي در ميدان كرنش و باشند كه در حالت تنش صفحهالكتريك ميدي

نيز ماتريس  [e] واند گيري شدهميدان الكتريكي ثابت اندازه
هاي ماتريس باشد. مولفهاي ميصفحهپيزوالكتريك در حالت تنش 

جايي ) وابسته به جابه٦و ( )٥كرنش و ميدان الكتريكي طبق روابط (
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  .]١٨[ باشندمي ϕ) و پتانسيل الكتريكي u,wهاي ( 
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x z z x
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نيز از اصل هميلتون استفاده براي به دست آوردن معادلات حاكم بر تير 
  ].١١گردد [) بيان مي٧شود.اين اصل به صورت رابطه (مي

)٧(  2 2

1 1

0
t t

t t
Ldt Wdt     

 باشد. لاگرانژي در اين معادله تنهاكار خارجي مي Wلاگرانژي و  Lكه 
باشد بلكه قسمت الكتريكي را نيز مربوط به قسمت مكانيكي مساله نمي

) و ٨عبارات لاگرانژي و كار خارجي به ترتيب در روابط (شود.شامل مي
  شوند.) بسط داده مي٩(

)٨(   1
2

T

V

L u u H dV     

)٩(     T T T T
S S V V

S V

W u f q dS u f q dV          

شارژ  qsنيروي سطحي،  fsآنتالپي،  Hبردار جابجايي،  uدر روابط اخير 
شارژ الكتريكي حجمي در واحد  qvنيروي حجمي،  fvالكتريكي سطحي، 

 باشند.نيز به ترتيب حجم و سطح محدوده مورد نظر مي Sو  Vسطح و 

)١٠(  .TH P E D   
نشان داده شده است كه حاصل  P) انرژي پتانسيل با ١٠در رابطه (

  باشد.جمع انرژي پتانسيل الكتريكي و انرژي كرنشي تير مي

)١١(  1 1
2 2

T TP E D    

)، لاگرانژي به ٨با جايگذاري روابط انرژي پتانسيل و آنتالپي در رابطه (
  ) قابل نمايش است.١٢صورت رابطه (

)١٢(   1 1 1
2 2 2

T T T

V

L u u E D dv       

ها رابطه هميلتون به همچنين با اعمال روابط ساختاري پيزوالكتريك
  شود.) بازنويسي مي١٣صورت رابطه (

)١٣(  
 

   

2

1

2

1
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t T T T T
s s V Vt
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u u C e E E e E kE dV dt

u f q ds u f q dV
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 

  
 فرمول بندي اجزاء محدود - ٣

روش اجزاء محدود به كمك فرم ضعيف گالركين براي حل  
]. با ١٥شود [معادلات حاكم بر سيستم به صورت عددي به كار برده مي

هاي موجود در اي مرتبه دوم، عبارتگيري از توابع شكل چند جملهبهره
  ].١٤شوند [زير تقريب زده مي) به صورت ١٣رابطه (

)١٤(      e

e

uu
w u wN  

)١٥(     eN       

)١٦(       S, V,s vf e f ef N f N f         

)١٧(       S, V,s vq e q eq N q N q         

چنين براي به دست آوردن ميدان كرنش و ميدان الكتريكي از هم

-جايي و پتانسيل الكتريكي استفاده ميمشتق توابع شكل و مقدار جابه

  ].١٣شود [

)١٨(      e

e

u
u wB   

)١٩(     eE B      

سازي با جايگذاري فرم اجزاء محدود عبارات معادله حاكم بر تير و ساده
) به عنوان معادلات حاكم بر تير به دست ٢١) و (٢٠ها معادلات (آن
  آيند.مي

)٢٠(           e e

e e

u u
uu uu u ew wM K K f     


  

)٢١(       e

e

u
u ewK K q            

روابط اجزاء ) معادلات حاكم بر تير با اعمال ٢١) و (٢٠معادلات (
ماتريس سفتي مكانيكي،  ماتريس جرم،  باشند. محدود مي

هاي سفتي الكترومكانيكي و نيز به ترتيب ماتريس و  
  باشند.نيز ماتريس سفتي الكتريكي مي 

)٢٢(       T
uu u u

V

M N N dV   

)٢٣(        T
uu u u

V

K B C B dV  

)٢٤(     T
u u

V

K B e B dV         

)٢٥(    T
u u

V

K B e B dV         

)٢٦(   T

V

K B K B dV              

) به روش ٢٦) تا (٢٢هاي موجود در معادلات (لافتن پاسخ انتگراي
ممكن است. از آنجا كه براي گسسته سازي محدوده تير  لژاندر - گوس

اي استفاده شده است، در اين روش از المان مستطيلي چهار نقطه
گيري عددي استفاده از نه نقطه جهت يافتن پاسخ با  دقت انتگرال

  مناسب كافي است.
و عملگري با حل همزمان  يحسگرپاسخ استاتيكي در حالت 

آيد. پاسخ عمال شرايط مرزي به دست مي) و ا٢١) و (٢٠معادلات (
باشد پس عبارت وابسته به زمان از معادله استاتيكي مستقل از زمان مي

هاي طبيعي بايد چنين براي يافتن فركانسشود. هم) حذف مي٢٠(
) به ماتريس ٢١) و (٢٠هاي سفتي مطرح شده در معادلات (ماتريس

  )٢٧ل از رابطه (سفتي معادل تبديل شوند. ماتريس سفتي معاد
  شود.محاسبه مي

)٢٧(    1
eq uu u uK K K K K  

                 

ساده و  - ساده، گيردار - شرايط مرزي مكانيكي تير به صورت ساده
گردد كه براي اعمال هركدام بايد بر درجات مي مطرح گيردار - گيردار

هايي كه بر روي مرزهاي محدوده تير قرار دارند آزادي مكانيكي المان
تغييرات لازم اعمال گردد. شرايط مرزي الكتريكي نيز به صورت مدار 

بايست تغييراتي بر گردد. در اين حالت ميباز و مدار بسته مطرح مي
ها هايي كه اختلاف پتانسيل روي آني المانروي درجات آزادي الكتريك

شود، اعمال گردد. اگر اختلاف پتانسيل مشخصي به دو مرز تير وارد مي
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هاي موجود بر آن دو اعمال گردد، مقدار اختلاف پتانسيل الكتريكي گره
مرز در حين حل مساله ثابت و برابر همان اختلاف پتانسيل اعمال شده 

الت مدار باز كه اختلاف پتانسيلي در خواهد بود. هم چنين در ح
جايي الكتريكي سطح شود جابهراستاي ضخامت به تير اعمال نمي

ها در موارد استفاده پيزوالكتريكشود. بالايي و پاييني تير برابر صفر مي
فعال عملگرها، معمولا شرايط در مدارهاي برداشت انرژي و كنترل نيمه

؛ زيرا در اين مدارها علاوه بر باشدمرزي به صورت مدار بسته مي
باشند كه ها اجزاي ديگر مدارهاي الكتريكي نيز حاضر ميپيزوالكتريك

حالات مختلف شرايط مرزي دهند. يك مدار بسته را تشكيل مي
 مكانيكي به صورت زير است.

)٢٨(  S-S:   0                                            0,w x L   

)٢٩(  :    0,  0                   0,w
xC C w x L
     

)٣٠(   : 0,  0                       0w
xC F w x
     

) و ٣١همچنين شرايط مرزي مدار باز و مدار بسته نيز به صورت روابط (
 .شوند) اعمال مي٣٢(

)٣١(   O.C:   , 02z
hD x   

)٣٢(      02 2
C.C:   , ,h hx x V     

  نتايج مقايسه - ٤
ابتدا برخي از نتايج اين تحقيق به منظور در اين بخش در 

گردد. اعتبار سنجي در مثال اعتبارسنجي با تحقيقات مشابه مقايسه مي
اول در مقايسه با ارتعاش آزاد تير مدرج هدفمند بدون خاصيت پيزو 
الكتريكي صورت گرفته است در حالي كه  در دو مثال بعد، مقايسه 

صيت پيزوالكتريكي صورت گرفته هايي با تيرهاي  مدرج هدفمند با خا
الاستيسيته دو بعدي استفاده  نظريهكي از دو مثال آخر ياست. در 

است. در مرتبه سوم تيرها بهره گرفته نظريهاست و ديگري از شده
بعد تير مدرج هدفمندي متشكل از هاي طبيعي بيفركانس ١جدول 
PZT-4  وPZT-5H  ١با شاخص نسبت حجميn=  ١٥و لاغريL/h= 

است. هاي روي يك تير نمايش داده شدهبراي تعداد متفاوت المان
بعد شده ) بي٣٣هاي ارايه شده در اين جدول توسط رابطه (فركانس

  است.

)٣٣(  
11

h
C
   

- المان براي بررسي ١٢٠با توجه به بررسي صورت گرفته، تعداد 

هاي اين مطالعه انتخاب شده است. لازم به ذكر است كه نتايج موجود 
است كه توسط  كديها و بخش مطالعه پارامتري مستخرج از در مقايسه

  است. تهيه شده MATLAB (2012)مولفين در نرم افزار 
  

  .هابررسي همگرايي تعداد المان -١جدول 

  تعداد المان
 

140 120 100 80 60 40 
0.0187 0.0187 0.0187 0.0188 0.0188 0.0191  

0.1099 0.1100 0.1101 0.1104 0.1110 0.1126  

0.2024 0.2024 0.2024 0.02024 0.2024 0.2025  

0.2831 0.2834 0.2839 0.2847 0.2866 0.2911  

0.5034 0.5041 0.5052 0.5071 0.5113 0.5234  

: سه فركانس طبيعي اول بدون بعد يك تير مدرج هدفمند ١مثال
در  ١٠٠و  ٥٠، ٢٠هاي و ضريب لاغري =١nبا شاخص نسبت حجمي 

گيردار با مقادير به دست آمده در  - ساده و گيردار - شرايط مرزي ساده
دست آمده مقايسه] به ١٥مكارانش [تحقيقي كه توسط الشوربگي و ه

 شده است. 

] صورت گرفته است ١٥در تحليلي كه توسط الشوربگي و همكارانش [
سطح بالايي تير از آلومينا و سطح پاييني از فولاد تشكيل شده است كه 

بعد كردن بيان شده است. براي بي ٢ها در جدولخواص فيزيكي آن
  .استشده) استفاده ٣٤فركانس طبيعي در آن تحقيق از رابطه (

)٣٤(  2 l

l

A
E I

L
   

انگ يمدول  Eچگالي سطح پاييني،  ρفركانس طبيعي،  ωكه در آن 
باشد. در جدول نيز فركانس طبيعي بي بعد شده مي Ωسطح پاييني و 

مقايسه بين نتايج اين مطالعه و نتايج موجود در مراجع مذكور صورت  ٣
- ) مي٣٥گرفته است. اختلاف بين نتايج به صورت نسبي و طبق رابطه (

  باشد.
  ].١٥خواص مكانيكي آلومينا و فولاد [ -٢جدول 

ضريب   
  پواسون

مدول 
  )GPaيانگ(

  )Kg/m3چگالي(

 3960 390 0.3  سطح بالايي

 7800 210 0.3  سطح پاييني

  

)٣٥(  
100

r p

r
Diff

 
 


 

به ترتيب مقدار فركانس طبيعي موجود در  و  ) ٣٥در رابطه (
 باشد.مراجع و فركانس طبيعي به دست آمده در اين تحقيق مي

باشد ستون اختلاف مربوط به درصد اختلاف نسبي مي ٣در جدول 
گردد. در مثال اول به علت نبود ) محاسبه مي٣٥( كه طبق رابطه

نين نزديك چخاصيت پيزوالكتريكي در مواد تشكيل دهنده تير و هم
]، ١٦[ بودن شيوه حل معادلات در مطالعه حاضر به شيوه حل آن مرجع

  % است.١درصد اختلاف نسبي زير 
: در اين مثال تير مدرج هدفمندي با خاصيت ٢مثال  

شود. سطح مي در نظر گرفته L/h=6پيزوالكتريكي با ضريب لاغري 
تشكيل شده است و  PZT-5Hو سطح پاييني از  PZT-4بالاي اين تير از 

 ٤باشد. در جدول آزاد مي - شرايط مرزي تير نيز به صورت گيردار
   است.مشخصات فيزيكي مواد پيزوالكتريك آورده شده

 qجايي بدون بعد لبه تير تحت بار عرضي تغييرات جابه ٢در شكل 
نسبت به تغييرات شاخص نسبت حجمي آورده شده است و با نتايج 

نتايج به  ] مقايسه شده است.١٧[ لي]  و كمي١٦حاصل از كار يانگ [
مرتبه اول  نظريه] به ترتيب بر اساس ١٧] و [١٦دست آمده در مراجع [
تر از مرتبه سوم دقيق نظريهجا كه از آن باشد.و مرتبه سوم تيرها مي

مرتبه سوم  نظريهمرتبه اول است، نتايج به دست آمده بر اساس  نظريه
 ها و نظريههاي موجود در كه بدون اعمال تقريببه نتايج مطالعه حاضر 

تر الاستيسيته دو بعدي صورت گرفته است نزديك نظريهبا استفاده از 
  است.
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  ]١٥[بعد به دست آمده از مطالعه حاضر و مرجع بيفركانس طبيعي  -٣جدول 
L/h=100 L/h=50 L/h=20   

درصد 
 اختلاف

]١٥[مرجع  مطالعه حاضر درصد  
 اختلاف

درصد   ]١٥[مرجع مطالعه حاضر
 اختلاف

 شرايط تكيه گاهي   ]١٥[مرجع مطالعه حاضر

0.276 4.0446 4.0558 -0.003 4.0556 4.0555 0.225 4.0447 4.0537 Ω1  

ساده -ساده  

 

0.171 8.0891 8.103 -0.128 8.1114 8.101 -0.029 8.0894 8.087 Ω2 

0.125 12.1337 12.149 -0.203 12.168 12.143 -0.334 12.1365 12.096 Ω3 

0.005 6.0903 6.0907 -0.246 6.1052 6.0902 0.312 6.0680 6.087 Ω1  

درگير -درگير  0.057 10.1102 10.116 -0.165 10.1307 10.114 0.530 10.0394 10.093 Ω2 

0.086 14.1537 14.166 -0.142 14.1771 14.157 0.592 14.0125 14.096 Ω3 

  
  مشخصات فيزيكي مواد پيزوالكتريك -٤جدول 

PZT-4 PZT5-H   فيزيكي خواص  

139 127.20 1660 239 (GPa) 

77.8 80.21 770 104 (GPa) 

139 127.20 780 50 (GPa) 

74.3 84.67 1660 247 (GPa) 

74.3 84.67 780 52 (GPa) 

115 117.44 1620 137 (GPa) 

25.6 22.99 430 65 (GPa) 

25.6 22.99 430 66 (GPa) 

30.6 23.47 445 76 (GPa) 

12.7 17.03 11.6 2.8 (cm-2) 

12.7 17.03 11.6 3.4 (cm-2) 

-5.2 -6.62 -4.4 -0.4 (cm-2) 

-5.2 -6.62 -4.4 -0.3 (cm-2) 

15.1 23.24 18.6 4.3 (cm-2) 

1.306 2.771 0.112 0.196 
 

1.306 2.771 0.112 0.201  
1.151 3.010 0.136 0.28  
7500 7500 5700 5300 (Kg/m3) 

  
طبيعي اول بدون بعد تير مدرج  سه فركانس: در اين مثال ٣مثال 

بررسي  ٢هدفمندي با خاصيت پيزوالكتريكي با مشخصات مشابه مثال 
] مقايسه ١١شده است و نتايج آن با بررسي صورت گرفته در مرجع[

  است.شده
  

 
  ]١٧] و [١٦[ نتايج مطالعه حاضر و نتايج موجود در مراجع -٢شكل 

  
 =١٥L/hبا ضريب لاغري نتايج اين مقايسه را براي تيري  ٥جدول 

-گيردار در شاخص - آزاد و گيردار - ساده، گيردار - مرزي ساده و شرايط

بالا بودن ضريب  دهد. به علتنمايش مي هاي نسبت حجمي متفاوت
] ١١چه كه در مرجع [لاغري نتايج به دست آمده از اين مطالعه و آن

در اين  هاآمده است به يكديگر نزديك هستند. بي بعد كردن فركانس
  .]١١) صورت گرفته است[٣٣مثال طبق رابطه( 

  

  نتايج - ٥
در اين بخش پاسخ استاتيكي و ارتعاش آزاد تير مدرج هدفمندي با 

 و PZT-4تير از شود. سطح بالايي خاصيت پيزوالكتريكي بررسي مي
تاثير شرايط مرزي،  ساخته شده است. سطح پاييني از

ضريب لاغري و شاخص نسبت حجمي بر روي پاسخ استاتيكي و 
  ارتعاش آزاد بررسي خواهد شد. 

گاهي و شرايط تكيه qپاسخ استاتيكي تير در مقابل بار عرضي 
هاي متفاوت گوناگون براي ضرايب لاغري و شاخص نسبت حجمي

يب لاغري در به ترتيب تاثير ضر ٥و ٤،  ٣است. در شكل بررسي شده
آزاد و شاخص - گيردار و گيردار- ساده ،گيردار - گاهي سادهشرايط تكيه

(جايي تار مياني تير بررسي شده استنسبت حجمي معين  بر جابه
  ٢١٠٠q kN m(  ١كه شاخص نسبت حجميn= در اين  باشد.مي

رود با افزايش ضريب لاغري تير سه شكل همانطور كه انتظار مي
  شود.جابجايي تار مياني تير بيشتر مي
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 ]١١بعد به دست آمده از مطالعه حاضر و مرجع [فركانس طبيعي بي -٥جدول 

n=10 n=1 n=0.1 n=0   

درصد 
 اختلاف

مطالعه 
 حاضر

درصد  مرجع
 اختلاف

مطالعه 
 حاضر

درصد  مرجع
 اختلاف

مطالعه 
 حاضر

درصد  مرجع
 اختلاف 

مطالعه 
 حاضر

 مرجع
[11]  

شرايط  
تكيه 
 گاهي

0.48 0.0111 0.0112  -1.48 0.0119 0.0117  -1.238 0.0125 0.0124  -0.74 0.0127 0.0126 Ω1 ساده- 
 ساده

0.08 0.0437 0.0438  -1.66 0.0465 0.0485  -1.813 0.0492 0.0483  -1.45 0.0497 0.049 Ω2 

 -0.47 0.0956 0.0952  -2.1 0.1016 0.0995  -2.416 0.1017 0.1046  -2.04 0.1082 0.1061 Ω3 

0.41 0.0039 0.004  -1.03 0.0042 0.0042  -2.008 0.0045 0.0044  -0.86 0.0045 0.0045 Ω1 گيردار- 
 آزاد

0.34 0.0245 0.0246  -1.5 0.0261 0.0257  -1.709 0.0276 0.0271  -1.33 0.0279 0.0275 Ω2 

 -0.14 0.0668 0.0667  -1.80 0.0709 0.0697  -2.138 0.0749 0.0733  -1.81 0.0757 0.0744 Ω3 

0.07 0.0247 0.0248  -1.76 0.0263 0.0259  -1.925 0.0278 0.0273  -1.54 0.0281 0.0277 Ω1 گيردار- 
 گيردار

 -0.41 0.0662 0.0659  -2.07 0.0702 0.0688  -2.355 0.074 0.0723  -2.01 0.0748 0.0733 Ω2 

 -1.02 0.1248 0.1235  -2.55 0.1321 0.1288  -2.813 0.1389 0.1351  -2.48 0.1403 0.1369 Ω3 

  

  
  ساده -تاثير ضريب لاغري بر خمش تير با شرايط مرزي ساده  -٣شكل 

  
كه اثرات شاخص هاي نسبت حجمي  ٨و  ٧، ٦در شكل هاي 

  مختلف 
گيرد كه ضريب را بر جابجايي استاتيكي تير مورد مطالعه قرار مي

فرض شده است.  در اين سه شكل نيز با افزايش شاخص  L/h=6لاغري 
  نسبت حجمي كه به معني افزايش نسبت حجمي 

-جايي تار مياني تير كمتر ميته و جابهباشد، صلبيت تير افزايش يافمي

  شود.
  

  
 -تاثير ضريب لاغري بر خمش تير با شرايط مرزي گيردار -٤شكل 

  گيردار

  

 
  آزاد -تاثير ضريب لاغري بر خمش تير با شرايط مرزي گيردار -٥شكل 

  
  

  
تاثير شاخص نسبت حجمي بر خمش تير با شرايط مرزي   -٦شكل 

  ساده -ساده
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تاثير شاخص نسبت حجمي بر خمش تير با شرايط مرزي   -٧شكل 

  گيردار -گيردار

  
جابجايي تار مياني تير با اعمال اختلاف  ١٠و شكل  ٩در شكل 

  شود.بر سطح بالايي و پاييني تير مشاهده مي v٦٠پتانسيل الكتريكي 
  

  
تاثير شاخص نسبت حجمي  بر خمش تير با شرايط مرزي  -٨شكل 

  آزاد -گيردار

  
تاثير تغييرات شاخص نسبت  =٢٠L/hبراي تيري با ضريب لاغري 

جايي تار مياني بررسي شده است. با توجه به رابطه حجمي بر جابه
جايي تير اثر گذار ) ماتريس الكترومكانيكي در تعيين ميزان جابه٢٠(

شود با افزايش شاخص نسبت مشاهده مي ١٠و شكل  ٩است. در شكل 
جايي تير در جابه  ت حجمي حجمي و بيشتر شدن نسب
  شود. حالت عملگري كمتر مي

تاثير ضريب لاغري و شاخص نسبت حجمي به صورت  ١١در شكل 
جايي لبه تيري كه به بالا و پايين آن اختلاف پتانسيل همزمان بر جابه

vشده است در حالت عملگري بررسي شده است. با افزايش ضريب  ٦٠
جايي لبه تير افزايش شاخص نسبت حجمي تير جابهلاغري و كاهش 

ابد كه اين روند تغييرات با معادلات حاكم بر تير و نتايج به دست يمي
  هاي قبلي انطباق دارد.آمده از شكل

  

 
خمش عملگر با شرايط مرزي  برتاثير شاخص نسبت حجمي  -٩شكل 

  ساده -ساده
  

بدون بعد تير هاي طبيعي فركانسبه ترتيب  ٧و جدول  ٦جدول 
تير مدرج و  )١(تير PZT-5Hو  PZT-4مدرج هدفمند متشكل از 

) را در ٢(تير و  متشكل از  ديگري هدفمند

هاي نسبت حجمي متفاوت و شرايط شاخص =١٠L/hضريب لاغري 
  دهد.مرزي مختلف نمايش مي

  

 
خمش عملگر با شرايط مرزي برتاثير شاخص نسبت حجمي  - ١٠شكل 

  آزاد -گيردار

 
جايي لبه جابه بر و ضريب لاغري تاثير شاخص نسبت حجمي -١١شكل 

  آزاد -گيردارمرزي عملگر با شرايط 
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هاي در شاخص ١تير بعد شده پنج فركانس طبيعي اول بي -٦جدول 
 نسبي مختلف

n=10 n=5 n=0.5 n=0        شرايط
 تكيه گاهي

0.0243 0.0245 0.0263 0.0278    

 - ساده
 ساده

0.0941 0.0951 0.1021 0.01080  

0.2024 0.2043 0.2186 0.2319  

0.2646 0.2679 0.2900 0.3078  

0.3406 0.3440 0.3664 0.3896  

0.0087 0.0088 0.0094 0.0099    

 - گيردار
 آزاد

0.0529 0.0535 0.0574 0.0607  

0.1326 0.1343 0.1454 0.1541  

0.142 0.1434 0.1534 0.1626  

0.2632 0.2656 0.2832 0.3009  

0.0536 0.0542 0.0581 0.0614    

 - گيردار
 گيردار

0.141 0.1422 0.1518 0.1611  

0.2608 0.2630 0.2796 0.2976  

0.2657 0.2690 0.2911 0.3083  

0.4048 0.4079 0.4322 0.4612  

  

هاي طبيعي در شرايط مرزي رفت فركانسطور كه انتظار ميهمان
آزاد  - گيردار از بقيه شرايط بزرگتر بوده و شرط مرزي گيردار - گيردار

چنين با افزايش شاخص نسبت كوچكترين فركانس طبيعي را دارد. هم
است.در بعد كاهش يافتهحجمي در هر دو تير، فركانس طبيعي بي

 n=1با شاخص نسبت حجمي   ١لاغري روي تير تاثير ضريب  ٨جدول 
است. همانطور كه انتظار ميرفت با افزايش ضريب لاغري بررسي شده

  است. تير فركانس طبيعي كاهش يافته
در مدار باز و بسته باز و بسته  ١ر يت يعيطب يهافركانس ٩در جدول 

تار ل بر يقرار گرفتن در مدار بسته و اعمال پتانس است.شده يبررس
است. مقدار شده يعيطب يهار باعث كاهش فركانسيت ينييو پا ييبالا

نداده است و تنها بسته  يعيدر فركانس طب يرييل اعمال شده تغيپتانس
چنين با افزايش هم است.شده يعير فركانس طبييبودن مدار باعث تغ

هاي طبيعي مدار باز شاخص نسبت حجمي ميزان اختلاف بين فركانس
است. بيشترين اختلاف براي شرايط مرزي سته كاهش يافتهو مدار ب

آزاد به ترتيب در مد چهارم و مد سوم اتفاق  - ساده و گيردار - ساده
  است.افتاده

  
  
  
  
  
  
  
  

هاي در شاخص 2تير بعد شده پنج فركانس طبيعي اول بي -٧جدول 
  نسبي مختلف

n=10 n=5 n=0.5 n=0   شرايط  

 تكيه گاهي

0.0132 0.0143 0.0233 0.0275 
   

 0.1063 0.0899 0.0549 0.0507 ساده - ساده
 

0.1075 0.1165 0.1913 0.2269 
 

0.1525 0.1718 0.2625 0.3036 
 

0.1782 0.1934 0.3183 0.3789 
 

0.0047 0.0051 0.0084 0.0099 
   

 0.0598 0.0505 0.0308 0.0285 آزاد - گيردار
 

0.075 0.0814 0.1312 0.1520 
 

0.0767 0.0864 0.1344 0.1593 
 

0.1376 0.1494 0.246 0.2930 
 

0.0287 0.0312 0.0510 0.0604 
   

 0.1572 0.1323 0.0806 0.0742 گيردار - گيردار
 

0.1352 0.1471 0.2419 0.2882 
 

0.1526 0.1719 0.2631 0.3043 
 

0.2068 0.2255 0.3714 0.4436 
 

  
  ١بررسي تاثير ضريب لاغري بر فركانس طبيعي تير  -٨جدول 

L/h=25 L/h=12 L/h=7 L/h=4   شرايط تكيه
 گاهي

0.0043 0.0180 0.0517 0.1513 
   

  

 

 ساده - ساده

0.0170 0.0702 0.1944 0.5206 
 

0.0379 0.1525 0.4019 0.7046 
 

0.0666 0.2356 0.4036 0.9920 
 

0.1026 0.2595 0.6508 1.3941 
 

0.0015 0.0064 0.0187 0.0560 
   

  

 

 آزاد - گيردار

 

0.0095 0.0394 0.1100 0.2970 
 

0.0264 0.1086 0.2024 0.3548 
 

0.0511 0.1180 0.2834 0.7016 
 

0.0566 0.2003 0.5040 1.0571 
 

0.0096 0.0399 0.1109 0.2965 
   

  

  

 گيردار - گيردار

0.0263 0.1060 0.2783 0.6740 
 

0.0510 0.1985 0.4054 0.7108 
 

0.0831 0.2362 0.4940 1.1189 
 

0.1133 0.3116 0.7392 1.4075 
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  بسته مدار و باز مدار در ١ تير طبيعي هايفركانس -٩ جدول

     مدار باز مدار بسته (%)اختلاف

n=10 n=1 n=0 n=10 n=1 n=0 n=10 n=1 n=0   شرايط تكيه
 گاهي

0.2003 0.3696 0.6088 0.0375 0.0397 0.0429 0.0376 0.0399 0.0432    

  

  

 ساده - ساده

0.6744 1.0779 2.0174 0.1426 0.1501 0.1615 0.1436 0.1518 0.1648  

1.2010 1.8568 3.5260 0.2991 0.3126 0.3344 0.3027 0.3185 0.3466  

4.4493 4.4721 6.0166 0.3159 0.3374 0.3615 0.3306 0.3532 0.3847  

1.6444 2.5133 4.7591 0.4910 0.5099 0.5433 0.4992 0.5231 0.5704  

0.1686 0.2908 0.3649 0.0135 0.0143 0.0155 0.0135 0.0144 0.0155    

  

  

  آزاد - گيردار

 

0.7103  1.0768 1.8790 0.0805 0.0847 0.0912 0.0810 0.0857 0.0929  

4.2109 4.2556 5.7648 0.1589 0.1695 0.1815 0.1658 0.1771 0.1926  

1.2654 1.8770 3.3857 0.2103 0.2200 0.2355 0.2130 0.2242 0.2437  

1.7533 2.5764 4.6739 0.3796 0.3946 0.4207 0.3864 0.4050 0.4431  

  گيرينتيجه - ٦
 الاستيسيته دو نظريهبا استفاده از  ه استدر اين مقاله تلاش شد
و ارتعاش آزاد محدود، پاسخ استاتيكي  ءزاجبعدي و بهره بردن از روش ا

تير مدرج هدفمند با خاصيت پيزوالكتريكي براي شرايط مرزي 
  الكتريكي و مكانيكي مختلف بررسي شود.

درج هدفمند پيزوالكتريك جايي بي بعد تير معوامل موثر بر جابه
اند؛ سپس حالت عملگري اين تير با ابتدا تحت بار مكانيكي بررسي شده

اعمال اختلاف پتانسيل الكتريكي به سطوح بالا و پايين تير بررسي 
ها كه ارايه است. با توجه به مشخصات الكترومكانيكي پيزوالكتريكشده
سخ عملگري اين است، تغيير شاخص نسبت حجمي باعث تغيير پاشده

تر جا كه خواص الكترومكانيكي سطح بالايي تير قويمي شود. از آن
- باشد، با افزايش شاخص نسبت حجمي پاسخ عملگري محدودتر ميمي

چنين افزايش ضريب لاغري تير نيز موجب افزايش دامنه گردد. هم
چنين افزايش پاسخ استاتيكي در حالت عملگري خواهد شد. هم 

هاي طبيعي تيرهاي جمي موجب كاهش فركانسشاخص نسبت ح
هاي طبيعي در حالت مدار باز و مدار گرديده است. فركانس شدهمعرفي

دهد كه اعمال پتانسيل به سطح بالايي و پاييني تير بسته نشان مي
-شود و اختلاف بين فركانس% مي٧موجب كاهش فركانس طبيعي تا 

ص نسبت حجمي كاهش يافته هاي مدار باز و مدار بسته با افزاش شاخ
   است.

الاستيسيته دو بعدي حفظ دقت پاسخ در  نظريهمزيت استفاده از 
- هاي تير جهت ساده نظريهباشد. استفاده از تمام ضرايب لاغري مي

باشد ولي در ضرايب لاغري پايين دقت پاسخ سازي معادلات حاكم مي
سازي مستقيما از دهند. به همين منظور در اين شبيهرا كاهش مي

  است.الاستيسيته دوبعدي استفاده شده نظريه
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