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Abstract  
In this article, the forced vibration analysis of viscoelastic microscale pipes conveying fluid resting on visco-Pasternak foundation 
under a harmonic moving load is considered. Based on the strain gradient theory and Euler-Bernoulli theory, the governing equation 
of motion and boundary conditions are derived using extended Hamilton principle. The viscoelastic behavior of the micropipes is 
modeled by using the Kelvin-Voigt linear viscoelastic theory. The displacement field in the space domain is approximated by trial 
functions and the equation of motion are reduced into the time domain using Galerkin method. The coupled equation system in the 
time domain is solved by differential quadrature element method (DQEM) and the results of numerical analysis are obtained for two 
different boundary conditions, namely pinned-pinned and fixed- fixed. In the present work, the effects of different parameters such 
as the mass ratio, diameter of micropipe, Pasternak and Winkler foundation moduli, different boundary conditions on the non-
dimensional deflection of viscoelastic micropipe are investigated. Also, results are in well agreement with the ones obtained in 
previous work.  
Keywords: Forced vibration, Microscale pipes conveying fluid, Strain gradient elasticity theory, Moving loads, Differential 
quadrature method.  

  
 

1 - ���N�   

�F�- �������� ��
 � >�LD� 6�� 	: �	�� /� 
�	? 	E� 
D� �C

3��� /����� �-��.� �� 6�	:��� � b��4 c?��� F� ��� �C �� �5�:

 �������� >�LD� .
-� ���: 9�-��.� � 9�88D� F� 6����: cD: ����

	�� 
D� �C	�E��  �� 
 	J ��	< �4�� ���� 	
,�: ����F F� A	D
� ��:

����S 3F� � 
U	-��R< � �C�: �C�d?`� >:�< ��e .
 �� I��_ � ���

� ��� 	E� 3� 	: ��	D
� ��: �� ���5�� �� �F�- 	C  � /�	D� b�-

 \��? �: >]��� F� �
-� 9�� >��5 ���	J 9�5�� �� �F�- 3� (�0���

��>� .����>�� ��C>�8E	4 ��C ��_:� ���L8� >��-� _�	� ����H
S�- 6�C

���� � 6�����5�� �� (	:���H� F� =��- 6��? 6�C ��: >]��� 6�C

�� ��H5 �: A	D
� �� 6��)J��: f�� 9�� �-�	: 
�HC� 	: ��`U .����

�F�- /������ ��
 � �-�	: �g�_: ���8� �: >]��� 6�	�� 
D� �C

 � �	��� ���8� �� A	D
� F� .
-� �����S	: �1�S 
�HC� F� _�� ����

�� >]��� f�� 9�� �	:�����2
-� >h� 6����� �: 3��� ����� ^��_� 6�C

�	�����������- �=��- 3��	4 >��? 6�C����� /�	D� � �C � �C

�F�- 	HU 9�HQ� �� I��� 9�� 6	�J���: 9��aHC ���5� YL
Q� 6�C

.��H�  

 �
-��� G�D� /�-`� ��	d� 	
����� F� 3�	� 	d� i	1 >��� �:

 � =�e ���8�7`H4 	�j �: ���< �3� 6��
S�- 7@��0� �� �LD�



 

 

96 

 
��

�4
� 7

�5
�0

��
�

6 �
��

��
�	

��
 

	4
 >

��
?

3
��

 -
=

��
 

A
��	


�
� 	


�
: 	

: ;
<��

 ...
 

�F�- ��
 � Y�1�����8� �� �C�H� ���� � �	��� 6�C�5�:� 9�� F� ��

6��K� �: F����LD� 	�j 6�C1 ]1[ 6��K� � 	�@�: ���	� 6�C]2[ 

�� ���?��: .��5 �0-�� � TLU 
 	,�� �	 ��� ������ �F���� 	R< ���� 

�� 3� 7�WQ,� 	��- ������ /Z�� ���� � �	��� ���8� �� .��5 	�

 3����HC � 6������]3[ �	��� �LS�� 	R<�F�: �� �� ���� 60  ��

100	�� .
S��	� =�e ���8� 	
����� ���8� �-�	: �: � 
 	J 	d� ��  

9�� 6������ � �5�0��� ��
 � �-�	:���� ���J  �	��� ���8� ��

��2
-� �	��� �?�	e �� g�_: ���8� ����HC�� 
�HC� 6���� �C -

�: 9�� �� �5�: /� f�M�� I��Z _�2��	: 6�	:  ��5 >���� 3�88D�

�� .
-� 3����- ��
5)J 3�88D� F� ���O
-� �: 6����: 6��K� 6�C

�OL
Q� �: =��>�LD� � 6F�- (�0��� ����6�C 6��? 3��	4 =��- �� 

����8  ��
S��	� �	��� � ����]4-9[�: . 9�� �=�? 6����: F� 9�� 

7�0��R� �� 6��K� ����F /�-`� �
���
-@� 
-� ��5 n�o��. ��	d� 

/�-`� �H� I�	� � I�� �LD� 	���8� 9
 	J 	d��� >��� �: �����

��
 � ������� ���� /�
-@�  �: ���� Y�1�� �� ���� � �	��� ���8� ��

 9�HC�� >��� �C�6�C 6��K� �-�	: �: 	�S� �LD�	�j 6�C

� �L����	O�� 9�� >�LD� 6�	: ������	J���J �F�-�C  
-� ��5 �
S��	�

]10-12[6��K� �LH4 F� I�� >��� ��	d� . �� ���: 	�@�: ���	� 6�C

�� =�e ���8� � �M� 	
����� /� 6���� � [��� G-�� �� �5�:

 ���	J �]��� I�����HC]13[6�� � /�H�- . ]14[ �-�	: �: 

(�0��� ������
-� �	��� ��F�	��6��K� ��-�	: �0:�� ���� �: �C  >���

� ��5 p`1� I�� 6��K�YL
Q� 6�C ��
S��	� 	�@�: ���	� .3��C 	E� 

	
����� ���8� �=�e b�	� ���� 	�E�� 	��X� � >�5 �5	: 	: ��
 � 6�� 

(�0���  �-�	: �� T
��- ��F� ���8� 	
����� 	�E�� �0��R� �: � ���	�

�	��� ��
 � �� =�e /�H�- 	2�� �,C�q� �� .��
S��	� 	��]15[ 

 6�	�� 
D� �0:�� P��� ���� �: 	�� 7�5�0��� �YL
Q� 6��K� ��-�	:

[��� .����� ��	< �0��R� ���� �� A	D
� � 3����HC ]16 [ � �-�	: �:

�������� ��
 � >�LD� � �����
-� ��	��6��K� 9
 	J 	d� �� �: 	�� 

3����	J ��
 ���� � ��
S��	� I�	�  �=�e ���8� 	
����� I��_ � �: ��

s���	  �� I��_ � T
��- �0��e[��� .�:��2  3����HC �]17[  �:

�	��� �5�0��� ��
 � �-�	: 	��X� 6�� 	: �F���� 	E� � =��- >��? ����

>�5� 9
 	J 	d� �� �: �����
-� 6�C	L��� 	�� 6��K-  6��K� � ����	:

 6�� .��
S��	� ���5�H�� 	��]18 [ ���O
-� �: 	�� I��H� � 7�5�0���

	�j �
���
-@� 6��K� F��LD� ��  � ���	D: I��H� ��: � ��	� �-�	:

 .���� 
-�: �L�LD� �	���� �: �� �0��e s���	  � ��HD� 9�� 	: ��`U

3����HC ]19 9
 	J 	d� �� �: [	E���@ 7� DR-�  (�� F� ���O
-� �

����D� 3�H�� -�	: �:� ��
-� ��
 ���� ���	���	 
S��	���.   � [���

 I�����HC]20[ =�� ��F� 7�5�0��� 6	�J���: �: �� ���� � �	��� 6�C

6��K�	�j 6�C .���	� >�LD� ����5�H�� 	�� 9
 	J 	d� �� �: � �LD�

 I�����HC � �4]21[ �	��� �5�0��� ��
 � >��� 6��K� ��-�	: �� 	��

 .���	� �-�	: I��A������ ��	�S�  6����- �]22[  �������� !-��

A	D
� ��: 
D� �a�����- 	�� )�-	��� 3��:(  ���:  �M��� ���5

 ^�<� >? 7��W: �� !-�� �1�WS 
H�< � ���H� >? 6���4

���� 
-�: [��- .]23[ �� 	�� �-�	: �:	-O� A	D
� n	4 
D� >W

                                                           
1 Nonlocal 
2 Wang 

 3����HC � �L04�� .
S��	�]24[  I�	� 3����	J 6��K� F� ���O
-� �:

�	��� ��F� 7�5�0��� �-�	: �: =�� ���	� 6��K� 9
 	J 	d� �� �: 	��

�0:�� ���� �: ���5�H�� 	��3  .��
S��	���W��6 ] 3����HC �25[  �:

-�	:� � 7�5�0��� � I��H� �IHS��	���	 
S��	��� .3��C �
��o 

 �: �� ��
 	J �_ ��I 8� 	
�������� LS�� =�e�� �C����H�6 S�_ 

����	��	  �0:�� ���� �: �C����H� 
H- �:6 :
-� ���� F� 6��K� 

 -`��/ ��> �����.   3����HC � ��� 3�:	<]26[ ���� 7�5�0��� ����

 
D� =��- 3��	4 �F���� 	E� 9
 	J 	d� �� �: �� /�
-@������ ��:	�

 � ���	� �-�	: A��	
�� � 	L���� /�
-@� 	
�: � s�e��X� 3����

 6��U (�� �: �� �������� �5�0��� ��
 � 	: YL
Q� 6�C	
����� 	�E��

 .���	� >�LD�] [���27[ 6��K� 9
 	J 	d� �� �:6�C 	L��� 	��- ����	: 

� ���5�H��  
�	? 	: T��? 7@��0� ���5 p`1� I�� >��� 6��K� �

.����� �0-�� �� =��- 3��	4 >��? �����	���  

�� vQ,� ;:��� ��	� �: �4�� �:��5  �� 	
,�: 7�0��R� 9�� ��

�� 6F	� G��	5 �: 	�� �: �R:��	-�	4 3��: � >WO� � ���: =��- 3�

�	��� 6���4� 7�5�0���A��	
�� 	
�: 	: ;<�� �A	D
� ��: 
D� ����4 

 .
-� ��,� �-�	: I�	� 3����	J �
���
-@� 6��K� ��-�	:

 	
����� � =��- 3��	4 �YL
Q� 6F	� G��	5 7�	E� 9��aHC

�F�- 3��� 	��X� 6�� 	: /�
-@������ 	�E�� A	D
� ��: 
D� 6�C

�:��� ���_- ��: >]��� �F�? �� 3� 3���	  6�C�	:��� ��4� �: �� �

 �0��R� 9�� �� .
-� ��,� �-�	: �
5)J 7�0��R� �� �A	D
�

�	��� /� 6���4� 7�5�0���=��- >��? /�
-@������ �����  	: ;<��

 A��	
�� 	
�: (�� F� ���O
-� �: /������C A	D
� 6�	�� 	�E�� 
D�

��5 �-�	: �L����	O�� 7�0:	�  ���� �� 6	W
Q� ��
:� �� .
-�

 �: sw- 
-� ��5 ���� x�M�� =�� ���	� I�	� 3����	J 6��K�

3�
L�HC �
 �� �0-�� >1� F� ���O
-�5  
�	? 	: T��? ����0�

 A��	
�� 	
�: � A	D
� 6�	�� 
D� =��- 3��	4 >��? �����	���

 �-�	: �: 6��U (�� F� ���O
-� �: n�o��	- .
-� ��5 P�	Q
-��E��	 

X���7�	 	
������C6 YL
Q�  G��	5 	�E�� �A	D
� 6�	�� 
U	- �����

	
����� �6F	�	L���� /�
-@� =��� 6�C6  	
�: �5	: =��� �

 A��	
�� 	:3��� 	��X� 
-� ��5 �-�	: �����	��� �M	U.  
D1

9��	��J ����	� (�� F� >1�? V��
� �: ����8� �: V��
�- ���� [���  �

�� `�< �a�� �� ����� 
-� ��5 �]��� 9�,�� 7�8�8D�.��	J 

   

2- 0(& �+')� ;�)< 1��=&)> *�/?'   

 =�� ���	� �,�	� 3����	J 6��K� ���� �� 6	W
Q� ��
:� ��

�� ���� x�M���� P�	Q
-� 
�	? 	: T��? 7@��0� sw- ���5-

 >5�� � 9������ G-�� ��: 9���� �� 6��K� 9�� ��-�	: .��	J]28 [

�
 	J ���:  3� ��-�	: .�5 �� � I�� 	: ��`U �F�- /� �,�	� 6y	��

�:�4 6�C	
����� =�� ���	� 3����	J 3��8
� 
H�< ���	: �(I�	�) ���4

 3����	J ������ � � �	D�� I,� 3����	J ������ �{����� 3����	J

 /� �� �,�	� 6y	�� �6��K� 9�� ^�e .��
�C >�S� _�� IS	Z

                                                           
3 Functionally Graded Material (FGM)  
4 Pasternak 
5 Extended Hamilton principle 
6 Winkler 



 

 

97 
 

T�
	�

 �
a

j�
: 6

��
F 

�
��

U 
� 

�
��

�
? 

�H
D

�
 

������W: ��RS /�
-@� 6:
-� 	�F 7  

)1(  U = 12∫
 �σ
�ε
� +m
�χ
� + p
γ
 + τ
��(�)η
��(�)�dV 

 I�	� ������ ��ε
� {����� 3����	J ���	: �γ
 3����	J ������ �

 3��8
� IS	Zχ
� � �	D�� I,� 3����	J ������ �η
��(�)  �: b��	� �:

�� 3��: 	�F G:���:���5 

)2(  ε
� = 12 �∂
u� + ∂�u
! 
)3(  γ
 = ∂
ε"" 

)4(  χ
� = 12 �e
$% ∂$ε%� + e�$% ∂$ε%
! 
 

)5(  
η
�� = 13 �∂
ε�� + ∂�ε�
 + ∂�ε
�! 
− 115 (δ
�(∂�ε"" + 2∂"δ"�) + δ��(∂
ε"" 2∂"δ"
) + δ�
�∂�ε"" + 2∂"δ"�!) 

 ��u �O���  6�
-�� �� 	�� >�5 	��X�z	  � 
-�∂
  =�� ^
,�

 s���� �: 
���i �� � �5�:e
$% 
,2��4 ��H�1  I�� ������ .
-�

 /�-`�σ
�  ������ P��_�ε
� �� �
 	J 	d� ��I�� .��5���	� 6�C-

I�� >��� �� 	�@�: 6 6�C	p
 �τ
��(�)  �m
�  3����	J P��_� b��	� �:

 I�	�γ
 �η
��(�)  �χ
� �� Y�	0� 	�F 7��W: � ��
�C:���5  

)6(  σ
� = λδ
�ε"" + 2Gε
� 
)7(  p
 = 2l/0Gγ
 
)8(  τ
��(�) = 2l�0Gη
��(�) 
)9(  m
� = 2l00Gχ
� 
)10(  χ
� = 12 (θ
,� + θ�,
) 

 ��θ
 �O���:
-� 	�F 7��W: � 
-� IS	Z ���	: 6�C  

)11(  θ
 = 12 (e
��u�,�) 
 ��λ  �G  vQ,� @�: G:��� 9
 	J 	d� �� �: .��
�C ��@ b��	M

�� IQ: �: �.�� /�-`� 6��K� ^�e /�
-@� 6y	�� ;:�� �� ��5

3� =�? �
-� �
�:�� I�	� ������ 3��8
� 3����	J 6��K� �� I�	�

 � IS	Z 3����	J 3��8
� IQ: �I�	� 3����	J �I�	� �: �=�� ���	�

�:�4 3���� n�� 3����	J .
-� �
�:�� ���4l/ �l�  �l0 	
����� 6�C

 �{����� 3����	J �: G��	� b��	� �: � ��
�C ���� ���e ���8�

�� IS	Z 3����	J � � �	D�� I,� 3����	J 6��K� ��-�	: .��5�:

	L��� 	��-:�� Y�	0� 	�F 7��W: >�5 	��X� �O��� �����	:��5  

)12(  ε33 = −z∂0w(x, t)∂x0  

 ��w  6�
-�� �� �����	��� >�5 	��X� �O���z	 �� �: .�5�:

) ����0� F� ���O
-�12) 7@��0� �� 6��)2��4 sw- � (6) � (10 �(

:
-� 3��: >:�< 	�F G:���  

)13(  χ37 = −12∂0w∂x0  	χ33 = χ77 = χ88 = χ78 = χ83 			= 0 
)14(  σ33 = −Ez∂0w∂x0 , σ77 = σ88 = σ37 = σ78 = σ83= 0 

) ����0� ���O
-� �: �9��aHC13) 7@��0� �� b��	� � (9 (– 

)11�� >1�? 	�F ����0� �(:��5  

)15(  m37 = m73 = −Gl00 d0w∂x0  	m33 = m77 = m88 = m78 = m83 = 0 

                                                           
1 Permutation symbol 

) 7@��0� b��	� �:2 (– )5) ����0� � (12�O��� ( ���	: 6�C

�� �� {����� 3����	J
 	J 	d� �� 	�F 7��W: 3���: 

)16(  
γ3 = −z∂:w∂x: ,				γ7 = 0,				γ8 = −∂0w∂x0  

 	�j � �	D�� I,� 3����	J �>�< G:��� F� ���O
-� �: 9��aHC

�� 
-�: 	�F 7��W: 	O1:��� 

  

  

  

)17(  

η��:
(�) = η�:�(�) = η:��(�) = − 415∂0w∂x0 	, 
η�00
(�) = η0�0(�) = η00�(�) = 15 z∂:w∂x:  

η00:
(�) = η0:0(�) = η:00(�) = 115∂0w∂x0 	, 
η�::
(�) = η:�:(�) = η::�(�) = 15 z∂:w∂x:  

η���
(�) = −25 z∂:w∂x: 		 ,η:::(�) = 15∂0w∂x0 		 

) ����0� ^�e 	O1 	�j /�-`� I�� ������14 9��aHC � (

����0� 	O1 	�j 3��8
� IS	Z 3����	J ������) 613�� ( �: .�5�:

) 7@��0� 3��� ��	<16) � (17 7@��0� �� ()7(- )8(I�� � 6�C

���	� 	O1 	�j 	�@�: 6�� 
-�: 	�F 7��W::���� 

)18(  p3 = −2l/0Gz∂:w∂x: 	 , 	p8 = −2l/0G∂0w∂x0  
 
 
 

)19(  

τ��:
(�) = τ�:�(�) = τ:��(�) = − 815 l�0G∂0w∂x0 	, 
τ�00
(�) = τ0�0(�) = τ00�(�) = 25 l�0Gz∂:w∂x:  

τ00:
(�) = τ0:0(�) = τ:00(�) = 215 l�0G∂0w∂x0 	 
τ�::
(�) = τ:�:(�) = τ::�(�) = 25 l�0Gz∂:w∂x:  

τ���
(�) = −45 l�0Gz∂:w∂x: 		 ,τ:::(�) = 25 l�0G∂0w∂x0 		 

  

3 - 0��� 2��3 �./. 6<)3 �.=�-�  

�	��� /� =�e �: =��- >��? ����L 	R< � �4��S � �LS�� 6�C

	d D,  xR8� xR- �A$ �� 6F	� G��	5 �:	-WO� >�5 ����HC �� >1 

|��	�2: 	d� �� 3� �� ��m@  ����� =�e �?�� 	: n	4mA  	: =��- n	4

 ����� =�e �?��vA  �=��- 
S����� 
U	-δ(. )	  � A�	�� 6�
��	ΕΙ 

�� �����	��� �,HS �
O- �
 �� �0-�� >1� F� ���O
-� �: .�5�:

 �� =��- >��? ���� /� 6�	: 6F	� G��	5 � 
�	? ����0� �3�
L�HC

�� P�	Q
-� 
-� ��5 6��: =��	  	�F 7��W:��5 ]29[:  
 
 

)20(  
δF (l − mfvf2uL)t2

t1
dt 

−F mAvA(∂wH∂t + vA ∂wH∂x )@I
@J δwHdt = 0 

���8� ��wH = 0 uH =  �l �� T
��- 6q��	J@ 7��W: � �5�:

�� Y�	0� 	�F:��5  

)21(  l = T@ + TA − U +WM3@ 
  

  
 2
	1- ()
��4)!5� *()�� 6!' 0��� 2��3 �./.  

  

x$=v$t 
f (t) =f/δ(x − v$t) v$ 

L 

		ΕΙ, 	mA, 	m@	, d, vA, D  

x 

z 
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 ��T@  � �����	��� �,��4 6y	��TA  �: =��- �,��4 6y	��

�� ���� 3�,� 	�F G:��� �: b��	�:���5  

)22(  T@ = 12m@F N∂w∂t O
0 dxH

/  

)23(  TA = 12mAF [vA0H
/ + (N∂w∂t O + vA N∂w∂xO)0]dx 

�� >1�? 	�F G:��� 7�	��X� \��? ��}< F� ���O
-� �::���5  

)24(  δT@ = m@F N∂w∂t O N∂δw∂t OdxH
/  

 

)25(  
δTA = mAF [N∂w∂t O N∂δw∂t O + vA N∂w∂t O N∂δw∂x OH

/  

+vA N∂w∂xON∂δw∂t O + vA0 N∂w∂x ON∂δw∂x O]dx 
=�� /�
-@������ ���� ��
 � 3�	� =�� 6�	: 6����: 6�C

3� F� �� 
-� ��5 ��.�,��9��L� =�� �C-  ���� �HC F� I�: 
��

���5 6�	: ����� �	�� � 	�  F� =�� 9�� �� .
-� �
 	J ��	< �0��R�-

 �	�� � 	�  3� �� �� 
-� ��5 ���O
-� /�
-@������ ���� 6F�-

: ����� �U�Ho� 9�� �o�
� �� � 
-� �
 	J ��	< TC �: 6F��� 7��W

�� ������ I�	� 6����9��L� =�� ��-�	: .��5�: -  =��� �
��

 /�
-@�E  �G  6�C	2LHU �: b��	� �: �
���:E�1 + g SS@�  �

G �1 + g SS@�  ���5 9�_2��4]30[ 7@��0� ���_2��4 �: �sw- .

)12(- )19����0� �� () 61 �,�	� 6y	�� �(�� >1�? 	�F 7��W:-

:��5  

)26(  U = 12F TSV∂0w∂x0W
0 + PV∂:w∂x:W

0YH
/ dx 

 ��  

 

)27(  
P = N1 + g ∂∂tO (P/) P/ = I N2Gl/0 + 45Gl�0O 

 

)28(  
S = N1 + g ∂∂tO (S/) S/ = NEI + 2GA$l/0 + 815GA$l�0 + GA$l00O 

 6���� �� 
-� ;<�� A��	
�� 	
�: 6�� 	: =��- >��? �����	���

 ��0� 3� =�� 	
����� �� 
-� 	
����� ��K\  =��	� ��,  ���C� 3�,�

 3� n�� 	
����� � 
-�K] �� I��H� �� �M	U I�� F� �5�� ��� .�C�

�� 	�F 7��W: A��	
�� 	
�: >�5 	��X�:�5�:  

)29(  δW^ = −F 	K\wδw	dxH
/ +F 	K] ∂0w∂x0 δw	dxH

/  

 �@�: G:��� �� ��K\  � 	L���� /�
-@� =���	KG  �5	: =���

�� A��	
�� 	
�: 7�	��X� .�5�: 	
�: G-�� ��5 n�o�� 6F�o� ���

�� 3��: >:�< 	�F 7��W: �4��S ��� � A��	
��:�5�:  

)30(  δWext = δWb + δWf 
δWA �	�� �5�� 6F�o� ��� Y�	0� 	�F 7��W: � 
-� �4��S 6�C

��:��5  

)31(  δWA = F f(x, t)H
/ δwdx 

�	��� �,��4 6y	��) 7@��0� b��	� �: �=��- � ����24) � (25 (

�� ��5�:) 7@��0� � G:��� 9�� 3��� ��	< �: ��26) � (30����0� �� ( -

) 620�	��� 
�	? ����0� �(���� >1�? 	�F 7��W: =��- >��? 6

��:��5 

  

)32(  
−P/ ∂`w∂x` + S/ ∂aw∂xa − P/g ∂bw∂x` ∂t + S/g ∂cw∂xa ∂t 

+2mAvA ∂0w∂x∂t + (mAvA0 − K	]) ∂0w∂x0  

+(mA +m@) ∂0w∂t0 + K\w = f(x, t) 
 P�	Q
-� 7@��0� �: �4�� �:�� ��C�,� ���5 F� ���O
-� �� ��5

6��K����	� �: ��@��0� ��o�� �: 	o�� ������	J 6�C F� 	�@�: 6

�� /�-`� 7@��0� 6F	� G��	5 �: >? 6�	: >��� 9�HC �: .��5

 �� 6F	� G��	5 .��
�C ���F��� /�-`� 6F	� G��	5 	: ��`U � �M�

�� 	�F 7��W: 
��? 9��:�5�:  

  

  

)33(  

d(S) ∂:w∂x: − P∂cw∂xc + (mAvA0) ∂w∂x
+ (mAvA) ∂w∂t e δw fL0 = 0 

d(S) ∂0w∂x0 − P∂aw∂xa e ∂δw∂x fL0 = 0 

d(P) ∂:w∂x: e ∂0δw∂x0 fL0 = 0 


�0M� 
D� =�� 9�� �� �	� �4�� ���: �b��	� �: ��WQ,� 6�C

�� IC�� /�-`� � ��5 p`1� I�� >��� =�� �:���2�C .�:�� ��

	
����� ��0� ���� ���e ���8� 6�Cl�	�	l/	  >��� =�� �: ��5�: 	O1

���2�C � ��5 p`1� I�� ��5�: 	O1 ���e ���8� 	
����� �- 	C ��

�� IC�� /�-`� =�� �:	
����� F� ���O
-� �: .�:���: 6�C 	�F �0:

���: �� 
�	? ����0� 3���:��H� �0:  

 
 
 
 
 

)34(  

ξ = xL	 , W = wL 	, τ = vpL t, β = mfmf + mt 

V = �mAEI�
�0 LvA, λ = 8N2r/0 + 8r�015 + 1O(1 + υ)(1 + α0)φ0,		 

k = r/0 + 2r�05(1 + υ)μ0 , r/ = l/l0 , r� = l�l0 , Ω = Ωo Lv$ 

φ = Dl0 , μ = Ll0 , ψ = v$vA , Φ = dD 

k] = K]L0EI , kr = KrLaEI , κ = gv$L  

) ����0� G:��� F� ���O
-� �:34) ����0� �� ���_2��4 � (32 �(

 �: T��? ����0�7��1 �� ����� F�: 	�F:��5  

 

 

)35(  

−k∂`W∂ξ` + (1 + λ) ∂aW∂ξa − kκ ∂bW
∂ξ` ∂τ 

+(1 + λ)κ ∂cW
∂ξa ∂τ + 2V0ψ ∂0W

∂ξ ∂τ +
V0ψ0β ∂0W∂τ0  

+(V0 − k]) ∂0W∂ξ0 + krW = f �ξ, τ� 
�: 	
����� ��:
-� 3��: >:�< 	�F 7��W: �	�� ��5 �0:  

)36(  f �ξ, τ� = 	 f(τ)δ �ξ − τ� L0EI  

 9��aHCf(τ)  �: /������C	�j 6�	�� � /������C 6�	�� 6�	:

) �R:�� �� b��	�37�� Y�	0� (:��5  

)37(  f(τ) = f/sin	Ωτ f(τ) = f/ Ω s���	  6�	�� �� /�	D� ��: � �5�:�dD� �� A	D
�

6τ = 0	 �����	��� 	: ��	� 	E� �dD� �� �6 τ = 1  6�.
�� F�

�� P��S �����	����	�� F� �5�� ���o:�4 .��5�� 	�� 	: ���� 6�C �����

:��5 3��: 	�F 7��W:  

)38(  w(ξ, τ) =vϕ
 �ξ�w
(τ)x

y�
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T�
	�

 �
a

j�
: 6

��
F 

�
��

U 
� 

�
��

�
? 

�H
D

�
 

 �����R:w
(τ) �i  � �����	��� 	�S �
 �� T�H0� 7�W
Q� 9���

ϕ
 �ξ� �i �� �����	��� �5�0��� ��� =��	� 9��� G��	5 F� �� �5�:

�� 
-�: 6F	� .���) ���o:�4 ����0� 6��)2��4 �:38 ����0� �� (

) �����	��� T��?35 �� 9� 	e \	M sw- (ϕ� �ξ�  =�	2
�� �0: �

 �F�: �� 6	�J0  ��1 �� >1�? 	�F ����0�5:��  

  

  

  

  

  

  

  

  

)39(  

−vkF ∂`ϕ

∂ξ` ϕ�dξ	q
(τ)�

/
x

y�

 

+v(1 + λ)F ∂aϕ

∂ξa ϕ�dξ	q
(τ)�

/
x

y�

 

−vkκF ∂`ϕ

∂ξ` ϕ�dξ dq
(τ)dτ�

/
x

y�

 

+v(1 + λ)κF ∂aϕ

∂ξa ϕ�dξ dq
(τ)dτ�

/
x

y�

 

+v2V0ψF ∂ϕ
∂ξ ϕ�dξ�
/

x

y�

	dq
(τ)dτ  

+v(V0 − k])x

y�

F ∂0ϕ

∂ξ0 ϕ�dξ�

/ q
(τ) 
+vV0ψ0β

x

y�

F ϕ
ϕ�dξ�
/ 	d0q
(τ)dτ0  

+vkrF ϕ
ϕ�dξ	q
(τ)�
/

x

y�

 

= F f(τ)δ �ξ− τ��
/ ϕ�dξ				 

s�	��� 6�C[K]	, [C]	, [M]	 s�	��� b��	� �: s�	��� �n	4 6�C

 ��
O- s�	��� � ���	��[F]  � �4��S 6�	�� ���	:[q] �:�4 ���	:-

�� ���4�� 
-�: 	�F 7��W: � �5�::���  

)40(  M
� =	vV0ψ0β F ϕ
ϕ�dξ�
/ 	~


y�
 

 

 

)41(  

C
� =v2V0ψF ∂ϕ
∂ξ ϕ�dξ�
/

~

y�

 

−vkκF ∂`ϕ

∂ξ` ϕ�dξ�

/
~

y�

 

+v(1 + λ)κF ∂aϕ

∂ξa ϕ�dξ�

/
~

y�

	 
 

 

 

)42(  

K
� = −vkF ∂`ϕ

∂ξ` ϕ�dξ�

/
~

y�

 

+v(1 + λ)F ∂aϕ

∂ξa ϕ�dξ�

/
~

y�

 

+vkrF ϕ
ϕ�dξ�
/

~

y�

 

+v(V0 − k])~

y�

F ∂0ϕ

∂ξ0 ϕ�dξ�

/  

)43(  F�(τ) = F f(τ)δ �ξ − τ��
/ ϕ�dξ	 

 6�	: ����� ����� �� _�	H
� 6�	�� F� �5�� �����
-� _�S 9��aHC

�� 6F	� G��	5 >WO�w�@ =	 ��H�a��� �� 6F	� G��	5 6�	: �	- ���	�J

w�@ =	 ��H���0�� 
-�.  

  

4 - ���7�&)"�= ,�-8)� P(�  

 >]��� 6�	: 6��U >? /���� /� �L����	O�� 7�0:	� (��

�C� >���� �� ��: 9���� 6�	: (�� 9�� .
-� ����� ���8� �� � 6F	� 6

1970 9HL: ���a�� G-��  
 �� �0-�� I�����HC �]31[.  9�� ��

(��  ���	� ^
,�n �
-��� ;:�� n�q  �: 
���x  �R8� 	C ��x
 

�� �
5�� {�8� �HC �� 3F� ;:�� 	���8� F� �RS f�Ho� 7��W: .��5

 ;:�� n�� � =�� ���	� 7�8
,� =�h� 6�	:q(t) �R8� �� 6t
  	�F ��

:
-� ��5 ���� 3�,�  

)44(  dqdt f@y@� =vA
�(�)q�t�!"
�y�

 

)45(  d0qdt0 �@y@� =vA
�(0)q(t�)"
�y�

 

t�  ��_o� ����F {�8�q�t�!  �{�8� 9�� �� ;:�� 6�C���8�A
�(0)  �

A
�(�) ;:�� ��F� b��	M ;:�� n�� � =�� 6 ���	� 7�8
,� �: �� ���

 � ��R��	�m �: .��
�C �_o� ����F {�8� ���0� TC F� ���O
-�  ;:���

q��	J@ �:�� 3��� ����-�D� 6�	: �� 	�F 6	�4 6��: =��	  3��� 6

:���� 
-�: n�� � =�� 6 ���	� 7�8
,� ��F� b��	M  
 
 

)46(  

 

 

A
�(�)

=
���
�� M(�)t
�t
 − t�!M(�)(t�) 														i ≠ j,				i, j = 1,2,3, . . . , m
− v A
�(�)																i = j,								i = 1,2,3,…m				"

�y�,��

 

 ��M(�) :
-� ��5 Y�	0� 	�F 7��W:  

)47(  M(�)(t
) = � (t
 − t�)"
�=�,��


 

���	� 7�8
,� ��F� b��	M�� n�� 6 	�F �
,JF�: �R:�� F� �����

:��� 
-�:  
 
 
 

)48(   

 

A
�(0)

=
��
�
�� 2 TA

(�)A
�(�) − A
�(�)t
 − t�Y 		i ≠ j,				i, j = 1,2,3,… ,m.
− v A
�(0)

"
�y�,��


																i = j, i = 1,2,3,… ,m. 
3�HC��e F� @�H0� .
-� ���Q�� �C	J {�8� \�Q
�� �5 �
OJ ��

	�j ;�F���� ���O
-� Y,��Z ;�F�� �� � 
S�����  ;�F�� �� .��5

 �� ��� ���: 3���� {�8� 9�: �L1�  
S������0��R� {�8� �	M�? 6

�L1�  7��W: ���5�� �
 	J 	d� �� 
S����� 	�j 6����0� � ���5 6

�� 3��: �� f�M�� 9�� 	�F ���]33[:  

)49(  t
 = T 2� �1 − cos((i − 1)m − 1 π)� 						i = 1,2,3,… ,m 

T .
-� ����F 6 �L1�   

  

4-1 - P(�DQEM   �� 2�7�&)"�= �.=�-� 23 *&)8

I57��  

����0� T��? 6 	:�� �� 3���) ����0� 7��W:50:
5�� (  

)50(  [M][w� ] + [C][w� ] + [K][w] = [F] 
^
,��� �� ����F n�� � =�� ���	� 6�C:
5�� 	�F 7��W: 3���  

)51(  
[w� 
] = [A](�)[w
] [w� 
] = [A](0)[w
] 
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)52(  [w
] = [w
(τ�)			w
(τ0)…			w
(τ")]� 

s�	��� 6�C[M]	, [C]	, [K]	 ���	� F� � 3��F F� >8
��6n � n		 

���	: � ��
�C 6�C[w]  �[F] ���	� F� 6n � 1	 ��.��5�:  T��8� �:

����0� 6��: 6)50( �R8� 	C �� F� ���O
-� �: sw- � �_o� ����F 6

 ����0�)51( �� T��? ����0� ��� 3���:
5�� 	�F s�	��� 7��W:  

 
  

  

)53(  ��
��
� [K���][K�0�]...[K�"�]

[K��0][K�00]...[K�"0]

… .… .… .… .… .… .
[K��"][K�0"]...[K�""] ¡

¡¡
¢

��
�
��[w�]£y£J[w�]£y£I...[w�]£y£¤¥�

¦
�§	 

=
��
�
��[F̈]£y£J[F̈]£y£I...[F̈]£y£¤¥�

¦
�§

 

 s�	��� ��[K̈
�] s�	��� /�	n � n  �� 	�F 7��W: � �5�:

�� ��-�D�:��5  

 
)54(  [K�
�] = © A
�(0)[M] + A
�(�)[C]			if			i ≠ j					A
�(0)[M] + A
�(�)[C] + [K]			if				i = j 

���- �:�� �L����	O�� 7�0:	� (�� F� ���O
-� � 6F�- 3���

 s�	��� 7��W: �� ~�  ����0�:��H� ����� F�: 	�F  

)55(  [K�][w�] = [F̈] 
 �3� �� ��[K]�  s�	���nm � nm  ���	: � �����[w�]  �[F̈]  6����

nm � 1 �� �����) ����0� �� ����� G��	5 =�HU� F� �0: .�5�:55 �(

 b�	M[w�] �� 
-�:.���  

  

4-2 - ��.(& Q�&)	 0��E&  

�� �
 	J 	d� �� 	�F 7��W: ����� G��	5:��5  

 

)56(  

[w(τ�)] = [w(0)] = 0 

[w� (τ�)] = [w� (0)] = vA��(�)ªw�τ�!« = 0"
�y�

 

 ����0� 6��)2��4 � ����� G��	5 =�HU� �:)54(  ����0� ��)55( �

�� >��,� 	�F s�	���:��5  

)57(  d[K�

] [K�
¬][K�¬
] [K�¬¬]e ­[w
� 
][w¬� ]® = ­[F̈
][F¬� ]® 

 s���� ~�  s�	��� ��d	�	i	  ����� G��	5 ���C� 3�,� b��	� �:

3�H�� 	��- ��� ����F 6�C ���	: 3�	� i)? �: .�5�:[w� 
] ����0� �

)55( �� ����� F�: 	�F >�5 �::��5  

)58(  [K�][w¬� ] = [F̈] 
��  

)59(  [K�] = [K�¬¬] −	[K�¬
][K�

]¯�[K�
¬] 
)60(  [F̈] = [F¬� ]− [K�¬
][K�

]¯�[F̈
] 

  

5- *=�E R��5�  

 F� >1�? V��
� �-�	: �: 
H�< 9�� ��E���	 X���7�	 	
������C6 

�: �0:YL
Q�  	R< ���	4 
��� ������	��� 	�E�� �
U	- 
��� �����

6��K� 6F	� G��	5 	E� � A��	
�� 	
�: 	�E�� �YL
Q� �
���
-@� 6�C

 YL
Q� 	:3��� 	��X�  �M	U�	��� ����� ��	< �0��R� �����J��	 .

9��	��J ����	� (�� F� >1�? V��
� �: ����8� �: V��
� 
D1-  [���

� � ��.Z ���	� ���� ����� 
-� ��5 �]��� 9�,�� 7�8�8D� �� `�< �a�

�� .��	J  

�	��� ������ ���� F� ��5 �
 	J 	d� �� ����(epoxy) ]2[  >��,�

	
����� 9��aHC �
-� ��5�: =�e ���8� 6�C 3���� ��el = 	l/ = 	l� = 	l0 �� �
 	J 	d� �� 9�� �� ��5 �
 	J 	d� �� 	���8� .��5

:
-� 	�F 7��W: �-�	:  
 

)61(  
υ = 0.38, l = 17.6	μm,D = 50μm,			Ω = 3 L = 20D,ψ = 1,Φ = 0.8, V = 2, α = 0.8 

β = 0.5, kw = 50, kG = 20, κ = 0.005 

 �� ��5 �]��� �L����	O�� 7�0:	� (�� ���	2HC �-�	: ��d�� �:

�	��� /� _�S �: {�:	� 	���8� ��-�	: 9�� _�	H
� ��: 
D� ����

 >�5 �� �A	D
�2  3� �� �� �
-� ��5 T�-	�m  � ����F 3�H��n 
��� ���0�3� F� .
-� ��5 �
 	J 	d� �� 6�C �.�� i�C �� ���4

�� �	  �
-� �L1�? V��
� ���	2HC �-�	:	
����� n�H� �� ��5 6�C

6��K� �� =�e ���8� 3���� ���8� 6���� ���5 � 	0� ������	J 6�C

l = 17.6	μm ��� >1�? 	���8� F� ���O
-� �: V��
� 9�� .��5�: 6��K� F

 /�-`�	��H�a��� �� ��C�,� V��
� �: �4�� �: .
-� ��5 =��	� �� ��5

 	���8� 6�F� �:n = 2  �m = 70 3�H�� 	��X� �: � ��5 �	2HC �C����H� -

��� ���0� � ����F 6�C�H� >1�? V��
� �� 6	��X� �C �: 9��	:��: .��5

>�5 �� �o��
� n�H� ��LK�� ���	2HC �: �4���� 6�0: 6�C�� �]� ��5

 	���8� 6�F� �:n = 2  �	m = 70 �� .�5�:  

>�5 �� 9��aHC 6�C2-11  6��K� ��-�	: �L1�? V��
�

.
-� ��5 �]��� =�� ���	� I�	� 3����	J �
���
-@� 

 	��X� ��L1�? V��
� � >? (�� F� 3���He� ��d�� �: ��
:� ��

�: 3��� �� ���O
-� ���� �L����	O�� 7�0:	� (�� F� ���� 
-�: �0:

 ;4	� �� �� �L����	O�� 7�0:	� (�� F� �L1�? V��
� � ^�8D� 9��

]34[ �
 	J ��	< ���O
-� ���� � >�5 ��3  9�� �� .
-� ��5 �-�	:

�: 3��� 	��X� >�5	: ��5 �0:�: 	
����� b�? 	���8� � 3��F �0:

 YL
Q�α : 	:�	: �� �α = υpπLω1 �� 3� �� �� �
-� ��5 T�-	� �5�:

 6	�4 7���U 7��W: 	�� �0��e s���	  9����

ω� = ³´µ� ¶·(J¸¹)(Jº¹)(J¸I¹)»]¼½¾II�¿HI(¼½HI»´I¾I)  �3� �� �� .
-�ρ  � ���2ZL  =�e

�	���.��
�C ����  
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	2-  1�
� )��S' ��&)T�L�8 ��	 �-8()
�� @5A)> )B� �= �8 �./.

1��.& *�L���
� *�L=/� =&�-' ( ����F U�5V�  
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 2
	3- )W<&�3 �8 1�
� )��S'()
�� ��	 �-8 �./.( ] 9�)�34 [)8-

 6E)� �-8 1(�8 )5�&��� Z73Á (= *F)� Q�&)	 *&)8)�2["�  

  

 >�5 �� ���� 
-�: V��
� �: �4�� �:3 �� vQ,���5  
<� ��

�� � ���� ��4� V��
� �� ��@�: 
D1 F� 3��� \��j �� �L1�? V��
�

	
����� � =��- 3��	4�: 6�C	L���� /�
-@� =��� �0:  �5	: =��� �

 3���He� /�
-@������ 6��
S�- ���	�� b�	M � A��	
�� 	
�:

 =��4 �� .�	� >1�?1 	h���? 	��X� 3��� �� �	��� ��������� 

b�?	: 	���8� YL
Q� 	
�����  	L���� /�
-@� =��� �0: 3��: K\  �

	 A��	
�� 	
�: �5	: =���K]  6��
S�- ���	�� b�	M �

 /�
-@������κ �� 6F	� G��	5 6�	:	- �� .
-� ���� 
-�: >WO�

9��	��J (�� V��
� =��4 9��-  F� >1�? V��
� �: �L����	O�� 7�0:	�

9��	��J ����	� (��- ���� [���   �4�� �: � ��5 ����8� ��.Z ���	�

�� vQ,� 3� �:��5  ����: 3���He� >:�< � \�S ����: 3� 
<� ��

��R��HC ��� �L����	O�� 7�0:	� (�� �� ��5 ���� x�M�� `�< ��

9��	��J ����	� (�� �: 
��� 3� 
<� � ���	2HC 
U	--  [���

 ���� �� 	
.: �: �� 
-� 95�� V��
� 9�� �: �4�� �: 9��aHC .�5�:

�: 6�C	
����� I��_ ��? ���5 	�� �0:�� IC�� 3��� 	��X� 	h�� -

.�:��  

	�j � �LD� �
���
-@� 6��K� 	E� �0��R� 
.4 	��X� 	: �LD�

�: 3����	��� ����� �� ��5 �0:�: 3��F YL
Q� 	���8� 6�F� �: �����-

�� 6F	� G��	5 � ��5 �0:	-�>WO�  >�54  .
-� ��5 T�-	�

�� ��C�,� =�� ���	� I�	� 3����	J 6��K� �� �� ��5 �: 
���

 9��aHC .���� ��4� 6	
H� 3��� 	��X� /�-`� 6��K� � I�� >���

 �: 
��� ���� 
-�: 3��� 	��X� �I�� >��� 6��K� F� ���O
-� �:

�� ���� �� 6	
H� ���8� /�-`� 6��K� .�5�:��>�  ���_� �9�  ���S�

y	�� n	� �� �F���� 7�	E� ��4� �:6 ,�	�� ) ����0� �� ��5 	��1 	: (

��� �� ��	J9� n	��_ � cU �: �CI� y	��6 ,�	�� �_ � ;�R��: �I� 


O-� -T
�� ���)� .��	J  �� ���o�� F��o:�4�� -T
��  s�U �R:��


O- �:�  � ���� �F�-3�Z y	��6 ,�	�� ��K�6 ��	J3�� I�	� :	
,� 


O- �)� 
-� I�� >��� F� ��5 ���: I�� �� G-��9� ��K�6 :	
,� 

�� 	C � �5�:��6 �9� ��K�6
O- �C� :6	
,�  �� 
��? �: 
���

-`�/� �� 9�HQ����F. �� ��C�,� 9��aHC I��_ � �� ��5 3��F

	�j ��E� I��_ � cU�:�� �LD��: ���56��e 7�	E� 9�� ��
:� �� ��

�F�: �� � ���: _�Z��I�: /�-`�	�j 6��K� ��-�	: ���o:�4 6� F� 	�

.
-� /�-`�  

 >�5 ��5  �: 
U	- 
��� 	�E�� �-�	:ψ  3��: _�S 	h���? 	:

�	��� �0:�� 6F	� G��	5 �: ����	- _�	H
� 6��)J��: 
D� >WO�

	: A	D
� 3��F 	
����� 7�	��X� b�?�
S��	�  ��C�,� .
-� ��5

���	��� _�S �� ��5 � �
 �� I��_ � �
U	- 
��� I��_ � �: ����

�: 3��F 6�.
�� �� ���8� 	h���?�0: �� ~�O�� ��56��R: ��
 � �� ��

 
U	- 
���ψ = 2 �: ���o:�4 ��5 �0:0/3662 .
-�  

  

 0(��1- ()
�� ����8�� �&�N� )W<&�3 P(� *)�>��
8 �8 �./.

@�<).�>-  ���7�&)"�= ,�-8)�( @�<).�> P(�-  �'/< \�&� )8 Z73

)5�&����8 *�L �-8U�5V� (= *F)� Q�&)	 *&)8)�2["�  

 (��9��	��J - 

�L����	O�� 7�0:	�  

9��	��J (�� -  [���

��.Z ���	� ���� 

YL
Q� 	���8�   	
�����

�:�0: 

40737/0  40811/0 0   kr 37645/0 37714/0 30 

35849/0 35870/0 50 

66023/0 66069/0 0   k] 47009/0 47018/0 10 

28508/0 28608/0 30 

36481/0 36432/0 0   κ 31824/0 31923/0 05/0 

28590/0 28663/0 1/0 
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	4- 1�
� )��S' �8 1�
� )��S'()
�� ��	 �-8)8 �./. Z73

1��F �-8 1(�8 )5�&��� *�/?' D��&)8U�5V� *�L 

  
 2
	5- �8 1�
� )��S' )W<&�3()
�� ��	 �-8 )�=�N� *&F& �8 �./.

 6E)� 6+7� U�5V�Ã (= *F)� Q�&)	 *&)8)�2["�  
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 >�5 ��6 �	��� ���o:�4 YL
Q� 	���8� 6�F� �: =��- >��? ����

 ��	4 
���β �� ���� � =��- n	4 f�Ho� �: =��- n	4 
��� ��-

�� 6F	� G��	5 � �5�:	-
-� ����	J T-� >WO�. ��R��HC ��d
�� ��

�� � �
 �� I��_ � 3��� 	��X� ���8� ���	4 
��� I��_ � �: ���


�� �� 3� 	h���?�: 3��F 6�.��� �C��S �� ��5 �0:�  9�� 	h���? ��

 6�F� �: ���8�β = 0.1  	:�	:0/3306  � 6�F� �:β = 0.7  	h���?

 ���o:�40/3430 .
-�  >�5 ��7 �� �d?`� I��_ � �: �� ��5

�: 	
����� 
U	- ��5 �0:V�� I��_ � �0: 3��: ���o:�4 � �
��� .�:��

 �� ���o:�4 9�� �� 
-� vQ,��F�: 6�	: �
 	J 	d� �� �?�� 3��F 6

���� G��	5�� �C�J	- �: �.
�� �� �
U	- 	
����� I��_ � �: >WO�

�� ��S ���8� 	h���? ���_�  ��D� F� 9�� �� 
-� ���? �� 9�� .�-�

 _�� ���o:�4 ���8� �=��- 
U	- I��_ � �: �� 
-� ��5 
:�E _��

�� I��_ ����C� 3�,� 	�� 9�� .�:��6 �	��� ��
 � �2
�:�� �: ����

	
�����=��- 
U	- 	
����� �LH4 F� YL
Q� 6�C ��.�5�:  


.4 �0��R� 	�E�� /������C � /������C	�j 3��: 6�	�� 

A	D
� 	: 	��X� 3��� �M	U �	������� >��? =��- �: 6�F� 	
����� 

 �:�0: ��5   	Ω� >�5 8 T�-	� ��5  6��HU ��D� >�5 9�� �� .
-�

�: 3��� 	��X��: =�e �8 � ��D� � ��5 �0:��C�,� .
-� ��5 �0: 

����5 �� �� �: =�e�0: �����
:� i`
S� 9�: ����H��C _�Z�� 
-� � 

�: I��_ � 3� i`
S� 9�: 3��C  I��_ � ����:�� 6��R:�� �� ����� 

�����	��� �: 	h���? ���8� ��S ���-� .	��O� 9��Z 6��
 � ������� 

	E� �	��6�C �4��S A	D
� ��  9�	
,�: 	�E�� �� �� _�	� �5�: ���� .

�� 9�HC ��R:�� ��C�,� ����5 �� �: I��_ � 	���8� s���	  /�	D� 

�� ψ = 3 �  	��X� �����  �:�,� �: 	��X� 3��� �5�� F� 6�	�� 

/������C	�j >1�? ����5.   

 =��4 ��2  V��
� �: ���o:�4 ���8� 	h���? _�� (�� F� >1�?

9��	��J ����	�- ���� [���   3� �: �4�� �: � ��5 ����8� ��.Z ���	�

�� �d?`� F� � ���: b-��� ����: 3� 
<� �� ��5�
��V 
-�: ���� 

 (�� F�DQEM �� >1�? 3���He� 	h���? ���5 	�� =��4 �� .��5

�	��� 3��� 	��X�	: ����- �0: 3��: 	
����� YL
Q� 	���8� b�? �
U	

�� 6F	� G��	5 6�	: 
U	- 
��� � ��	4 
���	- >1�? ���	�J

 9�� I��_ � �: 
-� vQ,� ���� 
-�: V��
� �: �4�� �: .
-� ��5

3�HC 3� ���_�  	��0� �: � �
 �� I��_ � 3��� 	��X� 	h���? 	���8� -

�� ��d
�� �� 6��e.
-� ��JF�- ��� �� >�5 9 �: �����6F�- =��-

6�C �LD� � 	�j�LD� � 	0� ��5 �� ��
 � �������� ������	��� �: 

�-�	: 	�E�� 6��K�6�C ��5 	�� �� >�LD�  7�5�0���  6���4� 3� ��-

T�F��	� .3�HC��e�� vQ,� 
-� ���O
-� F� 6��K� 	�j�LD� cU�: 

IC�� _�S �:�0: �	������� ����5.  �� ��C�,� 9��aHC �� ��5

�: _�S ���8�6�	: �0:  �- �� ��0: 3��: ����� 
�0<�� ����
:� 	���8�

6��K� �� _�S i`
S� ��0: 3��: =�e I��_ � �: � ���: 3���� 6��K�-

�� I��_ � YL
Q� 6�C�� 9��	:��: .�:��9�� 3��� �� �� ��H� 3��: ���J

�	��� 6	�)� i�R0�� �/�-`�	�j 6��K��	�� >��5 ���� �Ho? 6�C

�	��� �: 
��� ��LS�� �
 �� IC�� /�-`� 6��K� �� ��5 =�� ����


O- ��
 � ��� 3�,� /�-`� =�� �: 
��� 6	�3�HC .�C���e ��

�� ��C�,����2�C ���5���� 6���� �����	��� 6�.
�� �� 	C �� ��J

 /�-`�	�j 6��K� �� 	C 6�	: �����	��� _�S ���8� �
-� ���	�J

.
-� /�-`� �����	��� _�S F� 	
H�  6��K� 	2�� �����U �:


O- �����	��� �/�-`� 6��K� �: ����8� �� /�-`�	�j ����	: 	�

.
-� ��5  

  

    
 2
	6- �8 1�
� )��S'()
�� ��	 �-8 �8 �./. U�5V� )�=�N� *&F&

��)� 6+7� Ä 8(= *F)� Q�&)	 *&))�2["�  

 2
	7- �8 1�
� )��S'()
�� ��	 �-8 U�5V� )�=�N� *&F& �8 �./.

�8 )5�&��� 6E)� ��	 �-8Å (= *F)� Q�&)	 *&)8)�2["�  

    
 2
	8- �8 1�
� )��S' )W<&�3()
�� ��	 �-8 )�=�N� *&F& �8 �./.

 ��)!' ]��<)A )5�&��� U�5V�Æ (= *F)� Q�&)	 *&)8)�2["�  

 2
	9- 1�
� )��S' )W<&�3 �8()
�� ��	 �-8)8 �./. )5�&��� Z73


1�
� *�/?' D��&)8(= �L�> ��
' Q�&)	 ( U�5V� *�L)��&=)�>  
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 0(��2-  �&�N� )W<&�3()
�� ����8��@�<).�> P(� *)�>��
8 �8 �./. - 

 ���7�&)"�= ,�-8)�( @�<).�> P(�-  ���J �+')� �'/< \�&� )8 Z73

)5�&����8 *�L Q�&)	 *&)8 6E)� 6+7� 
��)� 6+7� 
6E)� �-8
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