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Abstract   

In this paper, the free vibration of a two dimensional functionally graded (2D-FG) cylindrical shell is studied. 
The mechanical properties of the material alter continuously through its both length and thickness of cylindrical 
shell based on the power law distribution of volume fraction. The governing equations of motion are achieved by 
using Hamilton’s principal based on the first order shear deformation theory. Since there is no closed form 
solution, the generalized differential quadrature (GDQ) method is applied for solving equations with assuming 
simply supported for both end of cylindrical shell. To verify the results, they are compared with the finite 
element analysis and the results of other literatures. It is shown there is a good agreement between the results. 
Finally, the effects of shell geometry parameters and the volume fraction exponent on the natural frequencies and 
the mode shapes of 2D-FG cylindrical shell are investigated. The results show that the natural frequencies of the 
2D-FG cylindrical shells are higher than the conventional FG cylindrical shells at the same geometric conditions. 
In fact, the natural frequency of 2D-FG cylindrical shell can be controlled using more parameters and proper 
selection of basic material. 
   

Keywords: Free vibration, Two dimensional functionally graded cylindrical shell, Generalized differential 
quadrature (GDQ), First order shear deformation theory. 
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H�I2��C �� ��  pD93  �� r&�� ���	#I2 
*	& ��8 	�~

 R��GDQ  �	9 .���� �#
�9 ���8 ��,� J�$�� � ���3� �9 �

�
&�� +M��3� ����8  �	9 ���.9 ��,� ���3� 7��3�����
&�     �

���� O��	8 �9 ���I3� �39�� :���  �9 ��.
�� �� �� ���& �2�A

 R�� /I�GDQ �� <'  >��; �� ���� +�GD"� .���81 

<�)-� 7�� �� .
&� ��8 �y��� 1=L/R �002/0= h/R P	1

��8  ^�'	9 �
&�� �3��C Y���	1 .���N ��3�) �� ��,� �

  �
&��x >��; �� (2  .
&� ��8 ^�	�H�I2��C  ��2�"� ��

�� ��8 �9  �$� 15N≥  Y���	1 ���,� �� �����X +�	��=�

�I� �� �3��C  
@� �9 � �2�10-5  .�&� �� 
9�W ���,� /� �9

 R�� J�	& ����9 ���	#I2 ���2� H�"� 	�� 7��GDQ ��  .�8�9

 <4�' S��
� ���I� �H���IC� ��8�' /� ��T�� �9 ^��	� 7�� �9

 ���8 ��,� ���3� �9 p2�5� 7�� $�25=N  ��&�-���8���.  

  

 ;0��1- ����
&� �
&�� ���� c��6���I3� �39�� :���  �  

  

���� 
�4�6 w�$�E �M�1 <��� 

E(GPa) 778/207 098/205 

ρ(Kg/m3) 8166 8900 

υ 317756/0 31/0 

  

 ;0��2- �3��C Y���	1 +�	��=�(Hz)   ����
&� �
&�� :��  �

)���8 ��,� ���3� <9�,� �� ���I3� �39��002/0=h/R �1=L/R� 

2=nz(  

  

N  ω 
7  9959/83  

10  9921/83 

15 9822/83 

20  9822/83 

25 9822/83 

  

4-1 - P�! ��	� R0� GDQ    

 �
&�� ��
9� �S��
� �!�& 
-4  �	9����
&� N�� $�  �

:���  �� O,1 H� ������� c��6 �����`9 ����I3� �39��

�� 	��=� 
��DE  �
&�� �� �
1	A 	T� �� ����  >��; �� .��8

3 Y���	19 �3��C  �2 � R�� $� ���� 
&� GDQ S��
� �9

�  �� �����I2p]6[� H�I2 .
&� ��8 ����,���C  ��2�"� ��

�� ��8 9  ��* S��
� � R�� $� ���L
&� �9 ���� 
&�GDQ �

 7�� $� <4�' S��
� �9 �9�6 ����6 K2J;	�  	2 �� .����n  
9�W

 �� Q%
6� �4�� 7�	
"�91nz= �� 2nz=  �����`9 .�2� �� ��

) Q%
6� �4�� 7�	
"�97=n � 1=nz 	9�	9 (49/0  .
&� �4��

 ��?� H��9 +��L
� �9 �;�� �9 7�� �� ���L
&� ����  �9 p2�5�

 �� ��8 �
1	A ���9  ��?�J;	�]6 V�X�� Q%
6� �4�� 7�� �[


��� ��T
�� $� ���.  

  

 ;0��3-  �3��C Y���	1(Hz) ����
&� �
&�� �39�� :���  �

���I3� ) Q	C �� �� ���& ��A ���� �9002/0=h/R20=L/R(    
(%) Q%
6� ]6[  GDQ �� n   

27/0  212/13  176/13  1  

47/0  103/13  068/13  2  

24/0  995/12  963/12  5 1  

27/0  933/12  898/12  15  

27/0  914/12  879/12  30  

     

43/0  0384/7  0075/7  1   

41/0  9820/6  9532/6  2  

37/0  9251/6  8994/6  5 4 

32/0  8856/6  8635/6  15  

29/0  8726/6  8522/6  30   
     

49/0  635/22  542/22  1  

38/0  454/22  367/22  2  

35/0  273/22  195/22  5 7 

31/0  148/22  079/22  15   

29/0  108/22  042/22  30  

      

41/0  905/46  712/46  1  

38/0  529/46  351/46  2  

35/0  155/46  993/45  5 10 

31/0  897/45  753/45  15  

29/0  813/45  677/45  30  

  


-4 ��T�� �9 7�� 	9 ��%*   �
&�� �3��C Y���	1 ��!�&

����
&� ��V1� (	� O&�� ����I3� �39�� :���  ���V;�  ���-�

Ansys ����
&� �
&�� <�)-� 7�� �� .
&� ��8 ��&�-� V��  �

�3)E ��.X H�I�� �9 99Shell p� �
&� +��4 �9   ��9 ��8


&����� c��6 ����� �9 �;�� �9 . �39�� :���  P	1 p�� ��`9

 c��6 �	�� <��1 /� �� �
��� v�	3� <9�@ ��V1� (	� 7�� ��

����
&� �
&�� � �
���
&M� >��� �)I; $� ��39�� :���  �

) �`9�� U�C 	W�� ���#X1 :��� 
.; .
&� ��8 ����� �� (

����
&� �
&�� H��I� �GD"� ���3� �	T� ����  �
&�� ��  �

v�	3� H���� 
��DE �9 ��M ��  ��	�� <��1 ����6�	1 �9 .���8


9�W����
&� �
&�� c��6 �9 	���
� �,�,'  �2 ��M	2 �9  �

�� ���� c�G
6� ��8 .>��; �� 4  �3��C Y���	1 	���,�

����
&� �
&�� �)4�$� <4�' S��
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  ��V1� (	�Ansys �� ���� �� ��C H�I2 .
&� ��8 ����,�   ��8

9 	���,� � R�� $� ���� 
&�GDQ  S��
� �9�V;� R�� ���-� 

.���� �9�6 ����9 ����6 K2 V�� 

  

 ;0��4- ����
&� �
&�� �)4� Y���	1 	9 ���I3� �39�� :���  �


��DE 
.; �� ���I� H��� ^�')002/0=h/R �1=L/R� 11=n(  

nz GDQ Ansys 

1 797/84  810/84  

2 125/84  138/84  

5 459/83  484/83  

15 038/83  082/83  

30 906/82  994/82  
  
  

4-2 - ��%&'�% �'�&� UA�'� �,��- 5��� /%�'
�0(  

 �	9 ����
&� �
&�� �39�� :���  ��
.;���  ���� N�� ��.X

 >��; �� .
&� ��8 �
1	A 	T� ��5  c��6 �9 ��9	� 	���,�

�� �!�� $� .
&� ��8 ����� ���� 7�� �������  
��� 	2 H�&���

	9�	9 � 
9�W H� ���,� ��
�2 /��V� K2 �9 �9�D
�� ���� ��.X 
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&� �
&�� �)6�� _`& .
&� ��8 �
1	A 	T� ��  �

 �39�� :����
.;�� � <��"� V)1 $� �;��6 _`& � /���	& $

��  Y���	1 �9 ��9	� S��
� ����� � �!�& 
-4  �	9 .��8

����
&� �
&�� �3��C �39�� :���  ��
.;������,� � �9  �

 ��V1� (	� $� <4�' S��
�Ansys  >��;��6 .
&� ��8 (�!�� 

����
&� �
&�� H��I� :��� 
.; � ���C  �
&�� �� ��  �

 ��8 ���� _�E�� R�� $� �*�38 pD9 ��4-1  ���L
&� ��8

.
&� >��; �� V
��	� <6�� ���*� 6  :�� ��* ���2� H�"�

Y���	1 �� ��
�2 �`�-��� .�2� �� �� H� �� �)4�  �2 

0>nx �p��V1� �9nz  �� p��V1� Q%
6� �4��  �����`9 ��9��

�� >��; 7�� �� Q%
6� �4�� 7�	
"�910=nx=nz  ���� ��

 R�� S��
� �Q%
6� �4�� 	���,� �9 �;�� �9 .
&�GDQ  U9�`�

 �9 �9�6Ansys  H��9 
9�W �9 >��; 7�� �� .���� nzp��V1� � 

nx����
&� �
&�� �)4� Y���	1 � �39�� :���  ��
.;�� 

�V1��� p�   H���� 
9�W �9 Y���	1 p��V1� .�9��nx  p��V1� �nz 

�� ���� V��  �)4� Y���	1 p��V1� �
��' 7�� �� ��� ��8

���-�.
&� 	�   

H�I2  <�8 �� �� ��C5  p��V1� �9 
&� ��8 ���� H�"�

�2�I� �
&�� �� ���  �)4� Y���	1�	���,� �� ��� �9�� �� p��V1 

 ���� <��� �9 	�M�9�9�D
�� ���� c��6 $� ��� �9 	W�� c��6 

���� �� <�� �)4� Y���	1 ��8 �� �	#I2 
9�W ���,� /� �9.  

<�8 6 ����
&� �
&�� �3��C Y���	1 +�	��=� :���  �

�39�� �
.;��  �� �	9  N�38 �9 
��DE 
���002/0  H�"�

�� .�2� �� 7�� ����I� �9 p��V1� ��* :�� �`�-� �� /� 


��� >�C �9 N�38 �
9�W Y���	1 �3��C ��
9� p2�� � Y]& 

p��V1� �� �9��  .  

  

;0�� 5- c��6 ����
&� �
&�� ���� �39�� :���  ��
.;��    
E(GPa) ρ(Kg/m3) ���� �V;� 

440 3210 SiC  /���	&1  

300 3720 Al 2O3  /���	&2  

115 4515 Ti6Al4V   V)11 

69 2715 Al1100   V)12 

  

 ;0��6- Y���	1 �)4�(Hz)  ����
&� �
&�� �39�� :���  �

�
.;��  <9�,� �� Q	C �� �� ���& ��A ���� �9n	  )002/0=h/R �

1=L/R (    
(%) Q%
6� Ansys GDQ �� �� 

  

24/0  16/126  )11(85/125  0  

022/0  32/134  )11(29/134  1  

0071/0  27/139  )11(28/139  4 1  

035/0  29/140  )11(34/140  7  

028/0  68/140  )11(72/140  10  

 

29/0  76/140  )11(35/140  0   

031/0  52/156  )11(57/156  1  

14/0  68/167  )11(93/167  4 4 

17/0  97/169  )11(26/170  7  

16/0  78/170  )11(07/171  10  

 

11/0  92/144  )11(75/144  0  

18/0  80/162  )11(10/163  1  

33/0  94/175  )11(53/176  4 7 

35/0  67/178  )11(31/179  7  

36/0  61/179  )11(27/180  10  

 

006/0  99/146  )11(00/147  0  

33/0  86/165  )11(42/166  1  

48/0  96/179  )11(83/180  4 10 

54/0  89/182  )11(90/183  7  

55/0  91/183  )11(93/184  10  
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.�� 5- ����
&� �
&�� �)4� Y���	1 +�	��=� :���  � �39��

���
.;  ^�'	9����� H���@  �2�I� )05/0=h/R �1=L/R (  

  

����
&� �
&�� �)4� Y���	1 �39�� :���  ��
.;���  p��V1� �9

7���� :�� ���*� �� N�38 �9 >�C 
����� ��  	�  �9 .�2�

 N�38 �9 >�C 
���  �	9 >�a� H���*1  �15 �9 �)4� Y���	1 �

 �`�-� :�� ���*� �� ^��	�11 � 3 ��-�� .
&� ���� ��  �2


���  �	9 �3��C Y���	1 p��V1� �9 N�38 �9 >�C v)
D�  �2

}���	,� ��`�-� :�� ��* �� �	#I2  �
&��  �	9 ��
1� 7�� .���8

����
&� N�38 �9 
��DE 
��� �9  �05/0   +��L
� �I�   .
&�

H�I2��C  <�8 �� ��7 �� ��2�"�  Y���	1 �"2�� ���� ���8

�
&��  �	9 �3��C>�C 
��� �9 ���2  N�38 �910  �15 

����
&� �
&��)}�
���  � (��)9  7�	
I� �����`9 �
&� K� ����9

�
&� �
&�� �)4� Y���	1 H�I2 �� �3��C Y���	1 ���,�  ��

 �`�-� :�� ��*1 ��2 �� |�L��  :�� ��* p��V1� �9 .�
1�

��`�-� �� p��V1� +�8 �9 �3��C Y���	1  .�9�� 

<�8 �� �2 8  �9�  �
&�� �3��C Y���	1 +�	��=�

����
&� �39�� :���  ��
.;��   �	9 �`�-� :�� ��* ^�'	9


��� <�8 .
&� ��8 K�&	� N�38 �9 
��DE v)
D�  �28 

 N�38 �9 >�C 
��� �� �� +�	��=� 7��1  �9 .�2� �� H�"�

 ��
9� �)� ��C �9 �3��C Y���	1 ��`�-� :�� ��* p��V1�

p��V1� Y]& � p2�� �� �`�-� :�� ��* �� .�9�� 2�  R	�

��-�� �� ��X�� �� ��2�"� �3��C Y���	1  �2  �9 .��8

 ���*� �� �3��C Y���	1 �N�38 �9 
��DE 
��� p��V1� :��

7������ ��  	�   �	9 >�a� H���* �9 .�2��
&�� �2  �����

) n$��002/0=h/R(  �`�-� :�� ��* �� �)4� Y���	111 

)11n=�
&��  �	9 � (�2�����   ) K�DE }�
���08/0= h/R �� (

 �`�-� :�� ��*3 �� �� �2�. 

        <�89  N�38 �9 >�C 
��� �� �� �3��C Y���	1 +�	��=�

10 �� H�"� ��-�� .�2� 
��' 7�� �� �3��C Y���	1  �2

 �9 .��
�2 �"��V1� Y]& � �"2�� V�X�� ����9 ����  ����

 +�8 �9 �3��C Y���	1 �N�38 �9 
��DE 
��� p��V1�

�� p��V1� Y���	1 �<�8 �9 �;�� �9 .�9��  �2   �	9 �)4�

�
&��2 � n$�� ��)9  �}�
���  	
I� �`�-� :�� ��* �� K�DE

 $�5 )5n<�� �� ( �
&��  �	9 >�a� H���* �9 .�2�2�� 
��� �9 �

N�38 �9 
��DE 002/0  �08/0Y���	1 � ^��	� �9 �)4�  �2

 �`�-� :�� ��* ��4  �1 �� |�L�� .�
1�  
  

.�� 6 - �3��C Y���	1 +�	��=� (Hz)   ^�'	9 �`�-� :�� ��*

 v)
D� 	���,� ��L/R )002/0=h/R �5=nx=nz (  

  

.��7 - �3��C Y���	1 +�	��=�(Hz)   �`�-� :�� ��* ^�'	9

v)
D� 	���,� �� L/R )05/0=h/R �5=nx=nz (  
  

 .��8- �3��C Y���	1 +�	��=� (Hz)  ^�'	9 :�� ��* ^�'	9

 v)
D� 	���,� �� �`�-�h/R )1=L/R �5=nx=nz (  
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.�� 9- �3��C Y���	1 +�	��=�(Hz)   �`�-� :�� ��* ^�'	9

v)
D� 	���,� �� h/R )10=L/R �5=nx=nz (  

       

 
9�W 	W� �&�	9 ��T�� �9  �
&�� �� �� ����� H���@  �2

p���� ��)4� Y���	1  �� 	9 
��DE � >�C $� ����L
�  �2

 n$�� �
&��  �	9 .
&� ��8 �
1	A 	T� �� �2�I� N�38 
��� �9

 
��DE �9002/0 �9 	
����� <9�,� �� �)4� Y���	1 +�	��=� �

 �39L/R <�8 ��10 H�I2 .
&� ��8 K�&	� ��2�"� �� ��C

�� ��8 
��� �� �2 /X�� L/R )5L/R<( Y���	1  �2�)4� 

p����  �	9  �.
�� �9 
���  ���$ Q%
6� �2�I� v)
D�  �2

7�� �� .����� ����I�  <�8Y���	1�
&�� �)4�  �2  �2

����
&� �39�� :���  ��
.;��  �92=nx=nz�
&�� $� �  �2

����
&� �9 ���I3� :���  �2=nz �0=nx   ��0=nz   �2=nx 

��
�2 	
A�V9 .�
&��  �	9 ��
1� 7�I2 }�
���  �2  �� K�DE

<�8 11 ���� ��  
��� p��V1� �9 �� +��L� 7�� �9 ���8

 �N�38 �9 
��DEY���	1 �)�@ 
��' �9 
��� �)4�  �2

���� c�G
6� ��6 �9  	�M�9 	���,�.���   

��Y���	1  ��	9 N�38 �9 
��DE 
��� 	�W  �)4�

�
&�� }�
��� � ����� �39�� :���  �2 <�8 �� ��)9  �212  �13  

  

.�� 10- �)4� �3��C Y���	1 +�	��=�(Hz)   ^�'	9L/R  �9

p���� �2 ����� H���@  �2�I� +��L
� )002/0=h/R(  

.�� 11- �)4� �3��C Y���	1 +�	��=�(Hz)   ^�'	9L/R  �9

p���� �2 ����� H���@  �2�I� +��L
� )05/0=h/R(  

  

p���� �9 .
&� ��8 ���� p��I� ����� H���@  �2�I� v)
D�  �2

  <�8  ��12   �	9 ��
9� �N�38 �9 
��DE 
��� p��V1� �9 	2

 �"��V1�  ����  ���� �)4� �3��C Y���	1 �p���� N�� �&

�
&� u�V9 N�38 �9 
��DE 
���  �	9 
��.� �� ��� $� 	�07/0 

�� <�� 
9�W  ���,� �9  �3��C Y���	1 �<�8 �9 �;�� �9 .���

 p����  �	92=nx=nz  �
&��)����
&�  �2 �39�� :���  �

�
.;��) 	#�� p���� �� �9 
��� (2=nz � 0=nx  ��0=nz  �

2=nx <�8 �� .
&� 	
A�V9 (13  >�C 
���  �	9 ��
1� 7�I2

 N�38 �910 �
&��)����
&�  �2}�
���  � �� ��2�"� (��)9 .��8  

<�8 ��  �214  �15  Y���	1 �9 ��9	� �8�3��� ��� <�8

����
&� �
&�� �)4� �39�� :���  ��
.;���  >�C 
���  �	9

 N�38 �91  .
&� ��8 ���� p��I�H�I2��C  ���� ��T
�� ���  

 
��DE 
��� 	��=� �9����
&� �
&��  �2��� <�8 �N�38 �9  �

 �39�� :����
.;�� �� 	��=� .����  

  

.�� 12- �)4� �3��C Y���	1 +�	��=�(Hz)   ^�'	9h/R  �9

p���� �2 ����� H���@   �2�I� +��L
�)1=L/R(  
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.�� 13-�)4� �3��C Y���	1 +�	��=�(Hz)    ^�'	9h/R  �9

p���� �2 ����� H���@  �2�I� +��L
�)10=L/R(  

  

    

.�� 14- ����
&� �
&�� ��� <�8 �39�� :���  ��
.;��  �9

�)4� Y���	1 015/151  V�	2)002/0=h/R� 1=L/R� 2=nx=nz�  

11=n(  

  

  
  

 .��15- ����
&� �
&�� ��� <�8 �39�� :���  ��
.;��  �9

 �)4� Y���	1880/720V�	2 )05/0=h/R� 1=L/R� 2=nx=nz�  4=n(  

  

5 - /9
W ��
'�  
 7�� �� ����,���$� +�8�3��� �
&��   �2����
&� �  :���

�39�� �
.;���  ��&� 	9 �8	9 <�8 	��=� >�� ���	�  ��?�


1	A ��	@ �&�	9 ����.  +�GD"� ��8 F�D
�� ���� �������

����
&� �
&��  �	9 ����� H���@ ��&� 	9 � �  �I!' 	�� J�$��

�� 	��=� >�C � 
��DE 
.; �� �� �
&��� ��C �9 .��� 

 +M��3� <����	L��K��' �)?�� 	9 ���� O��	8 P	1 �9  $� �2�A

N�� ���� /I� �9 ����& ��A �)E�L� +�39	� R��  �
1�� K�I3�

 <'9 .���8����
&� �
&�� S��
� ��!�& 
-4 ��T�� � �9  �


��DE 
.; �� 	�=
� c��6  �9J;	�]6[�  .���	A ����,�

<��� �9 �S��
� �� V�X�� Q%
6�  ��?� H��9 +��L
� ���9  �2

�
1� �8 ��2�"�. �8	9 <�8 	��=� >�� ���	�  ��?� ��  �9

 <���H�8 >�I*�  �
&�� �3��C Y���	1 ��&	��� � R	9 +�	W�

 ��?� �9 ����,� �� ] �M6[�  c�G
6� ��6 �9 ��  	
I� 	���,�

�� .�2� ��%* ����
&� �
&�� S��
� 7�� 	9 �39�� :���  �

�
.;����V1� (	� S��
� �9 �Ansys   �8 ���� H�"� � ����,�

 R�� S��
�GDQ  ��V;� R�� S��
� �9 �9�6 ����9 
,9�`�


9�W � �&��2 �39 �9  �2	
���� +�	W� ����� �� .���� ���-� -

����
&� �
&�� �3��C Y���	1 	9 ����� H���@  �2 :���  �

�
.;�� �39�� :$� ������* S��
� K2� �� 
1	A ��	@ �9��$�� ����  

  

1-  �� �� ����� H���@  �2�I� p��V1� �)���C �9


.; �� �3��C Y���	1 p��V1� � �� �� .���� ��

 $�1 	
"�9 ��0' 
)* �9 �3��C Y���	1 
,�,'

 :��� ���� ^��	� �� M�9 �
���
&M� >��� �9

 .�9�� �� p��V1� ��39�� ����3��C Y���	1  ��

 �	�$ ��&� �� 
9�W ���,� /� �9 �2�I�  M�9 	���,�

 ���� $� ��� c��6 �9 �
&�� 	W�� c��6 �9�D
��

.��� �� <��  

2- N�38 �9 >�C 
��� p��V1� �9�  
��� /� ��


��DE �9 
9�W N�38�  �
&�� �)4� Y���	1

����
&� �39�� :���  ��
.;��  :�� ���*� ��

7������ ��  	� .�2� 

3-  ����-� �� �N�38 �9 
��DE 
��� p��V1� �9

�
&�� Y���	1 �n$��  �2  �)4�p��V1� ��  ��� �9��

����-� �� �
&��  Y���	1 K�DE }�
���  �2

 }���	,� � N�38 �9 
��DE 
��� $� <,
�� �3��C

 �N�38 �9 
��DE p��V1� �9 7��qI2 .
&� 
9�W

���
&� �
&�� �)4� Y���	1� �39�� :���  �

�
.;�� 7���� :�� ���*� ���� ��  	�  .�2� 

4-  Y���	1 �H���� �&��2 O��	8 �� �)� ��C �9

���
&� �
&�� �3��C� �39�� :���  ��
.;�� 

����
&� �
&�� �3��C Y���	1 $� 	
"�9 :���  �


&� ���I3� �39��. 

  

P�&
�  
(	� ^�' 	9 
�	' +M��3� �
1�� O�9 (	1  �2���!9�;:  
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24- v��               

12 12
2

12 12

2
11

11 2

2
11

11 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

n V x dA x V x dA x

R dx R dx

n A x dV x A x dW x

R dx R dx

dA x dU x d U x
A x

dx dx dx

dB x dX x d X x
B x

dx dx dx

ν ν
ν

ν ν

    +    −    

   + +   
   

   + +    
    

   + +    
    

+ 12 12

2
22 22

2

2
22 22

2

2 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n Y x dB x n B x dY x

R dx R dx

n A x U x nA x dV x

R R dx

n B x X x nB x dX x

R R dx

I x U x I x X x

ν ν

ν

ω ω

   +    
   

  + − +  +  

 − +  
 

= − −

  

           

  

  

  

  

  

  

  

24- F               

2
22

22 2

22 22

22 22

2
22

22 2

2

1 ( ) ( ) ( )
( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

dA x dV x d V x
A x

dx dx dx

nU x dA x nA x dU x

R dx R dx

nX x dB x dB x dY x

R dx dx dx

nB x dX x d Y x
B x

R dx dx

n

ν
   +    +     

   − −   
   

    − +    
    

  − +   
   

− ( )11 22 22
2 2

22 12
2 2

2
11 11

2 2

212
1

2
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
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