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Abstract 

Two-phase flows are of great importance in the oil, gas and nuclear power plant industries. In this paper 
drift-flux model was used for mathematical modeling of two-phase flows and then its hyperbolic analysis was 
performed. For numerical solution of hyperbolic equations, primitive (PRI) centered (CE) or PRICE-C scheme, 
which is a conservative scheme along the central path was used. The scheme does not need calculation of whole 
eigenstucture for solving the system of governing equations; therefore, the speed of solution is high. Shock-tube, 
pure rarefaction and transonic rarefaction problems were solved using this method. The results indicate that the 
PRICE-C scheme has high ability in capturing the discontinuities in the flow field and can predict the flow 
behavior successfully.  
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 D4[  $ !$�]8[ t��4	� �+�$ ���2� )� 8�934 	- �� �-
��s 

 �e���� %34 ��	��c� A?b6 )e-�� )�ϕ  1GI )6�	<�
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 ���- ��� J�� ��	- �	# $ '�	� ���0 �*�.��	- ���\�-  

)26(  �� + �� = 1 

�� )� �# �j� �� ��7B C���4 �	  $� �� �
� Z�I ��  ��
�

 �	  $� ���- %6	0 )6�	<� D���-	
-�
�	�  )� �# �j� �� ���

�� .�
�  

)27(  �V = �V,7 + � − �V,76V� 					W = �, X 
)6�	<� ��  )27 (ρY,7  �'"�� �6	���V,7  $ '"�� �	� 6V 

 �	  ���- :
( %=��W %�� >�.  

4 -  3 �*+�, -.)PRICE-C( 
A$� Z�� 1�234 D�� ��   )- ��	�� �@ �� )� %�� ���=

 A$� $�
�� �� .��	G� C�*�� 8�	� �+�$ �	�,	� )G�	3��	�*�	B 

 �?��� ��*� ������ ��PRICE-C �� ���\ ��	&��� ��
�  .���#

 :;�	<� C�*�� ���- ���-� A$� D��	��	�*�	B C� Y@  1�=

 �� � �<�]17[ '"�� �� .]17[  A$� �
�PRICE �	�*�	B  ��

 � �<� ��*� ������ A$� )� %�� ���PRICE-C  8�6� )-

t��4	� )G�	3� ���- )�
��Roe  V2  �4	G�	3� .
9� ��� ��

�� ��	&��� �$	�� .
9� $� :	=[I� ��  ��	� )- %G*� ��
�

A$�  A$� )6	2� D�� �� D���-	
- .���� ����- ����	� 	�PRICE-

C�� - ����� �	� .�� �- C�	0 :;�	<� 80) �� )� �# �	�  .�
�

?"A$� ��	� ��	-�� ����- :	�H  �	�PRICE  ��]17[  �
"$

 .����  

>�; A$� D�� ��  :;�	<� )� %�� )- )G� :�
( �e, 

 A$� D�� .	�=� %�" :;�	<� C�*�� �� D���-	
- .��
� )��
�

�� ��	&���  .�
�8��  :;�	<� C�*�� ��� )�**#)8(  	-

 A$�PRICE-C �� �	�- ��� :�
( )-  .���#  
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33  

�  

	Z[\' = 	Z[ − ∆�∆
 ; Ẑ\@>_ 
	Z\'[ − 	Z[�+ Ẑ_@>\ 
	Z[ − 	Z_'[ �<+ ∆� Z̀  
 ;	- )e-�� �� )�  

)28(  Ẑ\@>_ = 14 ;2^ab
	Z[, 	Z\'[ � − ∆
∆� c− ∆�∆
 �^ab
	Z[, 	Z\'[ ���< 

$ 

)29(  Ẑ_@>\ = 14 ;2^ab
	Z_'[ , 	Z[� + ∆
∆� c+ ∆�∆
 �^ab
	Z_'[ , 	Z[���< 

 :;�	<� ��)28(  $)29(  Jef  y
� t��4	� ��Roe �
�
#.  

)30(  g
h� = g
	i , 	j , h� = 	i + h
	j − 	i� 
 ��*� D��<4 �� tBg  y
� t��4	� ��	-Roe�^e  )G�	3�

 )6�	<� ���7��	" 	- .���#)30(  ���- ��� )e-��^a  %��-

�� :��@  

)31(  ^e
	i , 	j� = k ^
Ψ
s, 	i , 	j��'
7 �h 

  

 .������ )G�	3� 	-)31(  y
� t��4	�Roe �� %��-  .��@

�� �� .������ D�� )- ��
4  8H	*� �� �_<- ���- �9�934 :�
(

 �	�*- .������ D�� �9�934 80 8H	*� ����- ���- 	�� ��$@ %��-

 A$� �� $ ���= :�
( )- .������ D�� D���-	
- .%�� 	��  %\	I

'�-�4 -�� )G�	3� O
#  ���	��� $ �9���*�	� .�
�]17[  D��

.������ A$� .����� 80 ���= :�
( )- �� .������  ���#

'�-�4 -O
#n )e2�  �	���$ 	- ��ωo  %�<\
� $so  ��

��	-p0, 1q�� � )9�" �
� W� .������ ���
4  )G4�� 	4 �� 	2n − 1 )- ��  ����- J	2� 	- D���-	
- .�
� )G�	3� 1�\� :�
(

�� )- ��
4  t��4	� �/	0 1�234 �� .% 	� %�� ��4;	- %\�

Roe �� )G�	3� ��� :�
( )- �
�.  

 )32(  ^eb
	i , 	j� = rso^
Ψ
so,b
ot' 	i , 	j�� 

 ��]17[ )e2� )� O
# �� .������ )G�	3� ���-  ��	&��� ��

)e2� K
B O
# A$� �� )6	2� D�� �� .%�� ���  )G�	3� ���- ��

�� ��	&��� .������ # A$� )- %G*� �����- %\� )� �
� O


)e2� )� .���� ��  

  

4-1  - ��/0� -. :�/�9K<2  

)- ���- $� �	��" �	������	B ���$@ %��  )6
6 .
I �� ��	 

�� 8�= ��� ]�4�4 )- ��	�� $ �	�� ]*0 �- )-�/ :�
�  

1-  )�G� ��	� )�**# 

2- )�6$� V���� ���� ���$ 

3-  :�
( )- ��	�� >	# )G�	3�Δ� = v�i×∆+wxy
z{|}� 

4- ) ���= �	� ����- )G�	3�Ẑ\@>_ 	, Ẑ_@>\( ��	�� >	# ��

 A$� �� ��	&��� 	- ���"��	&��� ��
� ���= 

5- -)  ��	� )�**# A$� 	- �	�*�	B �	���b�� ���$@ %��

 ���" ��	�� >	# �� �$�3� C�0) )6�	<�28( 

6- -) ���" ��	�� >	# �� 	������	B ���$@ %�� 

��15 :�	" 	-  )6�	<� ���7#)27( ��  )6�	<�)26( :�	G= �

)"�� 2 )- �	�  ���- ��� �� %�� :��@  

)34(  

�� + ~� + � = 0 
 ~ = ���,76�� + ��,76��� − ���,7 + ��,7�− 
	'6�� + 	�6��� 
 � = ��,7��,76��6�� − 
��,7��,7 + 	'6����,7− 	���,7�6��− 
��,7��,7+	�6����,7− 	'��,7�6�� − ��,7��,7 

 
�;4�5 �<�KB: ��  �	  �� %6	0 :;�	<�)- �� %�� .�
�@ 

4�L ���. 0�7 : �� ��b���	�*�	B  ����
�B )6�	<� )- J
-��

�	# �	  )- �� %�� .��@ 

M/�� ���. 0�7%�� W� �-��- �	  $� ���0 �*� y
��� : 

:�;4�5 O,0�  

 �	�*�	B ��b�� D���� 	- A?b6 )6�	<� $ C�
�
� )6�	<�

�� )G�	3� '�	� $ �	# �	  %=�� .��
�  

)35(  	� = 	 	�89 + 	367��	��1 − 67��� + 	'67�� 

)36(  	� = 	 	3�1 − 67��� − 	'89	��1 − 67��� + 	'67�� 
  

4-2 - �D��2* �� *+�, OP+�9�	 MUSCLHancock   

 �� ������ �	�  ��	&��� ��	�� $ �	�� �� ���= %\� L��? �

 ���
��MUSCL-Hancock ��  )� 8�	� �
�� D�� .��	-

 .%�� )90��  

.$� )90��: .
9� �� :	=[I� ��	��	-  

)9�" �
� W� �.
9� V�
�� ���	2� 	- )�4 �e, ��  �- ��
�� ��

)- �4	G�	3� .
9� �� �$� �� %��  ��� �-	��$�- ���	2� .��@

 �	����)- ��� V-�$� �� ��	&��� 	- .
9� p� $ %��  %��

�� �
�@:  

)37(  	oi = 	o[ − ∆o2 		,												oj = 	o[ + ∆o2  

)� ��	" ��  
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)38(  ∆o= 12 
1 + ��∆o_' �� + 12 
1 − ��∆o\' ��  ∆o_' �� = 	o − 	o_'					,					∆o\' �� = 	o\' − 	o 
) )6�	<� ��38 (� ∈ p−1,1q�� .��	-  ���� �e,��c ���-

�#�$�3� �� �A$�  �	�MINMOD ��� ��	&���  %��]21.[  

>$� )90������ ���	2� ��	�� L�	��B:  

 rE� ������ )- '-�
4 D�� �� �.
9� �� ��� �-	��$�- ���� ���	2�

)- �	�� �� >	# W� �� ���- L�B .��
�  

)39(  
	�� i = 	o[ − 12 ;c + ∆�∆
 ��� < ∆o + ∆�2 ò 	�� j = 	o[ + 12 ;c − ∆�∆
 ��� < ∆o + ∆�2 ò 

  

 ;	- )e-�� ����� = ��	o� �� .��	-  �� ���� � �<� A$�

�� �e, $ $� )G4�� .��	-  

>
� )90��.���" ��	�� >	# �� 	��b�� )G�	3�:  

  

)40(  

	o[\' = 	o[ − ∆�∆
 B2o\@>_ �
	Z\'[ − 	Z[��
+ 2o_@>\ 
	Z[ − 	Z_'[ �C
− 1∆
 �	+ + ∆�	 ò 

  

 )9�"�	+  .
9� �$� �- �	�*�	B��c :�	G= .������ )�

�� �4	G�	3� A$� ���- ���	- �� �&( .$� )G4�� �	�  ���- $ ��	-

A$� )- ��� )e-�� �� ��	&��� 	- ;	- )- >$� )G4�� �	� �� %�� :��@  

)41(  

�	+= k k �D	o

, ��H���@ >��
���@ >��

)��@
)�

�	o

, ���
 �
�� 
  

5-  -. R/���*+�,  

LF- D�� �� - ���= A$� ���9�=)  ���- ��� )� �# �	�

��\ �-	���� ��
� ��	 $� �	��" )6	*� �
��� �  8H	*� D�� .���#

����- ��	�� �	223� V�
4 ���  %��]10 ,15[ 8H	*� >	�4 .

)6
6 8�	�  .
I )- �2 � ��100  V�$ �� C#�� 	�� W� 	- ���

�� z�  C� 	- C#�� 	�� D� �I �� )�6$� V���� )� %��  .�

�

 ���<4 	- 80 �76 ����� �
"$ 8H	*� D�� ���- �9�934 80 �
�

�� )� �# �j� �� '"�� 80 ��

= )- ����- .
9� .�
�  

  

5-1  -  �<�����0S �<9<  

 ���	��� $ D��	- �� )6	*� D��]22[  ���7B	� C���4 i�  	-

 �
"
� )�6$� V���� .����� 80 '�	�.$�" �� )6	*� D�� ��1 

.%�� ��� ����  

  

) ��1-   )6	*� �� )�6$� V���� )6
6/)-�  

  ��
−� �
Pa� 	�(�/h�  	�(�/h� 

p� %��  55/0  522825  5138/29  7741/24  

%��� %��  55/0  803959  5582/2  7372/1  

  

��  .$�"2  D�
k�� %�� ��� ��| %6	0 )6�	<� �	������	B

 �-��- (A?b6 )e-��) �6�
�	  $ �-$� )e-�� �� �
"
� ]���/6� = 1.07  $89 = 0.2162 �� )� �# �j� ��  K�	�� .�
�

)�G� %=�� ���- ��	�  �	�  $ �	# ���0 �*� �'�	� $ �	# �	�

 A$� �� ��	&��� 	-PRICE-C 8�� ��  �	�1  	44  ���-

	���� = 0.5	h  ���<4 ���- K�	�� D�� .%�� ��� ���� �	��

.
9�  r9�F� �	�50 �200 �800 �1600  $3200  ��� )H���

.%��  

  

 ) ��2- )-�/ )6
6 ���- %6	0 )6�	<� �	������	B  

�	   6V
�h � ρY,7
W��3� 
�	#  300  0  

'�	�  1000  916/999  

  

�� )j0[� - A$� )� �
�) )- �)� � �	� �� �-
, ���
4

����
�B	�  )�
�� 8�6� )- .��	�� ���#�� �� �	��" ����� �	�

� A$� D��LFB ����2� ����� W� )G4�� %\  80 �� ���=

�� ���	�� .
9� ���<4 L��? � 	- )� �
�  �� �4	G�	3� �	� D��

LFB ��� )��	� ���= Y�
" ����- .%�� )- �	�  ���@ %��

�� �	��  )� ��� ��8� $�B  �	  ���0 �*� $ 	��	  %=�� �	�

�� ���	�� ����
�B	� )� �	#  �� ����
�B	� $� 	�
4 �6$ �
�

�� .���� �
"$ �	�  ������� �� ��� D  )- )"
4 	- ��
4

)EF��   )EF�� )� J
9F� .�� .��� )�"
4 )6	*� �	�

 $ �I	*G�� $ ��	�  !�
�� 	- �x	
�� )EF�� $� )� ���� �2�20

�� ��	�4 ����
�B	� 	- �x	
�� )EF�� W�  %�� ����- .��	-

)EF�� V�
4 	�
4 �	�  :	=[I� )�  �����4 $ ��	�  �	�

�� 82�
�  �6$ .��
� )� �� V�
4 	���b�� ��	� :	=[I�

�� 82�
� )EF��  �	�  ��	�4 ����
�B	� 83� �� .���# $

�	# �	  %=����� ����b4 }��  �� �
G= �� 	���b�� ��	� �6$ �
�

�� ���b4 �	�� 83� D�� .��
�  �� �	# �	  %=�� ���b4 >�= %9=

 	- ��	�4 ����
�B	� ����� �	� .�� �� )� %�� �@ 83� D��

���� %��0 �	# �	  %= .�
�  ������ �	��	� 	- K�	�� )*�	2�

]10 ,15[ �� �	�� �� �-
, 1-	e4 ?�� .���  
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-
	1-  .
I �� �	# %=��)-�/ )6
6  

 

 
-
	2- )-�/ )6
6 .
I �� '�	� %=��   

  

  
-
	3 - �	# ���0 �*�  )6
6 .
I ��)-�/   

  

5-2- �T��U�2 V9�  

�� ����- `6	, J	*G�� )6	*� %�*\ D�� ��  )� �
�

V�
4  ���	��� $ D��	-]22[ ��� )H��� .%�� � D�� )�6$� V���

 )6	*� .$�" ��3 %�� ��� ����.  

  

) ��3- `6	, J	*G�� )6	*� �� )�6$� V����  

  
  

  
-
	4-  �� �	�  '��
4)-�/ )6
6 .
I  

  

��  .$�"4  i�  .%�� ��� ��| %6	0 )6�	<� �	������	B

�� ��
<� ����� �
"$ A?b6 	��	  D�- )� �
�� = 0 �89 = 0$6� = 1. %���
� ��= ���2� )6	*� D�� �� -L����  - �-��- �
6 ��� = 0.5 �� )� �# �j� ��  8�� .�
�5 '��
4  �� �	� 

�� )6
6 .
I  ���-t=0.8 sec A$� �� ��	&��� 	-PRICE-C �	��

�� .
9� ���<4 ���- K�	�� D�� .���  r9�F� �	�50 �200 �

800 �1600  $3200  .%�� ��� ���� )H��� %��- K�	�� )*�	2�

 	- ���@ '"�� K�	��]15[ �� �	�� �� �-
, 1-	e4 .���  )j0[�

 )�G� $� �	� Y�
" )� �
� ��1600  $3200  %\� 	- �6
9�

 '"�� K�	�� 	- �6
G\ 8-	\]15[ �� D���-	
- .����� 1-	e4  �� ��
4

0 �	
��I� 80 )�G� �� .[2���.��� 8(	  

  

) �� 4- )6
6 �$�� �I	*G�� 8H	*� ���- %6	0 )6�	<� �	������	B  

  

5-3- ��9% �WL X��U�2 �<���  

�� �� �4
( �7# J	*G�� )6	*�  $ �	�  ���� L�	� 	- ��
4

 .��� �	��� `6	, J	*G�� )6
6 %��� %�� �� %=�� L��? �

 �� )6	*� D�� �� �
"
� )�6$� V���� .$�"5 .%�� ��� ����  

  

) ��5- `6	, J	*G�� )6	*� �� )�6$� V����  

  ��
−��
Pa� 	�(�/h� 	�(�/h� 

p� %��  6/0  1666670  4233/34  4233/34  

 %��

%���  
68/0  700000  70  70  

  

x(m)

u
g

(m
/s

)

0 20 40 60 80 100

5

10

15

20

25

30

3200 cells
1600 cells
800 cells
200 cells
50 cells
Ref [15]- 3200 Cells

x(m)

u
l
(m

/s
)

20 40 60 80 100

5

10

15

20

25

3200 cells
1600 cells
800 cells
200 cells
50 cells
Ref [15]- 3200 Cells

x(m)

α
g

(
-

)

20 40 60 80 100
0.4

0.45

0.5

0.55
3200 cells
1600 cells
800 cells
200 cells
50 cells
Ref [15]- 3200 Cells

x(m)

10
5

P
a

20 40 60 80

5

6

7

8

9

10

3200 cells
1600 cells
800 cells
200 cells
50 cells
Ref [15]- 3200 Cells

  ��
−� �
Pa� 	�(�/h� 	�(�/h� 
p� %��  6/0  1666670  4233/34  4233/34  

%��� %��  68/0  1176470  50  50  

�	   6V
�h � ρY,7
W��3� 
�	#  100  0  

'�	�  1000  924/999  
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36  

�� .$�" 4  %6	0 )6�	<� �	������	B �	�- i�  .%�� ���

��  �
<� ����� �
"$ A?b6 	��	  D�- )� �
�� = 0 � 89 = 0 �6� = 1%���
� ��= ���2� )6	*� D�� �� .-L���� -

 �-��- �
6��� = 0.5 �� )� �# �j� ��  8�� .�
�6  C#�� 	��

�� )6
6 .
I �� �	�   ���-t=0.3 sec A$� �� ��	&��� 	-

PRICE-C  �	���� .
9� ���<4 ���- K�	�� D�� .���  �	�

 r9�F�50 �100 �200 $400 .%�� ��� ���� )H���  )j0[�

�� �
� Y�
" �)�G� ���� �4?�� 	- )�  A$� �	�PRICE-C  )-

] '"�� K�	��15��� �����?� [  .���Y�
" D�
k��  )�G� $� �	�

200  $400 ��� 1Ge
� C� �- �6
9�  ��
�� �	�� D�� )� ���

.%�� �4	G�	3� )�G� )- 80 ���*-�$ >�=  
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