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کمک   هاي بزرگ به هاي جدار ضخیم تحت فشار با تغییرشکل استوانهترموالاستیک کامل  حلّ

    غیرخطی ايصفحهي الاستیسیته ينظریه

  

  majidc2001@gmail.com، ي مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شاهرود، شاهرود، ایران کارشناسی ارشد، دانشکده  مجید چنارانی
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 چکیده

هاي بزرگ به  ، با تغییرشکلگرمایی پایاي یکنواخت و فشاربارگذاري هاي جدار ضخیم متقارن محوري تحت  دیفرانسیل حاکم بر استوانه  در این مقاله، معادله

هاي بزرگ در جهت شعاع و درنتیجه معادلات  دلیل وجود تغییرشکل استخراج شده است. به  (NPET)غیرخطی اي صفحه ي الاستیسیته ي نظریهکمک 

اغتشاشات در دو حالت تنش  کنیککه به کمک ت استي دو غیرخطی با ضرایب متغیر  سینماتیک با جملات غیرخطی، معادله دیفرانسیل حاکم از نوع مرتبه

 و هاي شعاعی تنش، چنین شرایط انتهایی متفاوت استوانه و هم فیزیکی شده است. با توجه به معادلات تعادل، شرایط مرزي حلي ا اي و کرنش صفحه صفحه

ضخامت، جنس و شرایط بارگذاري، متغیرهاي تحلیلی، تأثیر  حلدست آمده است. با توجه به نتایج حاصل از  صورت تحلیلی بهجایی شعاعی به به نیز جا و محیطی

سازي اجزاي محدود  تحلیلی، مدل حلنتایج حاصل از آزمایی راستیمنظور  اي، بررسی شده است. به ي استوانه جایی در پوسته ها و جابه رزي بر مقادیر تنشم

تحلیلی ارائه شده  حلد دهد که رون اند. این پژوهش نشان می با یکدیگر مقایسه شده حلانجام و نتایج دو روش  ANSYS افزار ي مذکور به کمک نرم استوانه

  .از دقّت خوبی برخوردار است گرماییو  اي تحت بارگذاري فشاري هاي استوانه براي پوسته

 اغتشاشات. کنیکت ،کیکلاس نظریه بزرگ،  شکلرییتغتحلیل غیرخطی، الاستیک، ترموتحلیل  م،یجدار ضخ ي استوانه :کلیدي هاي واژه

  

 

Complete Thermoelastic Solution of Pressurized Thick Cylinders with Large 
Deformation Using Nonlinear Plane Elasticity Theory 

  

Faculty of Mechanical Engineering, Shahrood University of Technology, Shahrood, Iran M. Chenarani 

Faculty of Mechanical Engineering, Shahrood University of Technology, Shahrood, Iran. M. Ghannad 

 
Abstract  
In this paper, the governing equation of axisymmetric thick-walled cylinders under uniform pressure and steady-state thermal 
loading, made of homogeneous and isotropic materials with large deformations is derived using the Nonlinear Plane Elasticity 
Theory (NPET). Because of large deformations along the radial direction and hence existence of nonlinear terms in kinematic 
equations, the governing equation is a nonlinear second-order equation with variable coefficients, which is solved in plane stress and 
plane stress states using perturbation theory. According to the equilibrium equation, physical boundary conditions and different end 
conditions of the cylinder; radial and circumferential normal stresses and radial displacement in cylindrical shells are calculated 
analytically. The effect of loading, thickness, material and boundary conditions on stresses and displacement in cylindrical shell is 
studied by the results obtained from analytical solution. For investigating the accuracy of the results obtained from the analytical 
solution, the numerical finite element modeling of mentioned cylinder is done with ANSYS software and the results of the two 
methods are compared. This research reveals that the obtained results by the mentioned analytical solution procedure have good 
accuracy for cylindrical shells under pressure and thermal loading. 

Keywords: Thick-walled cylinder, Elastic analysis, Large deformation, Classical theory, Perturbation technique. 
  

 

1 -  مهمقد  

 برابر در آنها ضخامت که هستند اي خمیده هاي سازه ،ها پوسته

 ترین متنوع و ترین فراوان ،ها پوسته. است کوچک ابعادشان سایر

در چند  .شوند می مشاهده طبیعت و صنعت در که هستند هایی سازه

فراوانی  دلیل اي، به هاي استوانه ي رفتار پوسته ي گذشته، مطالعه دهه

، بیش از انواع هاي مختلف برابر بارگذاريو مقاومت مطلوب در  کاربرد

  .است را جلب کردهتوجه پژوهشگران  اي، ي پوستهها دیگر سازه

هاي جدار نازك و شوند؛ پوستهبندي میدر دو گروه طبقه   هاپوسته 

جدار ضخیم. اگر نسبت ضخامت به شعاع انحناي سطح میانی پوسته 

h/R)20/1تر از  ار نازك و بزرگباشد، پوسته را جد 20/1تر از  )، کوچک 

 هاي پوسته براي شده مطرح هاي نظریه .]1[نامند  ، جدار ضخیم میباشد

 و PET(1( اي صفحه ي الاستیسیته ي نظریه ي پایه بر ضخیم جدار

ضخیم   هاي جدار استوانه .باشند می SDT(2( برشی تغییرشکل ي نظریه

هاي صنعتی گوناگون کاربرد دارند. در  در حوزه گرماو  تحت فشار

اي،  شار و رآکتورهاي هستهویژه در طراحی مخازن تحت ف ها، به نیروگاه

تر  بینی دقیق هاي بزرگ موجب پیش تحلیل غیرخطی با تغییرشکل

شود. در صنایع هوافضا و دفاعی، محفظه  و افزایش ایمنی می رفتار

 يموتورهاي راکت و اجزاي فشارقوي نیازمند ارزیابی دقیق الاستیسیته

دید تضمین بر فشار و دماي شغیرخطی هستند تا پایداري سازه در برا

  گردد.

                                                             
1 Plane Elasticity Theory (PET) 
2 Shear Deformation Theory (SDT) 
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، تحلیل الاستیک خطی 1852نخستین بار، لامه در سال 

شده از مواد همگن و  هاي جدار ضخیم متقارن محوري ساخته استوانه

ي نظریه همسانگرد تحت فشار یکنواخت داخلی را با استفاده از

. ]1[ارائه کرد  اي ي صفحه ي الاستیسیته کلاسیک الاستیسیته یا نظریه

را با لحاظ اثر   تغییرشکل برشی ي نظریه 1956در سال  و کوپر نقدي

. ]2[ ندها معرفی کرد رش عرضی و اینرسی دورانی، براي پوستهب

اي  هاي استوانه تحلیل ارتعاشی پوسته 1958میرسکی و هرمان در سال 

شده از مواد همگن و همسانگرد را  م متقارن محوري ساختهجدار ضخی

، ارائه کردند FSDT(1( یکمي  ي تغییرشکل برشی مرتبه به کمک نظریه

هاي مختلف  اي بین نتایج روش مقایسه 1960در سال پن  گرینس. ]3[

 .]4[انجام داد اي متقارن محوري را  هاي استوانه تحلیل خطی پوسته

 يها پوسته يبرا یرخطیغ يها هیبا ارائه نظر 1963سندرز در سال 

جدار  يها بزرگ پوسته يها رشکلییتغ يبرا قیدق يا هیجدار نازك، نظر

محدود  يروش اجزا 1981در سال  ویهاگس و ل ].5[ نازك ارائه کرد

که  ییها در پوسته يبعد سه یکاستاتیشبه زیآنال يرا برا یرخطیغ

فوکویی و  ].6رگ توأم با چرخش دارند، ارائه کردند [بز يها رشکلییتغ

هاي جدار ضخیم  روابط الاستیک حاکم بر لوله 1992یاماناکا در سال 

FGM  تحت فشار داخلی را به کمک معادلات لامه استخراج و آنها را

 1994 سال اُباتا و نودا در. ]7[کردند  حلکوتا - ونگهبه روش عددي ر

استخراج و  FGM یتوخال يرا در استوانه و کره گرمایی پایا هايتنش

 2005 سال و همکاران در ی]. روح8[ دآوردن دستبهینه را به يماده

جدار  يها استوانه کیترموالاست لیتحل يبرا یلیتحل مهیحل ن  راه کی

 ].9[ ارائه کردند را یتابع ریبا طول محدود از مواد با خواص متغ میضخ

هاي توخالی از  استوانهدقیق  حل 2007ژیفاي و همکاران در سال 

اي کردن استوانه که هر لایه  را با روش چندلایه FGي ناهمگن  ماده

ي همگن با خواص مکانیکی ثابت درنظر گرفته شده، ارائه  صورت ماده به

رفتار  ،یلیحل تحل ي ارائه با 2011تانگ در سال  و چیب .]10[کردند 

 يعمق تحت بارگذار کم يمحوردومتقارن  يکرو يها پوسته یرخطیغ

قنّاد ]. 11کردند [ یدما را بررس ریو تحت تأث کنواختی یخارج يفشار

هاي جدار ضخیم  عمومی استوانه حل 2012نژاد در سال  و زمانی

ي  را بر مبناي نظریه FGشده از مواد  متقارن محوري ساخته

و  2اي براي شرایط مرزي تنش صفحه )PET( اي ي صفحه الاستیسیته

بر مبناي  2012در سال  آنها. ]12[ارائه نمودند  3اي کرنش صفحه

، معادلات حاکم بر )FSDT( یکمي  ي تغییرشکل برشی مرتبه نظریه

را در حالت کلّی استخراج و سپس  FGMهاي جدار ضخیم  انهاستو

دست  صورت تحلیلی به اي) به براي استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه

اي مقایسه کردند  ي صفحه ي الاستیسیته نظریه حلآوردند و با نتایج 

هاي متقارن  تحلیلی استوانه حل 2012. قنّاد و قارونی در سال ]13[

تحت فشار را براي شرایط مرزي دو سر گیردار به کمک  FGMمحوري 

. ]14[ارائه نمودند  HSDT(4(ي بالا  ي تغییرشکل برشی مرتبه نظریه

هاي جدار متغیر  تحلیلی استوانه حل 2012قنّاد و همکاران در سال 

تغییرشکل ي  شده از مواد همگن و همسانگرد را به کمک نظریه ساخته

                                                             
1 First-order Shear Deformation Theory (FSDT) 
2 Plane stress 
3 Plane strain 
4 Higher-order Shear Deformation Theory (HSDT) 

عددي اجزاي  حلارائه و با نتایج حاصل از  5اغتشاشات کیتکنو  برشی

  .]15[ردند محدود مقایسه ک

هاي فضاکار مانند خرپاها و گنبدها؛ همچنین در خمش  در سازه

بزرگ در  هايها، ممکن است، تغییرشکلها و پوستهها، ورقتیرها، قاب

ي سازه ایجاد شود، لذا تحلیل غیرخطی و بررسی آثار این هندسه

تحلیل غیرخطی  2013عارفی در سال  رفتارها ضروري است.

هاي جدار ضخیم پیزوالکتریک با خواص تابعی  ترموالاستیک استوانه

، مکانیکی و الکتریکی را با استفاده از ترکیب گرماییتحت بارهاي 

 هاي پیاپی ارائه کرد ي آدومیان و تقریب زیهي روش تج شده اصلاح

 ي توخالی غیرخطی استوانه گرماییتحلیل  2015در سال  ایشان. ]16[

 FGMتحلیلی  ه دما را با استفاده از روش نیمهبا خواص وابسته ب

تحلیل  2016در سال  موسائی .]17[ هاي پیاپی ارائه کرد تقریب

با خواص وابسته  FGM ي جدار ضخیم ترموالاستیک غیرخطی استوانه

تکنیک کمک   به دما را انجام داد. در این پژوهش معادلات غیرخطی به

ي الاستیک  هجایی و تنش براي مادهو توزیع جاب شد حلاغتشاشات 

رفتار  2016در سال  پندا کار و .]18[ دست آمد ناپذیر به تراکم

 FGM ي کروي تغییرشکل ترمومکانیکی خطی و غیرخطی پنل پوسته

ي میکرومکانیکی وویگت و  با خواص وابسته به دما را بر اساس قاعده

. معادلات غیرخطی ندبالا بررسی کرد ي نظریه تغییرشکل برشی مرتبه

روش اجزاي کمک  حاکم با استفاده از اصل تغییرات استخراج و به

عارفی و  .]19[ محدود غیرخطی و حل تکراري مستقیم تحلیل شدند

ي  تحلیل ترموالاستیک خطی و غیرخطی پوسته 2017در سال  زنکور

و مکانیکی را با درنظرگرفتن  گرماییتحت بارهاي  FGM کروي

ي  کمک تانسور کرنش لاگرانژ و روش تجزیه  غیرخطی هندسی به

مواد  و ترموالاستیک تحلیل الاستیک .]20[ ندآدومیان ارائه کرد

توجه پژوهشگران  قابلنیز از موضوعات  6هایپرالاستیک)( فراکشسان

باشد تا بتوانند درك صحیحی از رفتار آنها بیابند و گام مؤثري در می

 حل 2019ها بردارند. قارونی و قنّاد در سال طراّحی و ساخت سازه

شده از مواد فراکشسان  ساخته هاي جدار متغیر غیرخطی استوانه

ي تغییرشکل برشی و  ا به کمک نظریهر 7ینئوهوکبرمبناي مدل 

عددي اجزاي محدود  حلاغتشاشات ارائه و با نتایج حاصل از  کیتکن

ي جدار ها غیرخطی استوانه حلسپس ایشان  .]21[مقایسه کردند 

شده از مواد فراکشسان برمبناي  متغیر تحت فشار نایکنواخت، ساخته

ي تغییرشکل برشی و روش  را به کمک نظریه 8ریولین- مدل مونی

هاشمی و جعفري  .]22[ارائه کردند  MAM(9( یافته انطباق هاي مجانب

با غیرخطی ورق مستطیلی  ارتعاشات آزاد و اجباري 2020در سال 

صورت به را تابعی دوجهته یرغتاز جنس مواد م یمفصلهاي گاهتکیه

ها، ورق کلاسیک ي نظریه براساس ایشاندند. کر بررسیی تحلیل کاملاً

 سعیدي و همکاران ].23[ کردند استخراج را حرکت غیرخطی معادلات

 جدار ي استوانه یک پلاستیک- الاستو- رفتار ترمو 2021 در

تحت فشار داخلی و گرادیان دما، با استفاده از روش را   FGMضخیم

مورد تحلیل قرار دادند و توزیع تنش و کرنش در  درپی تقریب پی

                                                             
5 Perturbation technique 
6 Hyperelastic 
7 Neo-Hookean 
8 Mooney-Rivlin 
9 

Matched Asymptotic Method (MAM)  
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ه و شرایط بارگذاري هاي ماد راستاي ضخامت را بر اساس ویژگی

 2022حمدي و ابراهیم در سال  ].24[نمودند  ارائه مکانیکیترمو

ي غیرخطی را براي مواد ترموالاستیک  ي ترموالاستیسیته فرضیه

ناشی از تغییرشکل مکانیکی  گرمایی آثارمنظور تحلیل   ناهمسانگرد به

مطرح کردند و معادلات حاکم این مدل با یک زمان آسایش را براي 

  ].25[ دهمسانگرد حل کردنبعدي، همگن و  فضاي یک نیم

متقارن  میجدار ضخ يها استوانه لیو همکاران به تحل یبهادران

 يهیبا استفاده از نظر ،یو خارج یداخل کنواختیتحت فشار  يمحور

 ياغتشاشات برا کیو تکن NPET(1( یرخطیغ ايصفحه يتهیسیالاست

 يا و کرنش صفحه يا بزرگ در دو حالت تنش صفحه يها رشکلییتغ

ي غیرخطی  تحلیل ترموالاستیسیته کاراندهقان و هم ].26[ پرداختند

با خواص وابسته به دما را تحت فشار FGM  ي جدار ضخیم استوانه

و روش عددي مربعات دیفرانسیلی  اتاغتشاش تکنیککمک   داخلی به

 لیتحل ،و همکاران نصرالهی ].27[ ندارائه کرد (GDQ)2 یافته تعمیم

 یداخل کنواختیفشار تحت  را يمحوردوتقارن با  میجدار ضخ يها کره

و  یرخطیغ ايصفحه يتهیسیالاست يهیبا استفاده از نظر ،یو خارج

 ].28[ ندانجام داد بزرگ يها رشکلییتغ ياغتشاشات برا کیتکن

 يپوسته کیترموالاست لیتحل 2024 سال و همکاران در یرمضان

 گرماییو  یکیتحت بار مکان ریبا ضخامت متغ میجدار ضخ يا استوانه

جانی و  ].29[ انجام دادند ،شده بود دیرا که از دو طرف مق يعددوب

ي  ي غیرخطی کره تحلیل ترموالاستیسیته 2024در سال  همکاران

را با درنظرگرفتن  گرماییتحت شوك  FGM جدار ضخیم پیزوالکتریک

ي نظریه لرد و شالمن انجام دادند.  خواص وابسته به شعاع و بر پایه

، روش نیومارك و الگوریتم پیکارد  GDQفاده از معادلات حاکم با است

معادله حاکم بر  2025 سال در و همکاران یبهادران ].30[ حل شدند

را با درنظر گرفتن  تحت فشار FGM متقارن محوريهاي استوانه

تکنیک  کمک به و NPETبا استفاده از  بزرگ يها شکلرییتغ

  ].31[و سپس حل کردند استخراج  اغتشاشات،

اي  صفحه يي الاستیسیته ي حاضر با استفاده از نظریه مقاله در

هاي  عمومی استوانه حلّاغتشاشات،  کنیکو ت )NPET(غیرخطی 

  گرماییبار و  متقارن محوري تحت فشار یکنواخت داخلی و خارجی

اي و کرنش  حالت تنش صفحهدو هاي بزرگ در  با تغییرشکل پایا

تحلیلی و  حلاي بین نتایج حاصل از  اي ارائه و درنهایت مقایسه صفحه

کلاسیک که براي  ي نظریهشود.  انجام می اجزاي محدود عدديحل 

هاي کوچک) استفاده ها و کرنشحل خطی استوانه (با تغییرشکل

هاي بزرگ را ها با تغییرشکلشود، امکان تحلیل غیرخطی پوسته می

ن تحلیل خطی شده در این پژوهش، امکاندارد؛ درصورتی که روش ارائه

هاي ها (با تغییرشکلو غیرخطی پوستههاي کوچک) (با تغییرشکل

  بزرگ) را دارد.

  

  بندي مسأله فرمول  - 2

اي (مستوي)، ي صفحه ي الاستیسیته کلاسیک یا نظریه ي نظریهدر 

ي میانی استوانه، پس  شود که مقاطع مستوي و عمود بر لایه فرض می

                                                             
1 Nonlinear Plane Elasticity Theory (NPET) 
2 Generalized Differential Quadrature (GDQ) 

مانند.  ستوي و عمود بر آن باقی میچنان م از بارگذاري و تغییرشکل، هم

معناي آن نادیده گرفتن اثر برش و درنتیجه قطري شدن تانسور تنش و 

هاي شعاعی و طولی  جایی جابه ،باشد. به بیانی دیگر تانسور کرنش می

ruصورت به (r) وxu (x)ند.وش می  

 تنش عبارتند از:  3ت تعادلر غیاب نیروهاي حجمی، معادلاد

)1(   r,r r

x,x

1
0

div 0 r
0



    

  
 


  

r،وx هاي شعاعی، محیطی و طولی هستند. ترتیب تنشبه

هاي هاي بزرگ و کرنشرشکلناپذیر با تغییجنس استوانه از مواد تراکم

 4کیرشهف- ونانباشد. در این پژوهش از مدل غیرخطی سنکوچک می

هاي بزرگ استفاده شده جاییهاي پیکربندي مرجع) با جابه(کرنش

 5معادلات سینماتیک ،یاپا ییدما دانیبا توجه به حضور ماست. 

   .شوندنوشته میصورت زیر  غیرخطی به

)2(         
T T

*

1
u u u u ( T)I

2

T T T

 
           

 



  


      

  

  باشد.  میاختلاف دما ودماي مرجع T*که

با توجه به تقارن محوري استوانه (هندسه، جنس و بارگذاري) و 

روابط معادلات سینماتیک (هاي بزرگ در راستاي شعاعی،  جاییجابه

  عبارتند از: )جایی جابه–کرنش

)3(  

 
2

r r,r r,r

2

r r

x x,x
T

1
u u

2

1 1 1
u u

r 2 r
u

( T)




  

  
    

 
 

     

  

r ، وx هاي شعاعی، محیطی و طولی کرنشترتیب به

با توجه . دنباش میضریب انبساط گرمایی و گرماییکرنش T.هستند

اي به شرایط هندسی، مادي و مرزي خاص پوسته، تغییرشکل زاویه

اي (چرخش صلب) وجود ندارد و لذا (کرنش برشی) و تغییرمکان زاویه

خطی هوکی و تنش کوشی استفاده شده است.  6از معادلات ساختاري

کرنش) براي مواد هوکی همگن و - تنشمعادلات ساختاري (روابط 

 دشومیبندي  صورت زیر فرمول به هاي مختلف، و در حالت همسانگرد

]12[.  

)4(  r rA B C
E E

CB A 

       
               

  

E  و انگیمدول ν هي استوانه  نسبت پواسون، خواص مکانیکی ماد

  .شوند هایی استوانه تعریف میا توجه به شرایط انتب  Cو A ،Bهستند. 

  اي (استوانه با دو سر باز) الف) تنش صفحه

)5(  

 x x r

2 2

*

0   ,   0 

1
A      ,     B      , C

11 1

E
1

B

A






      


        





  

   


  

                                                             
3 Equilibrium equations 
4 Saint Venant-Kirchhoff 
5 Kinematic equations 
6 Constitutive equations 
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  اي (استوانه با دو سر بسته) ب) کرنش صفحه

)6(  

 

      

x x r

*

0   ,    0

1
A     ,   B     , C

1 1 2 1 1 2 1 2

B
       

A

E

1

1

     

  
            


     

  



 

  

داخلی، از  گرماییو بدون منبع  ایادر حالت پ توزیع دماتابع براي 

در این  که شود گرما به صورت زیر استفاده می انتقال ي معادله

  .باشد میگرمایی رسانایی  tkمعادله

)7(  2
t(k T) 0   

  اي: در دستگاه مختصات استوانه

)8(  t t t2

1 T 1 T T
k r k k 0

r r r x xr

          
       

          
  

بعدي شعاعی  یکو جریان گرماي  ایاحالت پدر  T(r) 

T / x 0   وT / 0    (تقارن محوري) رسانایینیز ثابت بودن و 

  شود. نتیجه می ،یگرمای

)9(  1 2
d dT

r 0 T(r) D ln r D
dr dr

 
    

 
  

خارجی آن تحت    و لایه iTداخلی استوانه تحت دماي  ي لایه

  :قرار دارد، بنابراین oTدماي 

)10(  
o i(r r ) ii 1

(r r ) oo 2 i

T TT T D
B.C. ln k

T T
D T





  
 

  

  

iT صورت با تعریف دماي مازاد به T   و استفاده از شرایط  

  .دما به صورت زیر خواهد بود توزیعمرزي، 

)11(  
i o i i o i

o

i i

ln r ln r
T(r) T (T T ) (r) ( )

ln k ln k

rr
r & k

r r

         

 

  

دماي مازاد در جدار درونی و بیرونی استوانه  oو  iکه در آن       

  ):1ي ( ) در معادله4ي ( گذاري معادله با جاياست. 

)12(       r r,r

1
E A B EC E A B 0

r
                   

  ):12ي ( ) در معادله3ي ( گذاري معادله با جاي

)13(  

 

   
2

2
r,r r,r r r

2
2

r,r r,r r r

,r

A B 1 1 1 1
u u u u 0

r 2 r 2 r

1 1 1 1
A Cu u B u u

2 r 2 r


   

                   

               



  



  

  شود. گیري و ساده کردن، نتیجه می پس از مشتق

)14(  

 
* *

r,r r,rr r r,r r,r

*

r r ,r2

1 1
1 u u 1 u u u

r 2 r

1 1 C
1 u u

2r Ar

   
    
 
 

   
   
 







  

ي دو غیرخطی با ضرایب  )، معادله دیفرانسیل مرتبه15ي ( معادله

 1آن از روش بسط اغتشاشی مستقیم حلباشد که براي  متغیر می

کمک  ابتدا باید معادله دیفرانسیل را به ستا، را نیدر ا شود. استفاده می

  بعد کرد. ، بیالف پارامترهاي معرفی شده در پیوست

                                                             
1 Straightforward perturbed expansion method 

)15(  

* *

* *

r *2 * r,r

*

*

r *2*2 ,r2

* *
* * *r,r r,r r

* *
r** r,r *

h (1 h
1 u u

Rr 2 R

(1 h
1 u

2 Rr

)

)

r

R R

C

ARR R

h h
1 u u

h h
u u

r

  
 

 
 

  
  

   

  
 

 

 


  

که مشتقات مراتب بالاتر نسبت به مشتقات مراتب  با توجه به این

ي  معرّف یک مسأله) 15( ي تر، غالب نیستند؛ بنابراین معادله پایین

شکل  بعد به جایی شعاعی بی است. جابه 2اغتشاشی غیرتکین (منظّم)

   بسط اغتشاشی زیر قابل بازنویسی است.

)16(  *
r 0 1u u u ...    

) و 15ي ( ) در معادله16گذاري بسط اغتشاشی ( با استفاده از جاي

هاي مختلف پارامتر  ي حاصل بر اساس توان ن معادلهسپس مرتب کرد

   شود. ي زیر حاصل می ، معادله � اغتشاشی

)17(  

 

* * * 0* 20,r r 0,r2 *

* * * 1 * * *2 * 21,r r 1,r 0,r 0,r r*

* * *
2

0 * * 0 0 ** * * 20,r 0,r ,r*

1 1h u u u
rR r

h 1 1
u u u u u

R r r

1 11
u u u u u 0

2r r 2r r

1 C
AR

 
    

 
 

      
   
 

     
      

        








  

) زمانی 17ي ( عدد بسیار کوچکی است، معادله �جا که  از آن

باشند. بنابراین  ، برابر صفر� هاي مختلف برقرار است که ضرایب توان

ي  معادله چندیني غیرخطی را تبدیل به  ي پیچیده توان یک معادله می

 ي بزرگی با یکدیگر متفاوت هستند. تر نمود که از نظر مرتبه خطی ساده

   ) عبارت است از:�0(ضریب  صفري  با مرتبهاصلی معادله 

)18(  

 

* * * 02 * 2 *0,r r 0,r *

*
0 *** ,r*,r ,r

h C d
u u u

ARR r drr

1 C R
r u

Ahr

1 1  






   


 

  
  

 

  

عبارت  آن پاسخکوشی است و - ي دیفرانسیل اویلر که یک معادله

   است از:

)19(  

*
* 2

0 0 1 * *

*r
*

*

m* *

* *

ri

C C R I
u

d

r
(r ) u C r

Ah r

I (r) r r

r


  

 

 


  

*که 
r 0u u خطی ( پاسخPET( ي بعدي باشد. معادله مسأله می ،

  است. )�1ضریب ( ي یکمرتبه

)20(  

* * * 1 * * ** 21,r r 1,r 0,r 0,r r*

* * *

0 * * 0 0* * * 20,r 0,r *

1 1
u u u u u

r r

1 1 1 1
u u u u u

2r r 2r r

       

       
    

        

  

) و پس از 20ي ( ) در معادله19ي ( گذاري معادله با جاي

 .شود سازي نتیجه می گیري و ساده مشتق

                                                             
2  Nonsingular (regular) perturbed problem 
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)21(  

 

 

  

*
1 * ** ,r 5* 2 2 * 2,r o

*
i

2 *
2 2* * * 2o

i i i i *
i

4 2 2 4* * * * * *
i i i

2 4 2* * * * *
2 i 1 2 i o

* *
2 2 2o

i o*
i i

1 1 1
r u 4

rr 2
2A h r ln( )

r

r1
CRr CRr (1 ) ln( ) 2

2 r

1
(1 )r r r r CR h

2

C (1 )r C r C r A CR( )

r r
ln( ) C R ( ) ln(

r r

  
     

  


     




       



       

   

 

4* * *
i*

2 2* * * * * * 2
i i

1
)r (r r )

4

( 1)r r ( 1) (r r )

 


       





 

  

  آید. دست می به 1uمقدار ،)21ي ( معادله حلبا 
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  ي جدار ضخیم تحت فشار و دمامقطع استوانه -1شکل 

  

صورت فشار داخلی و خارجی است، شرایط  جا که بارگذاري بهاز آن

  صورت زیر است. مرزي به
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را با استفاده از پارامترهاي  هاابتدا باید آن ،براي اعمال شرایط مرزي

  بعد کرد. ، بیالف بعد تعریف شده در پیوست بی
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دو رابطه با  ،)24( گذاري روابط تنش در شرایط مرزي با جاي

در دو  �هاي مختلف  آید که اگر توان دست می به �هاي مختلفی از  توان

طرف تساوي برابر قرار داده شوند، شرایط مرزي مربوط به هر معادله 

و  19هاي معادلات ( دست آوردن ثابت آید. بنابراین براي به دست می به

 شود. ) از شرایط مرزي زیر استفاده می22

  :)19ي ( ي معادله بعدشده شرایط مرزي بیالف) 
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  آید. دست می به C2و  C1هاي  )، ثابت25(حل دستگاه معادلات با 
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افزار  به کمک نرم ):22ي ( دلهي معا بعدشده ب) شرایط مرزي بی

Maple هاي  ثابتاستدلال مشابه، چنین با  هم دست آمدند وبهC3  و  

C4 آیند دست می بهافزار مذکور صورت پارامتري به کمک نرمنیز به. 

  صورت زیر قابل بازنویسی است. جایی شعاعی به بنابراین جابه
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هاي شعاعی، محیطی و محوري دست آوردن تنش حال براي به

 شود. بعد، دو حالت درنظر گرفته می بی

*اگر الف) 
r 0u u (حلّ خطی):  
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*گر اب) 
r 0 1u u u  تنش  .آیددست میبه حلّ غیرخطی، باشد

  شود. میزس محاسبه می  فُن يمؤثر با توجه به رابطه
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 نتایج  اعتبارسنجی  - 3

 ست.هایی انجام شده ا دست آمده، مقایسهبه منظور بررسی نتایج به
  

  حلّ غیرخطی استوانهبا حلّ خطی مقایسه  -1 -3

با حلّ  ،ي جدار ضخیم جایی در استوانه و جابه هاابتدا توزیع تنش

] مقایسه شده است. CST( ]32کلاسیک ( ي نظریهحاصل از خطی 

irي به شعاع داخلیاستوانه 30 mm  شعاع خارجیوor 34 mm، 

Pخارجی  تحت فشار 8MPao ی، دماي داخل T 125 Ci   ، دماي

T یخارج 25 Co   ،(دماي محیط) دماي مرجع *T 25 C  مدول  و

Eکشسانی 0.7GPa درنظر گرفته شده است. شرط مرزي طولی استوانه

  اي هستند. اي و کرنش صفحه الت تنش صفحهدر دو ح

 

 
  توزیع دما در راستاي ضخامت   -2شکل 

  

 
    )گرمایی(بارگذاري  بعد جایی شعاعی بی توزیع جابه -3شکل 

  
  )گرمایی(بارگذاري  بعد توزیع تنش شعاعی بی -4شکل 

  

  
  )گرمایی(بارگذاري  بعد محیطی بی توزیع تنش -5شکل 

  

جایی شعاعی، تنش  جابه بعد مقادیر بی ي ، مقایسه5تا  3هاي  شکل

) این مقاله با PETمحیطی را با استفاده از حل خطی (تنش  و شعاعی

دهند که نمودارها نشان می دهد. ) نشان میCSTکلاسیک ( ي نظریه

کلاسیک ي  نظریهنتایج تحلیل خطی با روش کنونی با نتایج تحلیل با 

  یکسان هستند.
 

  
  )گرماییبعد (بارگذاري فشاري و  ایی شعاعی بیج توزیع جابه -6شکل 
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  )گرماییبعد (بارگذاري فشاري و  توزیع تنش شعاعی بی -7شکل 

  

  
  )اییگرمبعد (بارگذاري فشاري و  ی بیتنش محیطتوزیع  -8شکل 

  

  
  )گرماییبعد (بارگذاري فشاري و  توزیع تنش محوري بی -9شکل 

  

  
  )گرماییبعد (بارگذاري فشاري و  بی مؤثرتوزیع تنش  - 10شکل 

جایی شعاعی، تنش جابه بعد توزیع مقادیر بی 10تا  6هاي شکل

را در دو حالت  میزس و تنش فٌن  ، تنش محوريشعاعی، تنش محیطی

طور که در  هماندهند.  اي نشان می اي و کرنش صفحه تنش صفحه

جایی شود، حلّ غیرخطی بر روي جابه مشاهده می 10تا  6هاي  شکل

 یعنی ها تأثیر چندانی ندارد.گذارد، ولیکن بر روي تنشاثر می

صورت آشکار متفاوت از حل خطی جایی ناشی از حل غیرخطی به جابه

کند. ولیکن تنش شعاعی استوانه اهمیت پیدا می 1است و لذا در انبساط

ناشی از حل غیرخطی با خطی تفاوت آشکاري ندارد که در تسلیم 

  ي استوانه اهمیت دارد.ماده

  

  حلّ عدديمقایسه با نتایج   -2 -3

ي جدار ضخیم مذکور  لّ اجزاي محدود، استوانهي ح منظور ارائه به 

Pتحت فشار خارجی  80MPao   ، دماي داخلیiT 125 C  ، دماي

oTخارجی  25 C   مدول کشسانی وE 200 GPa  با استفاده از

  تحلیل شد.  ANSYSافزار  نرم

ن از الما ،با توجه به تقارن محوريي استوانه  سازي جداره براي مدل

Solid نوعPlane 183   صورت بهگره  8استفاده شده است که داراي 

 يگره هاي گوشه، ه بر گرهلاوع این الماندر باشد.  می چهارضلعی

ع وجود دارد که امکان استفاده از تابع شکل لادیگري در وسط اض

ماتریس سفتی  .کندر مییابی میسدرون ايبر ) راي دوهدرج( غیرخطی

پوسته و اعمال  طولیسازي مقطع  . با مدلباشدمی 16*16این المان 

را بررسی  استوانهتوان رفتار غیرخطی  می گرماییو  بارگذاري فشاري

  کرد.

بعد  مقادیر بی 12جایی شعاعی، شکل  بعد جابه مقادیر بی 11شکل 

عد تنش محیطی را در حالت ب مقادیر بی 13تنش شعاعی و شکل 

 حلّ تحلیلی 13تا  11هاي  دهند. در شکل اي نشان می کرنش صفحه

 .مقایسه شده است اجزاي محدود غیرخطی با حلّ عددي غیرخطی

جایی شعاعی و  بعد جابه شود، مقادیر بی طور که مشاهده می همان

حل برهم روش دست آمده از هر دو  هاي شعاعی و محیطی به تنش

  د.هستنمنطبق 

  

  

  

  

  

  
  

                                                             
1 Expansion 
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  )ترکیبیبعد (بارگذاري  جایی شعاعی بی توزیع جابه -11شکل 

  

  

  بعد (بارگذاري ترکیبی) توزیع تنش شعاعی بی -12شکل 

  

  
  بعد (بارگذاري ترکیبی) توزیع تنش محیطی بی -13شکل 

  

  مؤثر بر پاسخ غیرخطیپارامترهاي  - 3 -3

خطی و غیرخطی انجام  حلهاي دیگري بین دو  در ادامه، مقایسه

د که در آن اثر دو پارامتر، نرمی و ضخامت بر پاسخ غیرخطی وشمی

  بررسی شده است.

  غیرخطینرمی بر پاسخ اثر   -1- 3 -3

ي اثر پارامتر نرمی بر پاسخ غیرخطی مسأله،  منظور ارائه هب

 17تا  14هاي  ي همگن جدار ضخیم در شکل استوانه شعاعی جایی جابه

*براي چهار مقدار 
oP 0.00914, 0.0032, 0.0914,0.04 ،رسم شده است

*که o
o

P
P

E



irاست. براي تمام نمودارها   30 mm ،or 34 mm ،

T 125 Ci   ،T 25 Co   0.3 و  .درنظر گرفته شده است  

  

  
*بعد به ازاي  جایی شعاعی بی توزیع جابه - 14شکل 

oP 0.0032  

  

  
*بعد به ازاي  جایی شعاعی بی توزیع جابه -15شکل 

oP 0.00914  

  

  
*بعد به ازاي  جایی شعاعی بی یع جابهتوز - 16شکل 

oP 0.04  

  

  
*بعد به ازاي  جایی شعاعی بی توزیع جابه -17شکل 

oP 0.0914  
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  بر پاسخ غیرخطی ضخامتاثر  -2 -3 -3

بر پاسخ  اثر آنري است که تغییرات ضخامت استوانه، دومین پارامت

ي  پوسته شعاعی جایی . بدین منظور جابهبررسی شده استغیرخطی 

Pیکنواختاي تحت فشار داخلی  استوانه 8MPai  ،دماي داخلی 

T 125 Ci   ،ی Tدماي خارج 25 Co    الاستیسیتهمدول و 

E 0.7GPa هاي مختلف بررسی شد که نتایج آن  همراه با ضخامت

. براي تمامی نمودارها، شعاع اندآورده شده 21تا  18هاي  در شکل

R ي میانی لایه 40 mm .درنظر گرفته شده است  
  

  
hبعد به ازاي شعاعی بیجایی  توزیع جابه -18شکل  20 mm  

  

  
hبعد به ازاي جایی شعاعی بی توزیع جابه -19شکل  14 mm  

  
hبعد به ازاي جایی شعاعی بی توزیع جابه -20شکل  10 mm  

  

  
hبعد به ازاي جایی شعاعی بی توزیع جابه -21شکل  4 mm  

  

  گیري نتیجه  - 4

ي جدار ضخیم تحت بارگذاري ترمومکانیکی استوانهدر این مقاله، 

با هاي بزرگ در راستاي شعاعی بررسی شد. ییجابا درنظر گرفتن جابه

جایی در  و جابه هاتوجه به نتایج حاصل از تحلیل، مشاهده شد که تنش

، به دماي پایا زمان فشار و هاي جدار ضخیم تحت بارگذاري هم استوانه

بررسی ندستهی استوانه وابسته انتهایشرایط و  هخواص مکانیکی ماد .

تنش شعاعی در راستاي ضخامت کاهش  ها نشان داد که توزیع تنش

جایی شعاعی و تنش محیطی از سطح داخلی  که جابه  یابد، درحالی می

 )NPETی (مقایسه مدل غیرخط .خارجی روند افزایشی دارندسطح به 

نشان داد  گرمایی- مکانیکیدر شرایط بارگذاري  )PETخطی (با مدل 

ده و الگوي شوانه جایی شعاعی در است موجب افزایش جابهکه بارگذاري 

با توجه به تغییر  .قرار داده استکمی ها را نیز تحت تأثیر  توزیع تنش

در جنس و ضخامت استوانه، ملاحظه شد که تأثیر دو پاسخ خطی و 

هاي بزرگ مشهود است و در جاییجایی به دلیل جابهغیرخطی در جابه

جایی یعنی جابه باشد.هاي کوچک ناچیز میها به دلیل کرنشتنش

صورت آشکار متفاوت از حل خطی است و لذا ناشی از حل غیرخطی به

ولیکن تنش ناشی از  کند.در انبساط شعاعی استوانه اهمیت پیدا می

ي حل غیرخطی با خطی تفاوت آشکاري ندارد که در تسلیم ماده

اي بسیار سفت و ضخیم هاي استوانه رفتار پوسته استوانه اهمیت دارد.

هاي فولادي)، کاملاً خطی است. بنابراین در کاربردهاي  سته(مانند پو

پوشی از رفتار غیرخطی صنعتی و در فشارهاي کاري متعارف، چشم

که پوسته نازك و نرم نباشد، خطاي بسیار کمی ایجاد  سازه، به شرط آن

  کند. می

  

  علائمفهرست   - 5

  :علائم یونانی  :علائم لاتین

r ي شعاعی،  مختصهm     ،تنشN/m2  

h   ،ضخامتm  *  بعد تنش بی  

R  ي میانی،  شعاع لایهm     ،کرنشm/m  

P   ،فشارN/m2    نسبت پواسون  

P*  بعد فشار بی    پارامتر اغتشاشی  

T  ،دماC     ،1ضریب انبساط گرمایی/ C  

E  ،مدول کشسانیN/m2     ،اختلاف دماC  

u جایی،  جابهm      
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  ها یوستپ - 6

  بعدسازي یالف: ب پیوست

) 29) تا (14( يها که در معادله بعدي یب يو پارامترها ها یريگ مشتق معرفی

  ها استفاده شده است. از آن

)30(  u* rur
h

  )34(  h
1

R
 �  

)31(  r*r
R

  )35(  P
P*
E




  

)32(  
d 1 d

*dr R dr
  )36(  *

E


 


 

)33( 
2 2d 1 d

2 2 2dr R *dr


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