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 چکیده

هاي بزرگ به  با تغییرشکل ایزوتروپشده از مواد  هاي جدار ضخیم متقارن محوري تحت فشار، ساخته هکرحاکم بر  غیرخطی دیفرانسیل  ، معادلهدر این مقاله

هاي بزرگ در جهت شعاعی و درنتیجه معادلات  دلیل وجود تغییرشکل استخراج شده است. به  (NPET)غیرخطی ايصفحه يالاستیسیته ينظریهکمک 

شده است. با  حلاغتشاشات  کنیکتکه به کمک  استي دو غیرخطی با ضرایب متغیر  ماتیک با جملات غیرخطی، معادله دیفرانسیل حاکم از نوع مرتبهسین

ه به نتایج حاصل دست آمده است. با توج صورت تحلیلی بهجایی شعاعی به به نیز جا و محیطی و هاي شعاعی تنش، کره بارگذاريتوجه به معادلات تعادل، شرایط 

 حلنتایج حاصل از  آزماییراستیمنظور  ي، بررسی شده است. بهکروي  جایی در پوسته ها و جابه بر مقادیر تنش بارگذاري و جنس، تحلیلی، تأثیر ضخامت حلاز 

دهد که  اند. این پژوهش نشان می مقایسه شدهبا یکدیگر  حلانجام و نتایج دو روش  ANSYS افزار ي مذکور به کمک نرم هکرسازي اجزاي محدود  تحلیلی، مدل

  .از دقّت خوبی برخوردار استي تحت بارگذاري فشاري کروهاي  تحلیلی ارائه شده براي پوسته حلروند 

 اغتشاشات. کنیکتتحلیل تنش،  ،بزرگ  شکلرییتغالاستیک،  ، رفتارغیرخطیتحلیل  م،یجدار ضخ ي هکر :کلیدي هاي واژه

  

 

Nonlinear Complete Solution of Pressurized Thick Spheres with Large Deformation 
Using Nonlinear Plane Elasticity Theory 
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Abstract  
In this paper, governing nonlinear equation of pressurized axisymmetric spheres made of isotropic materials with large deformations 
is derived using the Nonlinear Plane Elasticity Theory (NPET). Because of large deformations along the radial direction and hence 
existence of nonlinear terms in kinematic equations, the governing equation is a nonlinear second-order equation with variable 
coefficients, which is solved using perturbation technique. According to the equilibrium equation, loading conditions of the sphere; 
radial and circumferential normal stresses and radial displacement in spherical shells are calculated analytically. The effect of 
thickness, material and loading on stresses and displacement in spherical shell is studied by the results obtained from analytical 
solution. For investigating the accuracy of the results obtained from the analytical solution, the numerical finite element modeling of 
mentioned sphere is done with ANSYS software and the results of the two methods are compared. This research reveals that the 
obtained results by the mentioned analytical solution procedure have good accuracy for spherical shells under pressure loading. 

Keywords: Thick-walled sphere, Nonlinear analysis, Elastic behavior, Large deformation, Stress analysis, Perturbation technique. 

  

 

1 - مهمقد  

ها نسبت به  عد ضخامت آنهاي خمیده هستند که ب ها، سازه پوسته

از جهت  ها پوستهتر است.  ی کوچکتوجهقابل  میزان  دو بعد دیگر به

کیفیت رفتاري و مقاومت در برابر نیروها و لنگرهاي واردشده، در 

ا، ه از میان انواع پوسته .گیرند ها قرار می ي تکاملی سازه بالاترین مرتبه

 ايت ویژهیاهمدلیل فراوانی کاربرد، از  اي و کروي به استوانه هايپوسته

بندي طبقهدر دو گروه   شانضخامت  اساس  بر  هاپوسته  .برخوردارند

اگر نسبت ضخامت به هاي جدار نازك و جدار ضخیم. پوسته؛ شوندمی

سته باشد، پو 20/1تر از  ) کوچک(h/Rمیانی پوسته شعاع انحناي سطح 

  .]1[ نامند صورت، جدار ضخیم میرا جدار نازك و در غیر این

، تحلیل الاستیک خطی 1852در سال  1نخستین بار، لامه

شده  هاي جدار ضخیم متقارن محوري با ضخامت ثابت و ساخته استوانه

                                                             
1 Lamé 
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 تحت فشار یکنواخت داخلی با استفاده ازرا از مواد همگن و همسانگرد 

 اي ي صفحه ي الاستیسیته یا نظریه ي کلاسیک الاستیسیتهنظریه

)PET(1  تغییرشکل برشی ي نظریه 1956نقدي در سال  .]2[ارائه کرد 

)SDT(2 ها  با لحاظ اثر برش عرضی و اینرسی دورانی، براي پوسته را

تحلیل ارتعاشی  1958. میرسکی و هرمان در سال ]3[معرفی کرد 

شده از مواد  اي جدار ضخیم متقارن محوري ساخته هاي استوانه پوسته

 یکمي  ي تغییرشکل برشی مرتبه همگن و همسانگرد را به کمک نظریه

)FSDT(3 ن  گرینس. ]4[، ارائه کردنداي بین  مقایسه 1960در سال پ

جهت تحلیل خطی هاي نازك و ضخیم هاي گوناگون پوستهنظریهنتایج 

 .]5[انجام داده است اي متقارن محوري را  ي استوانه هپوست

 1984توسط نینو و همکاران در سال  FGM(4(تابعی  مدرجمواد 

هاي هکرحل عمومی  2012نژاد در سال  قنّاد و زمانی. ]6[معرّفی شد 

ي  ي الاستیسیته را بر مبناي نظریه FGMجدار ضخیم متقارن محوري 

مضاعف و  ،یقیحق يها شهیر يبه ازارا ها  و پاسخ ندکرداي ارائه  صفحه

 . ایشان در همان سال،]7[ نددست آوردبه مشخصه ي مختلط معادله

را بر  FGMي جدار ضخیم متقارن محوري هاعمومی استوانه حل

اي براي شرایط مرزي تنش  ي صفحه ي الاستیسیته مبناي نظریه

 2012 . ایشان در سال]8[ارائه نمودند  6اي و کرنش صفحه 5اي صفحه

، معادلات )FSDT( یکمي  ي تغییرشکل برشی مرتبه بر مبناي نظریه

را در حالت  FG شده از موادساخته هاي جدار ضخیم حاکم بر استوانه

اي)  کلّی استخراج و سپس براي استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه

ي  ستیسیتهي الا نظریه حلدست آوردند و با نتایج  صورت تحلیلی به به

حل  2012بیات و قنّاد در سال . ]9[اي مقایسه کردند  صفحه

 ترکیبی را تحت بارگذاري FGMهاي ناهمگن ترموالاستیک کره

  .]10[ ایسه کردندمق ABAQUSفشاري و دمایی ارائه و با حل عددي 

هاي متقارن  تحلیلی استوانه حل 2012قنّاد و قارونی در سال 

را براي شرایط مرزي دو سر گیردار به کمک  FGMمحوري تحت فشار 

. ]11[ارائه نمودند  HSDT(7(ي بالا  ي تغییرشکل برشی مرتبه نظریه

هاي جدار متغیر  تحلیلی استوانه حل 2012قنّاد و همکاران در سال 

تغییرشکل ي  شده از مواد همگن و همسانگرد را به کمک نظریه ساخته

عددي اجزاي  حلاغتشاشات ارائه و با نتایج حاصل از  کنیکو ت برشی

معادلات  2013؛ سپس ایشان در سال ]12[محدود مقایسه کردند 

را  FGهاي جدار متغیر ساخته شده از مواد ناهمگن  حاکم بر استوانه

 MAM(8( یافتهانطباقهاي  ها را به کمک روش مجانب اج و آناستخر

  . ]13[ریاضی نمودند  حل ،اغتشاشات کنیکبرگرفته از ت

هاي غیرخطی براي  ي با ارائه نظریه 1963سندرز در سال 

هاي بزرگ  اي دقیق براي تغییرشکل نظریههاي جدار نازك،  پوسته

و چن  یبار، دورل نخستین يبرا. ]14[هاي جدار نازك ارائه کرد  پوسته

 ي کره کی يبرارا محدود  هايو کرنش هاجایی  جابه 1973در سال 

دست به یلیو تحل یشگاهیآزما صورتبه ،بزرگ هاي لشکرییتغ باتوپر 

                                                             
1 Plane Elasticity Theory (PET) 
2 Shear Deformation Theory (SDT) 
3 First-order Shear Deformation Theory (FSDT) 
4 Functionally Graded  Materials (FGMs) 
5 Plane stress 
6 Plane strain 
7 Higher-order Shear Deformation Theory (HSDT) 
8 Matched Asymptotic Method (MAM) 

 یتوخال ي کره کی يخود را برا قاتتحقی ایشان .]16و15[ آوردند

 کیرفتار پلاست 2002در سال و همکاران  میل ].17[گسترش دادند 

محدود  يرا با روش اجزا يشده از فوم فلزساخته یتوخال ي کره کی

تحلیلی،  حلي با ارائه 2011تانگ و بیچ در سال  .]18[ بررسی کردند

عمق تحت  هاي کروي متقارن محوري کم غیرخطی پوستهرفتار 

بارگذاري فشار خارجی یکنواخت و تحت تأثیر دما را بررسی کردند 

را با  یتوخال ي کره کی یحرارت یرخطیرفتار غ یو اسلام یانیک. ]19[

 يو روش عدد افتهیمیتعم ي تهیسیترموالاست ي هیاستفاده از نظر

و بروك  نویورس .]20[قرار دادند  یمورد بحث و بررس یعات تفاضلمرب

 هاي کرنش ي هیرا بر اساس نظر يکرو هاي پوسته یکینامیپاسخ د

 .]21[بالا مطالعه کردند  ي مرتبه یضمن ياکوت- محدود و روش رانگ

 یتوخال ي کره را براي لامه ي مسئله قیدق پاسخو همکاران  نیلو

 بزرگ هاي شکلرییتغ با دیجد یرخطیغ کیشده از مواد الاستساخته

ل زیادي را تحم يلیهفشار او ،ایشان يشدهمطالعه ي؛ نمونهدندکرارائه 

  .]22[اظ نمودند اثر غیرخطی را لح لذاکرد،  می

توجه  قابلتحلیل الاستیک مواد فراکشسان نیز از موضوعات 

ها بیابند و گام باشد تا بتوانند درك صحیحی از رفتار آنپژوهشگران می

قارونی و قنّاد در سال . ها بردارنددر طرّاحی و ساخت سازهمؤثري 

از مواد  شده هاي جدار متغیر ساخته غیرخطی استوانه حل 2019

را به کمک  10برمبناي مدل نئوهوکی 9فراکشسان (هایپرالاستیک)

اغتشاشات ارائه و با نتایج حاصل از  کنیکي تغییرشکل برشی و ت نظریه

 حل؛ سپس ایشان ]23[یسه کردند عددي اجزاي محدود مقا حل

شده از  هاي جدار متغیر تحت فشار نایکنواخت، ساخته غیرخطی استوانه

را به  11لینریو- فراکشسان (هایپرالاستیک) برمبناي مدل مونیمواد 

هاي  و روش مجانب یکمي  ي تغییرشکل برشی مرتبه کمک نظریه

بهادرانی و قنّاد در جدیدترین  .]24[ارائه کردند  )MAMیافته (انطباق

هاي جدار ضخیم متقارن محوري با ل غیرخطی استوانهپژوهش، تحلی

هاي کوچک را به کمک تئوري کلاسیک هاي بزرگ و کرنشتغییرشکل

  ].25و تکنیک اغتشاشات انجام دادند [

اي  صفحه يي الاستیسیته حاضر با استفاده از نظریه ي در مقاله

هاي  هکرعمومی  حلاغتشاشات،  کنیکتو  NPET(12(غیرخطی 

هاي  حوري تحت فشار یکنواخت داخلی و خارجی با تغییرشکلمتقارن م

اي بین نتایج حاصل  ارائه و درنهایت مقایسه هاي کوچکنشرو کبزرگ 

  شود. تحلیلی و عددي انجام می حلاز 
  

  بندي مسأله فرمول - 2

 ي هینظر ، مشابه بااي غیرخطی ي صفحهالاستیسیتهي هینظر در

شود که مقاطع مستوي و  فرض می ،یخط اي صفحه ي تهیسیالاست

چنان  ، پس از بارگذاري و تغییرشکل، همپوستهي میانی  عمود بر لایه

 هايها و تنشکرنش جهیدرنت مانند. مستوي و عمود بر آن باقی می

معناي آن نادیده گرفتن اثر برش و درنتیجه قطري  هستند؛صفر  یبرش

                                                             
9 Hyperelastic 
10 Neo-Hookean 
11 Mooney-Rivlin 
12 Nonlinear Plane Elasticity Theory (NPET) 
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جایی  ابهج ،باشد. به بیانی دیگر تنش و کرنش می هايشدن تانسور

Ruصورت بهشعاعی  (R) است.  
 

  
   ي جدار ضخیم تحت فشارهکرمقطع  -1شکل 

  

تنش عبارتند  1ي حجمی، معادلات تعادلو لنگرها در غیاب نیروها

 از: 

)1(   R,R R
2

div 0 0
R




       



  

  محیطی هستند. و هاي شعاعیترتیب تنشبه و  Rکه

هاي بزرگ و ناپذیر با تغییرشکلجنس استوانه از مواد تراکم

- ونانباشد. در این پژوهش از مدل غیرخطی سنهاي کوچک میکرنش

هاي بزرگ جاییهاي پیکربندي مرجع) با جابه(کرنش 2کیرشهف

صورت زیر  غیرخطی به 3ت سینماتیکمعادلا استفاده شده است.

 هستند. 

)2(         
T T1

u u u u
2


 

        

    


   

ه (هندسه، جنس و بارگذاري) و کرمحوري دوبا توجه به تقارن 

معادلات جایی و گرادیان جابه، هاي بزرگ در راستاي شعاعی جاییجابه

  عبارتند از:ناشی از آن  )جایی جابه–کرنشروابط ( سینماتیک

)3(    R

R,R

R

u 0 0

1
0 u 0

u R

1
0 0 u

R

 
 
 

  
 
 
  

   

)4(  
 R

R

2
R

R

R,R R,

2

1
u u

2

1 1 1
u u

R 2 R



  


       

  

با توجه محیطی هستند.  و هاي شعاعیکرنشترتیب بهو Rکه

اي به شرایط هندسی، مادي و مرزي خاص پوسته، تغییرشکل زاویه

ب) وجود ندارد و لذا اي (چرخش صل(کرنش برشی) و تغییرمکان زاویه

خطی هوکی و تنش کوشی استفاده شده است.  4از معادلات ساختاري

                                                             
1 Equilibrium equations 
2 Saint Venant-Kirchhoff 
3 Kinematic equations 
4 

Constitutive equations 

توان براي مواد هوکی  کرنش) را می- معادلات ساختاري (روابط تنش

  .]7[ بندي کرد صورت زیر فرمول همگن و همسانگرد به

)5(  R RA 2B
E

B A B 

        
            

  

E مدول یانگ و ν ،ه نسبت پواسوني  خواص مکانیکی ثابت ماد

 شوند. تعریف می ي کاملاً بسته،کرها توجه به ب B و Aه هستند. کر

)6(        

*

1
A      ,   B

1 1 2 1 1 2

B
       

A 1

  
         


   

  

  

 ):1ي ( ) در معادله4ي ( گذاري معادله با جاي

)1(       R
,R

R
2

E A 2B E A B 0
R 

           
   

  

) و با توجه به ثابت 7ي ( ) در معادله4ي ( گذاري معادله با جاي

  :Eبودن 

)2(  

 

   2

R R

R R

2
2

R,R R,R

,R

2

R,R R,R

1 1 1 1
A u u 2B u u

2 R 2 R

A B 1 1 1 1
u u u u 0

R 2 R 2 R

2

  


   

     
           

     
          



 

  

 شود. گیري و ساده کردن، نتیجه می پس از مشتق

)3(  

 

*

R

* *

R,R R,RR R,R R

R 2

R,

R

1
1 u u 1 u u u

R 2 R

1
1 u u 0

2

2

2

R R

   
    
 
 

  
  





 

  

یب ي دو غیرخطی با ضرا )، معادله دیفرانسیل مرتبه9ي ( معادله

 5آن از روش بسط اغتشاشی مستقیم حلباشد که براي  متغیر می

کمک پارامترهاي  شود. ابتدا باید معادله دیفرانسیل را به  استفاده می

 بعد کرد.  معرفی شده در پیوست، بی

)4(  

*
* * *

R* * *2 *R,R R,R R

*
* *

* *2R,R R,R*

*
* *
R R2 2* *

h h h1 u u 1 u
R R RR

1 h 2hu u
2 R R R

1 h 2h1 u u 0
2 RR R R

 
     

 
 
 
  

  
  
  
   

   

 

  


 

hگذاري پارامتر اغتشاشیبا جاي

R
   نسبت ضخامت به شعاع)

  آید.دست میي اغتشاشی زیر به)، معادله10ي (ي میانی) در معادلهلایه

)11(  

*
* * *

R* * * *R,R R,R R

*
* *

* **R,R R,R

*
* *
R R2* *

1 u u 1 u
R R

1 2u u
2 RR

1 21 u u 0
2 R RR

 
     

 
 
 
  

  
  
  
   



   

 

  

 



 

 

که مشتقات مراتب بالاتر نسبت به مشتقات مراتب  با توجه به این

ي  معرّف یک مسأله) 11ي ( تر، غالب نیستند؛ بنابراین معادله پایین

                                                             
5 Straightforward perturbed expansion method 
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شکل  بعد به جایی شعاعی بی است. جابه 1اغتشاشی غیرتکین (منظّم)

 بسط اغتشاشی زیر قابل بازنویسی است.

)12(  *
R 0 1u u u ...    

) و سپس 11ي ( ) در معادله12گذاري بسط اغتشاشی ( با جاي

هاي مختلف پارامتر  ي حاصل بر اساس توان مرتب کردن معادله

  شود. ي زیر حاصل می اغتشاشی، معادله

)13(  

 

* * * 0* 20,R R 0,R *

* * * 1 * * ** 21,R R 1,R 0,R 0,R R*

* * *
2

0 * * 0 0* * * 20,R 0,R *

2 2
u u u

R R

2 2
u u u u u

R R

1 1
u u u u u 0 0

R

2

R

2

2R 2R

 
    

 
             

       
      

        





  

) زمانی 13ي ( عدد بسیار کوچکی است، معادله �جا که  از آن

، برابر صفر باشند. بنابراین � ختلفهاي م برقرار است که ضرایب توان

ي  معادله چندیني غیرخطی را تبدیل به  ي پیچیده توان یک معادله می

 ي بزرگی با یکدیگر متفاوت هستند. تر نمود که از نظر مرتبه خطی ساده

  ست از:ا ) عبارت�0ي بزرگی (ضریب  ترین مرتبه معادله با بزرگ

)14(  
2*

* * * 0 0* 2 20,R R 0,R ** * *,R ,R

1
u u u 0 R u 0

R R R

2 2   
      
   





  

آن عبارت  جوابکوشی است و - ي دیفرانسیل اویلر ه یک معادلهک

  است از:

)15(  * 2
0 0 1 2

*

*

m* C
u ( u C RR ) R

R

     

*که 
R 0u u خطی ( جوابPET( ي بعدي  باشد. معادله مسأله می

  است. �1ضریب 

)16(  

* * * 1 * * ** 21,R R 1,R 0,R 0,R R*

* * *

0 * * 0 0* * * 20,R 0,R *

2 2
u u u u u

R R

1 1
u u u u u 0

2R R R

2

2

2

R

             

       
     

        

  

)17(  

   

* * * 1 * * ** 21,R R 1,R 0,R 0,R R*

* * *2 2
* 0 * 00,R* 2 30,R* *

2 2
u u u u u

R R

1 1u u u u
2

R R R

     

   



 




 



  

) و پس از 17ي ( ) در معادله15ي ( گذاري معادله ايبا ج

 شود. سازي نتیجه می گیري و ساده مشتق

)18(  
 *

2 2*
12 7** **,R ,R

29 1 C1
R u

R R

   
   
   

  

 آید. دست می به 1u) مقدار 18ي ( معادله حلبا 

)19(  
*

* 4 2
1 3 2 5*

2

*

C C1
u C

R R
2

R
  
   
 
 

  

خارجی است، فشار ی و صورت فشار داخل جا که بارگذاري بهاز آن

 صورت زیر است. بنابراین شرایط مرزي به

                                                             
1  Nonsingular (regular) perturbed problem 

)20(  
R R R ii

R R R oo

P

P





  
  

│

│
  

را با استفاده از پارامترهاي  هابراي اعمال شرایط مرزي ابتدا باید آن

 بعد کرد. بعد تعریف شده در پیوست، بی بی

)21(  

* *
R * * iR Ri

* *
R * * oR Ro

P

P





  


  


│

│
  

دو رابطه با  ،)21ایط مرزي (گذاري روابط تنش در شر با جاي

در دو  �هاي مختلف  آید که اگر توان دست می به �هاي مختلفی از  توان

طرف تساوي با هم برابر قرار داده شوند، شرایط مرزي مربوط به هر 

هاي معادلات  دست آوردن ثابت آید. بنابراین براي به دست می معادله به

 شود. می ) از شرایط مرزي زیر استفاده19و  15(

 :)14ي ( معادلهبراي ي  بعدشده الف) شرایط مرزي بی

)22(  

   

   

*2
1 i3*

i

*2
1 o3*

o

C
a) A 2B C 2 A B P

R

C
b) A 2B C 2 A B P  

R

    

    

  

 ):18ي ( معادله براي ي بعدشده ب) شرایط مرزي بی

)23(  

     

      

     

      

2
4 1

3 3*
i

1 2 2*
3 6* *

i i

2
4 1

3 3*
o

1 2 2*
3 6* *

o

2

o

2

c

C C
A 2B C 2 A B A 2B

2
R

d

C C C
2 A B A 4B 5A 2B

R 2R

C C
A 2B C 2 A B A 2B

2
R

C C C
2 A B A 4B 5A 2B

R 2R

)

)

     

      

     

      

  

 آید. دست می به C2و  C1هاي  )، ثابت22(حل دستگاه معادلات با 

)24(  
   

 
   

* 3 *
i o

1 3

3* * *
i o o

2 3

P k P
C

A 2B k 1

P P R
 C

2 A B k 1

 


  




 
  


  

o که ik R R  )، 23با حل دستگاه معادلات (چنین  هم .است 

 آیند. دست می به C4  و  C3هاي  ثابت

)25(  

 

   

* 2
2 21

3 3 3* *
i o

* 3 2
2

4 1 2 3*
o

1 CC
C

2
2R R

1 2 k 1 C
C C C

4R

  
   



  
   



  

 صورت زیر قابل بازنویسی است. جایی شعاعی به بنابراین جابه

)26(  
2** * *2 4 2

r 1 32 2 5* * *

C C C1u C R C R
2R R R

          
   

  

، دو بعد محیطی بی و هاي شعاعیدست آوردن تنش براي به کنونا

 شود. حالت درنظر گرفته می

*اگر الف) 
R 0u u (حلّ خطی): 
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)27(  

   

   

* 2
R 1 3*

* 2
1 3*

C
A 2B C 2 A B

R
C

A 2B C 2 A B

R


    

   

  

*اگر ب) 
R 0 1u u u   (حلّ غیرخطی)باشد:  

     

   

  

2* 2 1R 1 33*

2
2 1 2 4
6 3* *

2
* 2

6*

C CA 2B C 2 A B A 2B C
2R

C C C C
2A B 2 A B

R R

C
5A 2B 1

2R

  
        

 

     
 
 


    





  

)28(  

  

     

   

   

2* 2 11 33*

2
2 1 2 4

6 3* *

2
* 2

6*

C CA 2B C A B A 2B C
2R

C C C C
A 5B A B

2R R

C
A 4B 1

2R


  

       
 

     
 
 


 



  




  

)29(  
 شود. میزس محاسبه می  فُن يتنش مؤثر با توجه به رابطه

)30(   
1

2 2* * * * *
f R Ref

1
2

2
 

 
        

 
  

 

 نتایج  اعتبارسنجی - 3

 هایی انجام شده است. دست آمده، مقایسهبه منظور بررسی نتایج به
  

  مقایسه حلّ خطی با حلّ غیرخطی کره - 3-1

ي جدار ضخیم با حلّ  هکرجایی در  و جابه هایع تنشابتدا توز

ي جدار ضخیم به شعاع هکرمقایسه شده است.  ]7و2[جع احاصل از مر

iRداخلی 30 mmشعاع خارجی ،oR 34 mm، داخلی  تحت فشار

iP 8 MPa ارجی خفشار تحت  یاoP 8 MPa،  یانگمدول 

E 0.7 GPa  0.3و نسبت پواسون  .درنظر گرفته شده است  

جایی شعاعی را تحت سه  جابه بعد مقادیر بی 4و  3، 2هاي شکل

  دهد.حالت بارگذاري فشاري در راستاي ضخامت نشان می

  

  
   تحت فشار داخلیبعد  جایی شعاعی بی توزیع جابه -2 کلش

 

  ی خارجبعد تحت فشار  جایی شعاعی بی توزیع جابه -3 شکل
  

 
 

بعد تحت فشار داخلی و خارجی  جایی شعاعی بی توزیع جابه -4 شکل

  یکسان

  

 ايهشعاعی را تحت بارگذاري تنش بعد مقادیر بی  6و  5هاي شکل

  دهد.ی در راستاي ضخامت نشان میداخلی و خارج فشار
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  بعد تحت فشار داخلی  توزیع تنش شعاعی بی -5شکل 

   بعد تحت فشار خارجی توزیع تنش شعاعی بی -6 شکل
  
  

ی را تحت بارگذاري محیط تنش بعد مقادیر بی  8و  7هاي شکل

  دهد.ی در راستاي ضخامت نشان میداخلی و فشار خارج فشار

  

  

  بعد تحت فشار داخلی ی بیمحیطتوزیع تنش  -7شکل 

  

  
  بعد تحت فشار خارجی ی بیمحیطتوزیع تنش  -8 شکل

  

خطی بر روي غیر حلّ ،مشخص استدر نمودارها که  گونههمان

بر روي تنش شعاعی و تنش  ولیکنگذارد، جایی شعاعی اثر میجابه

بعد خطی و تنش مؤثر بی توزیع 9در شکل  محیطی اثر چندانی ندارد.

  غیرخطی فنُ میزس آورده شده است.

  

  
  بعد توزیع تنش مؤثر بی -9شکل 

  

  حلّ عدديمقایسه با نتایج  - 3-2

ي جدار ضخیم مذکور  هکري حلّ اجزاي محدود،  منظور ارائه به 

80 یا خارجی یداخلتحت فشار  MPa یانگمدول  با E 200 GPa  و

0.3نسبت پواسون   افزار نرمه کمک ب ANSYS .تحلیل شد   

ه انجام شد ANSYSافزار  نرماز  APDLازي کره در محیط س مدل

تري را ارائه  نتایج دقیق Workbenchاین محیط نسبت به محیط . است

با توجه باشد.  بندي در آن بیشتر تحت کنترل کاربر می دهد و مش می

 ،Axisymmetricدر شرایط  سازيبراي مدل ،کره به تقارن دومحوري

بندي مش گردید.وارد  کره مادي خصوصیات ورسم   دایره یک نیم

انجام  Solidي  هاي زیرمجموعه از المان node 183 8 نلماابا دایره  نیم

گره در  4و  هاأسگره در ر 4عی با یک المان مرب ،المان مذکورگرفت. 

امکان استفاده هر ضلع،  وسطگره در  4باشد. وجود  اضلاع آن می وسط

را با توانایی حل مسائل غیرخطی  ي دو)هدرج( از تابع شکل غیرخطی

  .باشدمی 16*16ماتریس سفتی این المان  .کندمی ایجاد
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  ANSYS APDLسازي شده در محیط مقطع مدل - 10شکل 

  

 13 هايجایی شعاعی، شکل بعد جابه یمقادیر ب 12و  11 هايشکل

بعد  مقادیر بی 16و  15 هايشعاعی و شکلبعد تنش  مقادیر بی 14و 

نشان  هاي فشار داخلی و خارجیيبارگذارتنش محیطی را در 

حلّ تحلیلی با حلّ عددي مقایسه  16تا  11هاي  دهند. در شکل می

 ،جایی شعاعی بهبعد جا شود، مقادیر بی طور که مشاهده می شده؛ همان

برهم منطبق  روشدست آمده از هر دو  هاي شعاعی و محیطی به تنش

  د.هستن

  
  یتحت فشار داخل بعد یب یشعاع ییجا جابه عیتوز -11شکل 

  

  
  تحت فشار خارجی بعد جایی شعاعی بی توزیع جابه -12شکل 

  

  
  بعد تحت فشار داخلی توزیع تنش شعاعی بی -13شکل 

  

  بعد تحت فشار خارجی شعاعی بی توزیع تنش - 14شکل 

  

  
  بعد تحت فشار داخلی توزیع تنش محیطی بی -15شکل 
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  خارجیبعد تحت فشار  توزیع تنش محیطی بی - 16شکل 

  

  مؤثر بر پاسخ غیرخطیپارامترهاي  - 4

دو پارامتر، نرمی و ضخامت بر پاسخ غیرخطی تأثیر در ادامه، 

خطی و غیرخطی انجام  جوابهاي دیگري بین دو  مقایسهبررسی و 

  شده است.

  

  نرمی بر پاسخ غیرخطیاثر  -1- 4

اثر پارامتر نرمی بر پاسخ غیرخطی مسأله،  بررسیمنظور  هب

براي  20تا  17هاي  ي جدار ضخیم در شکلکروي  جایی پوسته جابه

*چهار مقدار 
oP 0.0032, 0.00914, 0.04, 0.0914  ،رسم شده است

*که  o
o

P
P

E



iRاست. براي تمام نمودارهاي این بخش   30 mm ،

oR 34 mm  0.3و نسبت پواسون  .درنظر گرفته شده است  

  

  
*بعد به ازاي  جایی شعاعی بی توزیع جابه -17شکل 

oP 0.0032  

  
*بعد به ازاي  جایی شعاعی بی توزیع جابه -18شکل 

oP 0.00914  

  

  
*بعد به ازاي  جایی شعاعی بی جابه توزیع -19شکل 

oP 0.04  

  

  
*بعد به ازاي  جایی شعاعی بی توزیع جابه -20شکل 

oP 0.0914  

  

  بر پاسخ غیرخطی ضخامتاثر  -2- 4

ي است که بر پاسخ غیرخطی دیگر ارامترپه، کرتغییرات ضخامت 

ي تحت فشار داخلی کروي  جایی پوسته گذارد. بدین منظور جابه اثر می

*ثابت و یکنواخت 
iP 0.0914 هاي مختلف بررسی  همراه با ضخامت

رده شده است. براي تمامی آو 24تا  21هاي  شد که نتایج آن در شکل

R ي میانی هلاینمودارها، شعاع  40 mm .درنظر گرفته شده است  
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hبعد به ازاي جایی شعاعی بی توزیع جابه -21شکل  20 mm  

  

  
hبعد به ازاي جایی شعاعی بی توزیع جابه -22شکل  14 mm  

  

  
hبعد به ازاي جایی شعاعی بی توزیع جابه -23شکل 10 mm  

  

  
hبعد به ازاي جایی شعاعی بی توزیع جابه -24شکل  4 mm  

  

  گیري نتیجه - 5

شود که توزیع  در این مقاله با توجه به نتایج ارائه شده، ملاحظه می

باشد.  ع خواص مکانیکی مخزن میي تحت فشار، فقط تاب هکردر  هاتنش

ه کر هندسیجایی علاوه بر خواص مکانیکی، تابع شرایط  اما توزیع جابه

توان نتیجه گرفت که مقادیر تنش شعاعی در  چنین می باشد. هم نیز می

دهند،  ي تحت فشار خارجی، کاهش را نشان می هکرراستاي ضخامت 

راستاي ضخامت جایی شعاعی و تنش محیطی در  که جابه در حالی

با توجه به تغییر در جنس و ضخامت کره، ملاحظه یابند.  افزایش می

بزرگ  جایی به دلیلشد که تأثیر دو پاسخ خطی و غیرخطی در جابه

هاي ها به دلیل کرنشدر تنش لیکنمشهود است و ،هاجاییجابه بودن

بسیار سفت و ضخیم  کرويهاي  رفتار پوسته باشد.کوچک ناچیز می

هاي فولادي)، کاملاً خطی است. بنابراین در کاربردهاي  نند پوسته(ما

پوشی از رفتار غیرخطی صنعتی و در فشارهاي کاري متعارف، چشم

که پوسته نازك نباشد، خطاي بسیار کمی را ایجاد  سازه، به شرط آن

  کند. می

 

  علائمفهرست  - 6

 علائم انگلیسی

E  ،مدول کشسانیN/m2 

h  ،ضخامتm 

P  ،فشارN/m2 

P* بعد فشار بی 

R  ي میانی،  شعاع لایهm 

R* بعد ي شعاعی بی مختصه 

u جایی،  جابهm 

u* بعد جایی بی جابه 

  علائم یونانی
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σ  ،تنشN/m2  

σ
*
  بعد تنش بی 

ε  ،کرنش m/m  

 نسبت پواسون  

  پارامتر اغتشاشی  �

  

  پیوست - 7

 )8(هاي  که در معادله بعدي مترهاي بیها و پارا گیري معرفی مشتق

 ها استفاده شده است. از آن )30( تا

)5(  * R
R

u
u

h
  

)6(  * R
R

R
  

)7(  h

R
 ≪1 

)8(  *P
P

E



  

)9(  *

E


 


  

)10(  
*

d 1 d

dR R dR
  

)11(  
2 2

2 2 2*

d 1 d

dR R dR

  
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