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  چکیده

معادلات حرکت با است.  شدهبررسی ساکن  الیدر تماس با س یکربن يها غیرخطی میکروورق نانوکامپوزیتی تقویت شده با نانولوله ارتعاشاتدر این مقاله، رفتار 

 یکیبزرگ به دست آمده است. خواص مکان يها شکل رییکوچک و تغ يها مرتبه اول صفحات و در نظر گرفتن اثر اندازه یشکل برش رییتغ نظریهاستفاده از 

به  يعدد به صورتشده و پاسخ معادله  يساز گسسته نیحاکم با استفاده از روش گالرک یرخطیشده است. معادلات غ نییها تع ا استفاده از قانون مخلوطمعادل ب

بر  یکربن يها نانولوله یو کسر وزن الیکوچک، ارتفاع س يها پارامتر اندازه کروورق،یم یمشخصات هندس ریتأث ج،ینتا یسنج دست آمده است. پس از صحت

 کروورقیم تیتقو ن،ی. همچنابدی یکاهش م یعیفرکانس طب الیارتفاع س شیبا افزا دهد ینشان م جیمطالعه شده است. نتا یکینامیو پاسخ د یعیطب يها فرکانس

خمش  نی. اکند یبه سمت راست خم م يا پاسخ را به طور قابل ملاحظه یشونده شده و منحن فنر نرم یشوندگ باعث رفتار سخت یکربن يها با استفاده از نانولوله

 یکه رفتار ارتعاش دهد یفاز و پوانکاره نشان ممنحنی  ،یپاسخ زمان يجهش شود. نمودارها يداریباعث بروز ناپا تواند یم کیدر فرکانس تحر یجزئ راتییبا تغ

  .افتد یاتفاق م ستمیمتناوب و آشوبناك در س متناوب، شبه

 .یعیساکن، فرکانس طب الیس ،یکربن يها نانولوله نانوکامپوزیت، کروورق،یم ،یارتعاش لیتحل :کلیدي هاي واژه

   

 An investigation of the nonlinear forced vibrations of carbon nanotube reinforced 
microplates in contact with static liquid and under mechanical force 

  
Department of Mechanical Engineering, Bandar Anzali Branch, Islamic Azad University, Bandar 

Anzali, Iran. M. Hoseinzadeh 

Department of Mechanical Engineering , University of Mohaghegh Ardabili, Ardabili, Iran R. Pilafkan 
Department of Mechanical Engineering, Bandar Anzali Branch, Islamic Azad University, Bandar 
Anzali, Iran. A. Alijani 

 Department of Mechanical Engineering, Bandar Anzali Branch, Islamic Azad University, Bandar 

Anzali, Iran. V. Arab Maleki 
   

Abstract  
This paper discusses the nonlinear dynamic behavior of nanocomposite microplates reinforced with carbon nanotubes in contact with 
static fluids. Equations of motion are derived using the first-order shear deformation theory of plates and considering the size effects 
and large deformations. Effective mechanical properties are determined by applying the law of mixtures. By use of the Galerkin 
method, the nonlinear equations governing motion are discretized and the numerical solution is obtained. The results have been 
verified and the effect of micro-plate geometrical characteristics, small size parameter, fluid height and weight fraction of the carbon 
nanotubes studied on natural linear and nonlinear frequencies and the dynamic response has been evaluated. The results indicate that 
the natural frequency of the system decreases with increasing fluid height. The reinforcement of microplates by carbon nanotubes 
also results in a softening of the stiffening behavior of the spring and a substantial bending of the response curve. Depending on the 
excitation frequency, this bending may result in jump instability. By examining the time response, phase, and Poincaré map of the 
system, periodic, quasi-periodic, and chaotic vibration behavior can be observed. 

Keywords: Vibration analysis, Microplate, Nanocomposie, Carbon nanotube, Static fluid, Natural frequency. 
 

    مقدمه - 1

هاي مختلف در  سازي ریاضی و بررسی رفتار دینامیکی سازه مدل

در  ها ورق کرویمباشد. در این میان،  ابعاد میکرو از مباحث روز می

 ای یستیز يها حسگرتوان به  ها کاربرد دارند که می بسیاري از سیستم

 تشخیص دهنده گاز،  يها حسگر یی،ایمیش يحسگرها، ویب يها حسگر

 رهیو غ ها چیسوئکرویرزوناتورها، مکرویم ها، نیتورب کرویمها،  پمپ کرویم

مواد براي که  دهند ینشان م یمشاهدات تجرب جی. نتا]2, 1[اشاره نمود 

دینامیکی رفتار  لیرا در تحل یاثر اندازه نقش مهم ،کرویم اسیدر مق

حلیل هاي غیرکلاسیک براي ت نظریهبنابراین استفاده از  ،کند یم فایا

  . باشد می يضرور ها رفتار دینامیکی میکروورق

زیادي به  يها تلاشدهد که تاکنون  بررسی مطالعات نشان می

 یعیطب يها فرکانس ینیب شیپ يبرا یبیحل تقرراه منظور ارائه 

و  Meylan. ]4, 3[انجام پذیرفته است  الیدر تماس با س میکروورق

 معلق بر یلیورق مستط به بررسی رفتار ارتعاشات اجباري ]5[ همکاران

اشات آزاد ورق ارتع ]6[و همکاران  Wu. پرداختند الیس روي

. ندقرار داد یرا مورد بررس الیس واقع در داخل یلیمستطایزوتروپیک 

هاي طبیعی ورق را  فرکانس نیو تابع گر تزیر - یلیروش ر يبر مبنا آنها
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محاسبه کرده و تأثیر پارامترهاي هندسی مختلف را بر روي رفتار 

ارتعاشات وابسته  ]7[ همکارانو  Karimi. ارتعاشی آن مطالعه نمودند

ور  غوطه الیداخل س قائمکه به طور  یلیورق مستطبه اندازه یک میکرو

هاي برشی مرتبه چهارم بررسی  تغییر شکل نظریهبا استفاده از است را 

د را مور يرو و عمق غوطه يمرز طیآنها اثرات شرا ،نیچنم. هکردند

آزاد  شاتارتعا یبررس به ]8[و همکاران  Khorshidiمطالعه قرار دادند. 

در تماس با  رداریمرزي گ طینازك با شرا یلیمستط ورق کی یخط

 الیکوپل شده با س یلیمستط ورق کی یکیدرواستاتیه ارتعاش و الیس

وابسته به اندازه آزاد ات عاشارت ]9[و همکاران  Omiddezyani. پرداخت

تنش  نظریهبا استفاده از محدود را  الیدر س ور غوطه میندلنورق در 

معادلات حرکت را با استفاده از . آنها کردندمطالعه کوپل اصلاح شده 

 يبرا ریتز- ی ریلیلیتحل مهیاز روش ناصل همیلتون استخراج کرده و 

نتایج  ساده استفاده کردند. هاي لبه یگاه هیمعادلات در حالت تک حل

هاي طبیعی میکروورق با  مطالعه آنها نشان دهنده کاهش فرکانس

هاي  تأثیر مشخصه ]10[و همکاران  Ajri باشد. افزایش عمق سیال می

در تماس با  یلیمستطویسکوالاستیک بر رفتار دینامیکی میکروورق 

هارمونیک  روشدر مطالعه آنها،  .دادندمورد مطالعه قرار  را الیس

ات اجباري ارتعاشی براي بررستنش کوپل اصلاح شده  نظریهو  بالانس

دهد که در  نتایج تحقیق آنها نشان می است. گرفته قرار استفاده مورد

نظر گرفتن جرم افزوده ناشی از سیال، باعث کاهش اثرات غیرخطی 

یر سیال بر رفتار ارتعاشات تأث ]Mahbadi ]11و  Bakhsheshyشود.  می

آزاد میکروصفحات در تماس با سیال را مطالعه کردند. در مطالعه آنها 

در نظر گرفته شده  لزجناپذیر، غیرچرخشی و غیر  سیال به صورت تراکم

هاي  به بررسی ارتعاشات میکروورق ]12[و همکاران  Esfahaniاست. 

 نظریه نتایج ،پیزوالکتریک در تماس با سیال پرداختند. در مطالعه آنها

هاي ارتعاشی  تنش کوپل اصلاح شده بر روي مشخصه نظریهکلاسیک و 

 ]13[و همکاران  Farsaniمیکروورق دایروي مقایسه شده است. 

ارتعاشات آزاد صفحات متخلخل واقع در آب را به صورت تحلیلی 

قطاع  یرخطیرفتار ارتعاش غ ]14[و همکاران  Shahvehمطالعه کردند. 

گرفتن  نظر با در آنها .را بررسی کردند الیدر تماس با س يرویدا

معادلات  لتونیاز اصل هم فادهو است لیو پتانس یجنبش يها يانرژ

 Liدر یکی از جدیدترین مطالعات،  .را استخراج کردندحاکم بر حرکت 

 يساز به مدل کیورق کلاس اتیفرضبا استفاده از  ]15[و همکاران 

هیدرواستاتیکی ورق مستطیلی مدرج تابعی در تماس  اتارتعاشی اضیر

معادله  لتونیبا استفاده از اصل همآنها . با محیط سیال پرداختند

کردند و استخراج را مربوطه  يمرز طیحاکم بر حرکت و شرا لیفرانسید

 .پاسخ معادلات را به دست آوردند DQبا استفاده از روش 

هاي اخیر، با توسعه علم و فناوري استفاده از نانوذرات و  در سال

افزونی پیدا کرده  هاي تقویت شده با نانوذرات توسعه روز نانوکامپوزیت

. در این راستا، استفاده از انواع مختلف نانوذرات مانند ]18- 16[است 

و  ]21[ TiO2، نانوذرات آلومینا، نانوذرات ]20, 19[هاي کربنی  نانولوله

رها توسعه زیادي پیدا کرده است و ها و تی غیره به منظور تقویت ورق

ها را مطالعه  هاي مختلف رفتار ارتعاشی این سیستم محققان از جنبه

ررسی در مطالعه مروري خود به ب ]22[و همکاران  Liewاند.  کرده

هاي تقویت  مطالعات انجام شده در زمینه تحلیل مکانیکی کامپوزیت

 ]23[و همکاران  Khazaeiهاي کربنی پرداختند.  شده با نانولوله

هاي ویسکوالاستیک نانوکامپوزیتی تقویت شده با  ارتعاشات آزاد ورق

گرادیان کرنش اصلاح شده  نظریهي کربنی را با استفاده از ها نانولوله

ردي اثرات  نظریه از با استفاده ]24[و همکاران  Arefiمطالعه کردند. 

هاي استاتیکی میکروصفحات  هاي کوچک را بر روي تغییر شکل اندازه

 Daiو  Taoمتخلخل تقویت شده با نانوصفحات گرافن مطالعه کردند. 

هاي تقویت شده با نانوصفحات  ارتعاشات غیرخطی میکروورق ]25[

گرافن را با استفاده از روش ایزوژئومتریک مطالعه کردند. آنها با در نظر 

برشی مرتبه بالا معادلات حاکم  نظریههاي بزرگ و  گرفتن تغییر شکل

ارتعاشات  ]26[و همکاران  Ghalebahmanرا استخراج کردند. 

وصفحات کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله نیترید بور را با استفاده میکر

مرتبه اول تغییر شکل برشی  نظریهکرنش کوپل اصلاح شده و  نظریهاز 

مطالعه کردند. آنها با در نظر گرفتن توزیع یکنواخت نانوذرات، تأثیرات 

هاي  گاهی را بر مشخصه اثر مقیاس طول، بستر الاستیک و شرایط تکیه

با در نظر  ]Arefi ]27و  Bidgoliها بررسی کردند.  رتعاشی این سیستما

هاي کوچک به بررسی رفتار ارتعاشی میکروصفحات  گرفتن اثرات اندازه

مدرج تابعی تقویت شده با نانوصفحات تحت بارگذاري حرارتی و 

مکانیکی پرداختند. آنها خواص مکانیکی معادل را با استفاده مدل 

  تساي تعیین کردند. - هالپین

ارتعاشات  ي رهدربا یقیتاکنون تحقدهد که  مطالعات نشان می

 هاي کربنی در تماس ي مدرج تابعی تقویت شده با نانولولهها ورقکرویم

این مسأله مورد  تحقیق حاضرکه در صورت نگرفته است؛  الیبا س

گیرد. بدین منظور معادلات غیرخطی حاکم بر حرکت با  مطالعه قرار می

 نظریهو صفحات  یشکل برش رییمرتبه اول تغ نظریهدر نظر گرفتن 

معادلات غیرخطی با استفاده از روش  .استخراج شده است غیرموضعی

سازي شده و  هاي ساده گسسته گاه گالرکین و براي شرایط مرزي تکیه

 طبیعی هاي با استفاده از روش عددي پاسخ دینامیکی و فرکانس

 ریتأثسنجی نتایج،  سیستم استخراج شده است. پس از صحت

ی کسر حجم ،هندسی میکروورقمشخصات  ریمختلف نظ يپارامترها

 یبررس الیطول و نسبت عمق س اسیپارامتر مق هاي کربنی، نانولوله

  شده است.

  

  سازي ریاضی مدل - 2

، xLاز یک میکروورق مستطیلی با طول  اي طرحواره 1شکل 

شده است را  تقویتهاي کربنی  با نانولولهکه  hو ضخامت  yLعرض 

به صورت کامل داخل مخزن صلب حاوي  دهد. این میکروورق نشان می

و تحت تأثیر نیروي هارمونیک قرار دارد. سیال در این  بودهسیال 

باشند. براي به دست آوردن معادلات حاکم  می fمخزن داراي چگالی

  از فرضیات زیر استفاده شده است:

 صورت الاستیک است. میکروورق به - 

در نظر گرفته شده که در  hضخامت میکروورق یکنواخت و برابر  - 

ها از  باشد و تمام کرنش  مقایسه با ابعاد صفحه بسیار کوچک می

 کنند. قانون هوك تبعیت می

یار کوچک مؤلفه عمودي تنش در راستاي عرضی میکروورق بس - 

 شود. می نظر صرفش کرن- بوده و در روابط تنش
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میانی در حین تغییر   شود که سطح مقطع عمود بر صفحه یفرض م - 

اي و عمود بر سطح باقی  شکل و بعد از آن به صورت صفحه

 ماند.  می

 نظر صرفهاي دورانی و تغییر شکل برشی قابل  اثرات اینرسی - 

 کردن است.

 دکارتیبراي استخراج معادلات حرکت از دستگاه مختصات  - 

دستگاه بر گوشه صفحه میانی  این مبدأشود که  استفاده شده می

آن موازي با  yو  xمیکروورق  قرار دارد، به طوري که محورهاي 

 عمود بر صفحه میانی است.  zهاي ورق و محور  لبه

سیال به صورت غیر قابل تراکم، غیر لزج و غیر چرخشی در نظر   - 

  گرفته شده است.

Fluid

Microplate
h1

h2

Free Surface

Rigid Wall

z

y

 Microplate

Ly

Lx y

x

  
هاي  میکروورق مستطیلی مدرج تابعی تقویت شده با نانولوله -1شکل 

  کربنی داخل سیال

  

  هاي  خواص مکانیکی معادل نانوکامپوزیت - 2-1

جداره به منظور تقویت  هاي کربنی تک حاضر از نانولوله قیتحقدر 

در نظر  سشود و توزیع یکنواخت آن داخل ماتری میکروورق استفاده می

هاي کربنی به صورت  ، کسر حجمی نانولولهشود. بر این اساس گرفته می

  آید:  زیر به دست می

)1(  
 

CNT
CNT

CNT CNT m CNT m CNT

w
V

w w   


 
  

هاي کربنی  به ترتیب نشان دهنده چگالی نانولوله mو CNTکه در آن

  هاي کربنی است. کسر جرمی نانولوله CNTwو ماتریس بوده و

ها، خواص مکانیکی مؤثر نانوکامپوزیت به  بر اساس قانون مخلوط

  :]28[آید  صورت زیر به دست می

)1(  
11 1 11

CNT m
CNT mE V E V E   

)2(  2

22 22

CNT m
CNT m

V V

E E E


   

)3(  3

12 12

CNT m
CNT m

V V

G G G


   

)4(  *
12 12

CNT m
CNT mV V     

)5(  * CNT m
CNT mV V     

به ترتیب نشان دهنده نسبت پواسون و چگالی بوده و ، که در آن

E وG دهند. بالانویس  مدول یانگ و مدول برشی را نشان میm  و

CNT 1باشد.  هاي کربنی می به ترتیب نشان دهنده ماتریس و نانولوله،

2 3و باشند. هاي کربنی می ضرایب مشخصه نانولولهCNTV وmV  کسر

1CNTباشند که  هاي کربنی و ماتریس می حجمی نانولوله mV V .   

  نیروهاي ناشی از سیال ساکن - 2-2

میکروورق داخل سیال ساکن قرار دارد. با در نظر  1مطابق شکل  

گرفتن تابع پتانسیل سرعت برحسب معادله لاپلاس و با استفاده از 

ورق فشار - رات اندرکنش سیالمعادله برنولی براي در نظر گرفتن اث

توان به  ) را میlP) و سطح پایینی (uPدینامیکی سطح بالاي ورق (

  صورت زیر به دست آورد:

)6(  
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2 2

2 2

1

1

h
f

u h

Ce w
P
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)7(  
2

2

2 2
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1

1

h
f

l h

e w
P

e t













  
   

  
 

مقدار ثابت بوده که در تحقیق حاضر به منظور در نظر  Cکه در آن 

گرفتن اثرات غیرخطی ناشی از اندرکنش ورق و سیال مقدار آن برابر 

2شود و فرض می - 1 21 1x yL L   1.]29[باشد  میh  ارتفاع سیال

  باشد. ارتفاع سیال زیر میکروورق می 2hدر بالا ورق و

براي سیال غرق شده در آب، اختلاف فشار دینامیکی برآیند سیال 

)P:به صورت زیر خواهد بود (  

)8(  
1 2

1 2

2 2 2

2 2 2

1 1

1 1

h h
f

u l h h

Ce e w
P P P

Ce e t

 

 









   
      

   
 

فوق به صورت زیر ساده  هطراب addmکه با تعریف جرم مجازي افزوده

  شود: می

)9(  
1 2

1 2

2 22

2 22

1 1
,

1 1

h h
f

add add h h

w Ce e
P m m
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  معادلات حرکت - 2-3

هاي  مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات، مؤلفه نظریهبا توجه به 

  :]30[توان به صورت زیر بیان نمود  میدان جابجایی میکروورق را می

)10(  
1

2

3

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

x

y

u x y z t u x y t z x y t

u x y z t v x y t z x y t

u x y z t w x y t





 

 



  

1که در آن 2 3( , , )u u u هاي جابجایی در راستاي مؤلفه( , , )x y z،

( , , )u v w هاي میدان جابجایی صفحه میانی بوده و مؤلفهx وy  نشان

  باشند.  می xو  yدهنده دوران بردار عمود حول محورهاي 

- مرتبه اول تغییر شکل برشی، روابط کرنش نظریهبر اساس 

  توان به صورت زیر بیان نمود: جابجایی را می

)11(  

2

2

1

2

1

2

0

0

x

xx
y

yy

yz
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xz

xy
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yx

u w

x x

x
v w

y y
y

w z
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w

x
y xu v w w

y x x y








 


  

   
        

                                    
     
     

           
           
       

توان به صورت  تنش را می- با استفاده از قانون هوك، روابط کرنش

  معادلات زیر بیان نمود:

)12(  

11 12

21 22

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

xx xx

yy yy

yz yz

xz xz

xy xy

Q Q

Q Q

Q

Q

Q
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  که در آن

)13(  11 22 12 11
11 22 12

12 12 12 12 12 12

44 55 66 12

, , ,
1 1 1

E E E
Q Q Q

Q Q Q G



     
  
  

  

  

  

از اصل همیلتون پنج معادله دیفرانسیل کوپل در نهایت، با استفاده 

  توان به صورت زیر به دست آورد: حرکت را می

)14(  

22

0 12 2

22

0 12 2

2

0 2

22

1 22 2

22

1 22 2

xyx x

xy y y

yx
x xy

xy y

xyx x
x

xy y y

y

NN u
I I

x y t t

N N v
I I

x y t t

QQ w w
N N

x y x x y

w w w
N N q I

y x y t

MM u
Q I I

x y t t

M M v
Q I I

x x t t









 
  

   

  
  

   

     
   

     

    
    
    

 
   

   

  
   

   

  

هاي نیروهاي عرضی منتجه که در آن ,x yQ Qهاي نیروهاي   ، منتجه

اي صفحه- درون , ,x y xyN N N هاي گشتاور و منتجه , ,x y xyM M M 

  توان به صورت زیر به دست آورد: را می

)15(  

   

   

   

2

2

2

2

2

2

, , , , ,

, , , , ,

, ,

h

x y xy x y xyh

h

x y xy x y xyh

h

x y xz yzh

N N N dz

M M M zdz

Q Q K dz

  

  

 



















  

)16(     
2

2
0 1 2 2
, , 1, ,

h

h
I I I z z dz


   

  باشد.  ضریب تصحیح برشی می Kکه در آن 

غیرموضعی، تنش در هر نقطه تحت تأثیر تمام نقاط  نظریهدر 

2گیرد. بر اساس پارامتر غیرموضعی پیرامون قرار می
0( )e   رابطه ،

توان به  ، را میij، و تنش غیرموضعی،ijtهاي کلاسیک، بین تنش

  :]31[صورت زیر بیان نمود 

)17(   21 ij ijt     

-)11، با استفاده از رابطه فوق و جایگذاري روابط (اساس نیابر 

هاي  ) منتجه18) و سپس جایگذاري در معادله (16) در معادله (13(

  آیند:  تنش به صورت زیر به دست می
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  که در آن

)21(  2 2 2
2

2 2 2
, ,

h h h

ij ij ij ij ij ijh h h
A Q dz B zQ dz D z Q dz

  
      

 )، معادلات15) در معادله (22(- )19در نهایت با جایگذاري معادلات ( 

هاي جابجایی به صورت زیر به دست  هاي میدان حرکت برحسب مؤلفه

  آیند: می
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  حل معادلات - 3

حل معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر حرکت از  به منظور

شود. بر اساس این روش و با در نظر گرفتن  روش گالرکین استفاده می

هاي ورق، پاسخ فرضی به صورت  هاي ساده در لبه گاه شرایط مرزي تکیه

  شود: زیر در نظر گرفته می

)27(  
1 1

( , , ) ( ) cos( )sin( )
N M

mn n m
n m

u x y t U t x y 
 

   

)28(  
1 1

( , , ) ( )sin( ) cos( )
N M

mn n m
n m

v x y t V t x y 
 

  

)29(  
1 1

( , , ) ( )sin( )sin( )
N M

mn n m
n m

w x y t W t x y 
 

   

)30(  
1 1

( , , ) ( ) cos( ) sin( )
N M

x mn n m
n m

x y t X t x y  
 

  

)31(  
1 1

( , , ) ( )sin( )cos( )
N M

y mn n m
n m

x y t Y t x y  
 

  

mکه در آن xn L  وm ym L همچنین، توابع .mnU،mnV،

mnW،mnX  وmnY  توابع مجهول برحسب زمان هستند وn  وm  عدد

    باشند. می yو  xموج در راستاي 

) و اعمال 27(- )23) در معادلات (32(- )28با جایگذاري روابط (

، معادلات دیفرانسیل با مشتقات معمولی غیرخطی حاکم روش گالرکین

  سیستم به فرم ماتریسی زیر خواهد بود:بر 

)32(       M W K W R(W) P  

که در آن M ،ماتریس جرم K  ،ماتریس سفتیW  ،بردار جابجایی

P بردار نیروهاي خارجی اعمالی بر سیستم وR(W) نیروهاي

هاي  هاي بالاتر میدان ر از توانهستند که متأثبارگرداننده غیرخطی 

  باشند.  جابجایی می

1Nبه ازاي  به عنوان مثال M  معادلات دیفرانسیل با ،

  :شوند صورت زیر ساده می) به 33(مشتقات معمولی غیرخطی 

)33(  
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k W m V m Y



  

  

 

 

  

)که در آن )mnf t نیروي تحریک خارجی بوده و به صورت

( ) sin( )mn mnf t t   در این تحقیق با حل معادلات  شود. فرض می

نتایج  4کوتاي مرتبه  دیفرانسیل غیرخطی فوق با استفاده از روش رانگ

  گیرد.  به ازاي پارامترهاي مختلف استخراج شده و مورد بحث قرار می

هاي تقویت شده  به منظور بررسی رفتار ارتعاشات خطی میکروورق

کردن از جملات  نظر فصرهاي کربنی در تماس با سیال، با  با نانولوله

)، معادله حاکم بر سیستم خطی به صورت زیر به 33غیرخطی معادله (

  آید: دست می

)34(  
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کنیم که  براي حل دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی فوق، فرض می

  به صورت زیر باشد: متناوبپاسخ 

)36(  

0

0

0

0

0

l

mn mn

mn mn

i t
mn mn

mn mn

mn mn

U U

V V

W eW

X X

Y Y



  
  
     

   
   
   
      

  

باشد. با جایگذاري  فرکانس طبیعی خطی سیستم می lکه در آن

به دست  زیر ) مسأله مقدار ویژه حاکم35پاسخ فرضی فوق در معادله (

  :آید می

)37(  
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 ریغهاي  براي اینکه دستگاه معادلات جبري فوق داراي جواب

ماتریس ضرایب برابر صفر باشد. بنابراین، با ی باشد، باید دترمینان هیبد

برابر صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب، معادله مقدار ویژه به 

هاي طبیعی را به  توان مقادیر فرکانس آید که از حل آن می دست می

  دست آورد.

  

  بررسی نتایج - 4

در این بخش به مطالعه تأثیر پارامترهاي مختلف بر ارتعاشات 

ي کربنی مستغرق شده در ها نانولولهتقویت شده با   روورقغیرخطی میک

31000kg.mfآب با چگالی
 شود. مشخصات هندسی و  پرداخته می

هاي  هاي کربنی مورد استفاده در تحلیل مکانیکی میکروورق و نانولوله

  ارائه شده است.  2و  1هاي  عددي در جدول

  

  مشخصات هندسی و مکانیکی میکروورق -1جدول 

  چگالی  نسبت پواسون  مدول یانگ  ضخامت  طول 

100 μm  5 μm 72GPamE   0.32m   2730m   
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  ]32[هاي کربنی  مشخصات مکانیکی نانولوله -2جدول 

  نسبت پواسون  )TPaمدول یانگ (

11 5.64CNTE 
  

22 7.08CNTE 
 

12 1.94CNTG 
  

12 0.175CNT   

  

بعد زیر براي فرکانس طبیعی، دامنه  هاي بی در ارائه نتایج از پارامتر

  شود: نوسانات و زمان استفاده می

2بعد به صورت طبیعی بی  فرکانس -
b m mL h D    که

در آن 3 212 1 ( )m
m mD E h   .  

wدامنه نوسانات  - W h بعد و زمان بی 

m mτ ω D ρ h t.   

 توان یم میکروورقحرکت  از معادلات یرخطیغ جملاتبا حذف 

 2شکل  آورد. در را به دست ستمیس یخط یعیطب يها فرکانس

 هاي موضعی و غیرموضعی به دست آمده با مدل یعیطب هاي فرکانس

مرجع  در .است دهیگرد سهیمقا ]33[نتایج مرجع با  مربعیورق  يبرا

 نظریههاي طبیعی نانوورق مربعی شکل با استفاده از  فرکانس ]33[

 نظریههاي کوچک بر مبناي  کیرشهف و در نظر گرفتن اثر اندازه

هاي ساده در اطراف  گاه ورق با تکیهالاستیسیته غیرموضعی براي 

شود که نتایج به  مشاهده می شکلبا توجه به این  استخراج شده است.

منطبق هستند و  ]33[دست آمده از این تحقیق کاملاً بر نتایج مرجع 

باشد. همچنین، در جدول  این نشان دهنده دقت بالاي روش حاضر می

 E=150 MPa ، h=0.34با مشخصات فرکانس طبیعی میکروورق  3

µm ، ρ=2300 kg/m3 ، Lx=Ly=10 µm و به ازاي شرایط مرزي 

 ]35[و  ]34[ مراجعهاي ساده در دو انتها با نتایج حل دقیق  گاه تکیه

شود، نتایج عددي به دست آمده از این  مقایسه شده است. مشاهده می

دقیق  تحقیق سازگاري قابل قبولی با دو پاسخ به دست آمده از حل

   دارند. 

  

 
  هاي فرکانسی براي نانو ورق مربعی شکل مقایسه نسبت -2شکل 

  

هاي ساده در  گاه مقایسه فرکانس طبیعی میکروورق با تکیه -3جدول 

  دو انتها با نتایج حل دقیق

µ=1  µ=0    
Exact 

[34]  
Present 

result  
Exact 

[35]  
Exacta  Present 

result  
9.6740  9.6715  10.558  10.558  10.554  ω1 

(THz) 
21.626  21.622  26.473  26.475  26.476  ω2 

(THz)  
37.407  37.406  52.729  52.729  52.728  ω3 

(THz)  

a

2 2

y x

D m n

h L L

 




    
          

 , taken from Ref. [35] 

در ادامه به مطالعه تأثیر پارامترهاي هندسی میکروورق، کسر 

انس طبیعی اول هاي کربنی و ارتفاع سیال بر فرک حجمی نانولوله

شود. تأثیر مشخصات هندسی  میکروورق نانوکامپوزیتی پرداخته می

بعد میکروورق مدرج تابعی واقع در  میکروورق بر فرکانس طبیعی بی

نشان داده شده است. با توجه به نتایج  4  سیال آب و هوا در جدول

شود که در حالت کلی استفاده از نانوذرات باعث  مشاهده می 4جدول 

شود. با توجه اینکه  اي در فرکانس طبیعی سازه می زایش قابل ملاحظهاف

هاي کربنی در مقایسه با میکروورق بسیار زیاد  مدول یانگ نانولوله

باشد، بنابراین مدول الاستیک و سفتی معادل سازه در حضور  می

هاي طبیعی  هاي کربنی بیشتر شده و در نتیجه افزایش فرکانس نانولوله

د بود. علاوه بر این، با مقایسه نتایج فرکانس طبیعی منطقی خواه

دهد که وجود  ) و هوا نشان می4میکروصفحه واقع در سیال (جدول 

شود و با افزایش  سیال باعث کاهش مقادیر فرکانس میکروورق می

یابد. علت این امر در  ارتفاع سیال مخزن مقادیر فرکانس کاهش می

نتیجه افزوده شدن جرم مجازي  نتیجه افزایش جرم معادل سیستم در

  ناشی از وجود سیال و افزایش انرژي جنبشی سیستم است.

نشان داده شده است، با افزایش نسبت 3همانطور که در شکل 

x yL L یابد که  هاي کوچک، فرکانس طبیعی کاهش می و پارامتر اندازه

با توجه به این شکل شود.  بیشتر شدن طول کمتر میاین تغییرات با 

xشود که به ازاي مشاهده می yL L  افزایش کسر حجمی  2و  1برابر

 %25و  %12، به ترتیب باعث افزایش %2به  %0هاي کربنی از  نانولوله

   شود. در فرکانس طبیعی اول می

  

2بعد تغییرات فرکانس طبیعی بی -4جدول 
b m mL h D   

  میکروورق نانوکامپوزیتی در حضور سیال و در غیاب آن

  عمق آب  (%)  هاي کربنی کسر حجمی نانولوله

1 xh L, 

2 0.05xh L   
2  1  0.5  0 

  (در غیاب سیال)  0  17.98  18.64  19.21  19.65

18.36  18.04 17.24  16.78  0.05 
16.08  15.80 12.34  14.64  0.1  
13.92  13.68  13.17  12.54  0.2  
13.06 12.84  12.29  11.71  0.3 

  

  
بعد  هاي کوچک بر روي فرکانس طبیعی بی تأثیر پارامتر اندازه -3شکل 

  میکروورق
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با توجه به اینکه تعداد جملات روش گالرکین بر دقت نتایج 

-فرکانس یمنحنجملات بر باشد، بنابراین در تأثیر تعداد  تأثیرگذار می

دامنه -فرکانس یمنحن 4شود. در شکل  بررسی می ستمیدامنه س

به ازاي مقادیر مختلف جملات روش گالرکین نشان داده شده  ستمیس

پاسخ  ،دهد که در حوالی فرکانس طبیعی اول نتایج نشان میاست. 

سیستم وابستگی زیادي به تعداد جملات روش گالرکین نداشته و با 

توان نتایج با دقت  ارتعاشی در روش گالرکین میلحاظ کردن مود اول 

مناسبی به دست آورد. بر این اساس، در تحقیق حاضر کلیه نتایج به 

1Nازاي  M  اند.  استخراج شده  

  

  
به ازاي مقادیر مختلف جملات  ستمیدامنه س-فرکانس یمنحن -4شکل 

  روش گالرکین

  

در ادامه به مطالعه رفتار ارتعاشات غیرخطی میکروورق 

شود. به منظور استخراج منحنی  نانوکامپوزیتی داخل سیال پرداخته می

دامنه، پاسخ زمانی سیستم به ازاي مقادیر مختلف فرکانس - فرکانس

تحریک  در محدوده فرکانس طبیعی اول استخراج شده و در هر حالت، 

شود. در نهایت با رسم حداکثر دامنه  حداکثر دامنه پاسخ ثبت می

دامنه رسم -نوسانات بر حسب فرکانس تحریک متناظر، منحنی فرکانس

هاي کربنی بر منحنی  تأثیر ارتفاع سیال و کسر وزنی نانولولهشود.  می

نشان داده شده  6و  5هاي  دامنه سیستم به ترتیب در شکل- فرکانس

کن باعث ایجاد رفتار دهد که وجود سیال سا نشان می 6است. شکل 

شوندگی   شونده در سیستم شده و با افزایش ارتفاع سیال، سخت سخت

یابد. با  بیشتر شده و حداکثر دامنه رزونانسی سیستم نیز افزایش می

هاي کربنی نیز  شود که افزودن نانولوله مشاهده می 5توجه به شکل 

ر نتیجه شود و د شونده می شوندگی فنر نرم باعث تقویت رفتار سخت

کند. این نتیجه در اثر  اعوجاج منحنی به سمت راست تمایل پیدا می

هاي  افزایش سفتی معادل سیستم در نتیجه تقویت میکروورق با نانولوله

شود با افزایش کسر وزنی  باشد و همانطور که مشاهده می کربنی می

شود.  شونده سیستم تقویت می هاي مورد استفاده، رفتار سخت نانولوله

هاي کربنی،  لازم به ذکر است که به ازاي مقادیر بسیار بزرگتر نانولوله

دامنه به صورت خطی تبدیل شده و به سمت منحنی -منحنی فرکانس

  شود.  مستقیم متمایل می

  
- هاي کربنی بر منحنی فرکانس تأثیر کسر حجمی نانولوله -5شکل 

  دامنه میکروورق نانوکامپوزیتی واقع در داخل سیال ساکن

  

  
دامنه میکروورق -تأثیر ارتفاع سیال بر منحنی فرکانس -6شکل 

  هاي کربنی داخل سیال تقویت شده با نانولوله

  

به منظور بررسی تأثیر نیروي تحریک بر رفتار غیرخطی 

میکروورق نانوکامپوزیتی، منحنی دوشاخگی برحسب فرکانس نیروي 

ر استخراج نشان داده شده است. به منظو 7تحریک خارجی در شکل 

، پارامتر کنترلی فرکانس نیروي تحریک 7نمودار دوشاخگی شکل 

هاي  تغییر کرده و به ازاي مقادیر ثابت مشخصه Hz 0.01خارجی با گام 

هاي تناوب منظم نیروي  رهوسیستم، مقادیر دامنه نوسانات سیستم در د

شوند. با توجه به منحنی  تحریک استخراج شده و نمایش داده می

توان رفتارهاي ارتعاشی مختلف شامل رفتار پریودیک با  دوشاخگی می

پریود و رفتار آشوبناك را تحلیل n–یک پریود، ارتعاشات پریودیک با 

کانس تحریک شود با تغییر فر مشاهده می 7نمود. همانطور که از شکل 

سیستم از  ینیروي خارجی اعمالی بر میکروورق، تغییر رفتار دینامیک

هاي شبه پریودیک و آشوب با افزایش تعداد  حالت پریودیک به وضعیت

شود.  هاي زمانی مشاهده می نقاط بیشینه دامنه نوسانات در سري

هاي سیستم در محدوده فرکانس شود پاسخ همانطور که مشاهده می

14.95 Hz Ω 17.05 Hz   19.09و Hz Ω 21.5 Hz   داراي تعداد

زیادي نقطه با دامنه نوسانات مختلف است که مؤید رخداد پدیده 

  هاي متفاوت است.  آشوب شامل ارتعاشات نویزگونه با دامنه
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  منحنی دوشاخگی برحسب فرکانس نیروي تحریک خارجی -7شکل 

  

به  1-متناوبشود که ارتعاشات  مشاهده می 7با توجه به شکل 

شود. با انتخاب ایجاد می Hz 13.6هاي کمتر از  ازاي فرکانس

Ω 5.8HzA  وΩ 13.4HzB   نقاط)A  وB ،پاسخ زمانی متناظر ،(

نشان داده شده  9و  8هاي  منحنی فازي و نگاشت پوانکاره در شکل

شود در این حالت رفتار سیستم به  است. همانطور که مشاهده می

اي که نمودار  باشد به گونه صورت پریودیک با دامنه ثابت و پایدار می

  دهد.  پوانکاره یک نقطه را در صفحه فاز نشان می

  

  
پاسخ زمانی متناوب، منحنی فازي و نگاشت پوانکاره به ازاي -8شکل 

Ω 5.8HzA   نقطه)A  7شکل(  

  

  
پاسخ زمانی متناوب، منحنی فازي و نگاشت پوانکاره به ازاي -9شکل 

Ω 13.6HzB   نقطه)B  7شکل( 

 

13.5اگر فرکانس تحریک Hz Ω 15.05 Hz   نیاباشد، در 

 10خواهد بود که در شکل  2-متناوبپاسخ سیستم به صورت  صورت

پاسخ زمانی متناظر، منحنی فازي و نگاشت پوانکاره به ازاي

Ω 14.2HzC   براي این حالت نشان داده شده است. در نواحی اطراف

هاي  خواهد بود و در فرکانس 5-متناوبپاسخ به صورت  Dنقطه 

تحریک بالاتر، رفتار سیستم به صورت آشوبناك خواهد بود که در شکل 

پاسخ زمانی متناظر، منحنی فازي و نگاشت پوانکاره به ازاي 11

Ω 20.2HzE   .نشان داده شده است  

  

  
پاسخ زمانی شبه متناوب، منحنی فازي و نگاشت پوانکاره به  - 10شکل 

Ωازاي 14.5HzC   نقطه)C  7شکل(  

  

  
پاسخ زمانی آشوبناك، منحنی فازي و نگاشت پوانکاره به  -11شکل 

Ωازاي 20.5HzE   نقطه)E  7شکل(  

  

نسبت فرکانس غیرخطی به خطی  13و  12هاي  در شکل

میکروورق تقویت شده برحسب دامنه تحریک و به ازاي مقادیر مختلف 

هاي کربنی نشان داده شده است.  ارتفاع سیال و کسر حجمی نانولوله

دهد به ازاي دامنه نوسانات کمتر نسبت  نشان می 12نتایج شکل 

ن دهنده تأثیر باشد که نشا می 1فرکانس غیرخطی به خطی تقریباً برابر 

باشد. با افزایش  ناچیز جملات غیرخطی بر رفتار ارتعاشی سیستم می

دامنه نوسانات، اختلاف فرکانس خطی و غیرخطی بیشتر شده و نسبت 

باشد که نشان  می 1فرکانس غیرخطی به خطی همواره بزرگتر از 
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هاي بزرگ باعث افزایش سفتی معادل سیستم و در  دهد تغییر شکل می

شود. علاوه بر این،  بیشتر شدن فرکانس نوسانات سیستم مینتیجه 

دهد که با افزایش ارتفاع سیال اختلاف فرکانس خطی و  نتایج نشان می

4a به ازاي دامنه نوسانات شود و میغیرخطی به شدت بیشتر  h و

0.2ارتفاع سیال برابر xL، 3طی به خطی در حدود نسبت فرکانس غیرخ 

ها، در نظر گرفتن اثر تغییر  باشد. بر این اساس، در تحلیل این سازه می

شود. با توجه به  تر می یابی به نتایج دقیق هاي بزرگ باعث دست شکل

شوندگی  غیرموضعی نیز اثر سخت نظریهشود  مشاهده می 13شکل 

شود نسبت فرکانس غیرخطی به خطی همواره بزرگتر  داشته و باعث می

باعث بیشتر شدن  هاي کوچک باشد و مقادیر بزرگتر پارامتر اندازه 1از 

  شود.  فرکانس غیرخطی سیستم می

  

  
اثر ارتفاع سیال و دامنه نوسانات بر نسبت فرکانس غیرخطی  -12شکل 

  س خطی میکروورق نانوکامپوزیتیبه فرکان

  

  
اثر پارامتر مقیاس کوچک و دامنه نوسانات بر نسبت فرکانس  -13شکل 

  غیرخطی به فرکانس خطی میکروورق نانوکامپوزیتی

  

  گیري نتیجه -5

 ،تجهیزات میکروالکترومکانیکی تیو حساس تیبا توجه به اهم

و  یطراح يآنها برا ياعضا یرخطیغ یکینامیدرك درست از رفتار د

ارتعاشات . در مقاله حاضر، رفتار باشد یم يآن لازم و ضرور يساز نهیبه

هاي کربنی واقع  هاي تقویت شده با نانولوله میکروورق خطی و غیرخطی

تر  هاي بزرگ اثر تغییر شکلبا در نظر گرفتن  در داخل سیال ساکن

و اثرات  برشی مرتبه اول صفحات نظریه استفاده. با شدمطالعه 

 ستمیحاکم بر س یرخطیغ لیفرانسیکوچک معادله د يها ندازها

حرکت با استفاده از روش غیرخطی . سپس معادله دیاستخراج گرد

پاسخ آن با استفاده از روش عددي به  شده و يساز گسسته نیگالرک

ارتفاع سیال، کسر مختلف مانند  يپارامترها ریتأث دست آمد. در نهایت،

 يبر رو و مشخصات هندسی میکروصفحه هاي کربنی وزنی نانولوله

نتایج  قرار گرفت. یمورد بررس ها ستمیس نیا یکینامید يها مشخصه

سازه در تماس با آب کمتر از  یعیفرکانس طبدهد که  نشان می

 الیحضور س اثرع در واق در تماس با هوا است. سازه یعیفرکانس طب

به  جرم افزوده شدن اضافه قیاز طر سازه، اطراف آب در مانند نیسنگ

با افزایش کسر  .شود یم سازهی عیطب فرکانس شاهث کباع سازه جرم

هاي کربنی فرکانس طبیعی در نتیجه افزایش سفتی  وزنی نانولوله

هاي کربنی باعث تقویت  شود و افزودن نانولوله معادل سازه بیشتر می

شود و در نتیجه اعوجاج منحنی  شونده می شوندگی فنر نرم رفتار سخت

 هاي هکند و با افزایش کسر وزنی نانولول به سمت راست تمایل پیدا می

شود.  شونده سیستم تقویت می مورد استفاده، رفتار سخت کربنی

همچنین، رفتار غیرخطی میکروورق نانوکامپوزیتی به ازاي تغییر در 

و  متفاوت بوده ،طور کامل به یکربن لولهمیزان درصد حجمی نانو

میکرورزوناتورها  ویژه به بایست در طراحی و ساخت میکروادوات و می

  .ر گیردمورد توجه قرا
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