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 چکیده

هاي محاسباتی در هاي پیوسته، مسائل مرتبط با پایداري و جلوگیري از کمانش اعضاي سازه معمولا به دلیل پیچیدگیسازه گاهو تکیه سازي توپولوژيدر بهینه

گردد. یکی از مشکلات اپایداري سازه مین باعث شده وشوند، بنابراین در بعضی موارد منجر به ایجاد اعضاي بلند و نازك در پیکربندي بهینهنظر گرفته نمی

باشند، ایجاد مودهاي کمانشی جعلی است که منجر به واگرایی و یا حذف و جایگزینی ماده می چگالیسازي کمانشی رایج که بر پایه تغییر فرایندهاي بهینه

سازي . در این مطالعه از روش بهینهشودسازي میوجی فرایند بهینههاي غیربهینه به عنوان خرسازي، کند شدن فرایند حل و یا تولید توپولوژيمساله بهینه

توانایی بالایی در کنترل  بوده ومبتنی بر حرکت مرز سازه ، ترازروش سطوح همجعلی انرژي استفاده شده است.  جملهتراز با بکارگیري یک سطوح هم

سرعت  جملهن روش منجر به حذف مودهاي جعلی و حل این مشکل گردیده است. استخراج است، بنابراین ایده استفاده از ایرا هاي توپولوژي را داپیچیدگی

هاي عددي براي اثبات هاي این پژوهش است. مثالاز دیگر نوآوري جملهو استخراج این  استتراز براي ضریب بار کمانش پیچیده مورد نیاز در روش سطوح هم

 تاثیر این روش ارائه شده است.

  .يداریپا وسته،یسطوح پ ،يسازه ا يتوپولوژ يساز نهی، سطوح هم تراز، به یجعل يکمانش، مودها :کلیدي هاي واژه

  

Fixing the problem of pseudo buckling modes in optimizing elastic structures with the 
aim of maximizing the smallest buckling load factor  

  

Faculty of Mechanical Engineering, University of Semnan, Semnan, Iran H. Abhar 
Faculty of Mechanical Engineering, University of Semnan, Semnan, Iran A. Ghoddosian 

 
Abstract  
In the topology and support optimization of continues structures, stability and buckling issues due to computational complexities are 
not usually considered, therefore in some cases, long and thin members are obtained in optimized configuration that can lead to the 
instability of structure. One of the major problems during the implementation of conventional buckling optimization processes that 
are based on changing the density or removing and replacing the material is the creation of pseudo buckling modes that lead to the 
divergence of the optimization problem, decreasing the rate of solving process or producing non-optimal shapes. In this article level 
set method with incorporating a fictitious interface energy is applied to find optimal configuration. The level set method is based on 
the movement of the structural boundaries and it has a high ability to control the complexity of the topology, so the idea of using this 
method has led to the elimination of pseudo buckling modes and the solving of this problem. Derivation of the required speed term 
in the level set method for buckling load factor is complicated and this derivation is another innovation of this research. Numerical 
examples are illustrated to prove the effectiveness of this method. 
Keywords: Level set, Buckling, Topology optimization, Pseudo buckling modes. 
 

   مقدمه - 1

 و استحکام بررسی با معمولا هاسازه توپولوژي و شکل سازيبهینه

 کردن حداقل مانند مرسومی هدف توابع گرفتن نظر در با و سازه سفتی

 بار که نازکی و بلند اعضاي. پذیردمی صورت سازه جرم یا کرنشی انرژي

 شوند کمانش و ناپایداري دچار که درصورتی کنندمی تحمل را فشاري

 به منجر که نمایندمی ایجاد هاسازه در را بزرگی هايجابجایی عمولام

 تحقیقات کمانشی سازيبهینه مورد در اخیرا. شودمی سازه کل تخریب

  .است گرفته صورت بیشتري

 سازيبهینه بحث در را پیوسته هايسازه پایداري همکاران و نوس

 کلی افزایش جهت سازه تقویت موضوع آنها. گرفتند نظر در توپولوژي

 ابتدا همکاران و نوس. دادند قرار پژوهش مورد را ايسازه پایداري

 به را سازه در موجود کرنش سپس نوشتند را سازه کرنشی انرژي معادله

 مرتبه هايجمله حذف با و کردند تقسیم غیرخطی و خطی قسمت دو

 اشین نرمال تنش ضرب حاصل با سازه در موجود تنش جایگزینی و بالا

 براي شده خطی مقدار یک ،کمانش بار ضریب در ضرب کمانش بار از

 مرتبه هايروش از استفاده با سپس. آوردند دست به سازه بحرانی بار

 تحمل وضعیت بیشینه حالت به را سازه منفی، گرادیان بر مبتنی اول

 با همکاران و نوس. ]1[کردند بهینه محدود حجم یک با بحرانی بار

 ریز ساختار با مواد کمانشی سازي بهینه براي خود کار نداد گسترش

 خود سلولی ساختار همان در موضعی کمانش دچار که  1شونده تکرار

 و جون ژینگ. ]2[ دادند قرار بررسی مورد نیز را مواد این شوندمی

 چگالی بر مبتنی هايالگوریتم از کمانشی سازي بهینه براي  هایتائو

 مودهاي حذف براي و اندکرده استفاده طراحی رمتغی عنوان به مواد

 برده بهره 2مودها انتقال نام به تکنیکی از شده ایجاد کمانشی جعلی

 ویژگی دو داراي جعلی مودهاي تکنیک، این اساس بر. ]3[است شده

                                                                
1 Periodic material micro-structures 
2 Mode shifting 
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 و صفر به نزدیک ویژه مقادیر داراي جعلی مودهاي از بعضی - 1 هستند

 طور به هاشکل تغییر - 2 هستند حقیقی هژوی مقادیر از ترکوچک خیلی

 انرژي جمع بنابراین افتند،می اتفاق کم چگالی با ناحیه یک در عمده

 کرنشی انرژي بقیه به نسبت زیادتري سهم چگالی کم نواحی در کرنشی

 سازه اولیه طرح که خاصیت این و اول ویژگی از استفاده با. دارند سازه

 فرایند کل در ، ندارد جعلی ،مود لیچگا کم نواحی نداشتن دلیل به

 حقیقی ویژه مقدار اولین از کمتر ویژه مقادیر با مودهاي  سازيبهینه

 سطح سنجش و دوم ویژگی از استفاده با و شوندمی حذف قبلی مرحله

 براي کل کرنشی انرژي به نسبت  چگالی کم هايقسمت کرنشی انرژي

 بدست مود هر بودن قیحقی یا جعلی ، آستانه یک تعریف و مود هر

 نام به سازيبهینه روش یک از استفاده با تُنگ و لوئه. آیدمی

 بحرانی کمانش بار "1حرکت حال در استاندارد سطوح حدآستانه"

 و بزرگ هايشکل تغییر. ]4[رساند خود حداکثر به را پیوسته هايسازه

 کوچک هاينقص دلیل به بلند هايسازه در کمانش و ناپایداري ایجاد

 این در مقاوم سازيبهینه براي جذاب زمینه یک ساخت، فرایند در

 در مقاوم هايسازي بهینه این از یکی که. استکرده ایجاد را هاسازه

. ]5[است گرفته صورت  جانسن توسط ساختی هاينقص این برابر

 براي که 2نهایی کرنشی انرژي هدف تابع از خود سازيمدل در جانسن

  .است برده بهره شودمی استفاده غیرخطی هايسازيمدل

 ها،سازه توپولوژي و شکل سازيبهینه جهت ترازهم سطوح روش

 است  ضمنی صورت به سازه مرز شکل تغییر براي کلاسیک روش یک

 سطوح روش. است داشته زیادي هايپیشرفت اخیر هايسال در که

 تابع یک تحت سازه زمر حرکت براي سسین و اُشر توسط ابتدا  ترازهم

 ضمنی صورت به سازه مرز  ترازهم سطوح روش در. گردید ارائه سرعت

 تابع توسط که سازه مرز و شودمی بیان بالاتر مرتبه یک تابع یک با

. باشدمی طراحی متغیر حقیقت در گرددمی بیان ترازهم سطوح صفر

 شودمی جاجابه ضمنی صورت به ترازهم سطوح معادله توسط مرز این

 توسط بار اولین براي هاسازه سازيبهینه زمینه در ترازهم سطوح. ]6[

 بین رابطه  همکاران و وانگ بعدا. ]7[ گردید ارائه  ویِگمن و سسین

 بین معنی با لینک یک عنوان به را حساسیت تغییر و مرز سرعت بردار

 کردند راربرق ترازهم سطوح قدرتمند روش و کلی ايسازه سازيبهینه

 که را تراز هم سطوح تابع براي مشابه اجراي یک همکاران و الَّر. ]8[

 حساسیت آنالیز یک توسط سازيبهینه فرایند طول در مرز سرعت

. ]9[ نمودند پیاده را آمدمی بدست الحاقی روش وسیله به صریح

 محل سازه، توپولوژي و شکل کردن بهینه بر ،علاوه شی و جیا،وانگ

 براي که کردند بهینه ترازهم سطوح  روش با نیز را سازه هايهگا تکیه

 نیومن، مرزي شرایط در تغییرات گرفتن نظر در بر علاوه کار این

. کردند لحاظ نیز را) گاهیتکیه( لهکدیری مرزي شرایط در تغییرات

 کننده محدود استراتژي یک از گرفتنبهره با همچنین شی و جیا،وانگ

 تغییرات از جلوگیري دلیل به پایداري افزایش باعث ،3سازه مرز حرکت

 ]10[ شدند بهینه مساله حل همگرایی نرخ افزایش و سرعت شدید

 این. کردند استفاده مرز سرعت بیان براي نمایی جمله یک از(  ]11[و

                                                                
1 Moving iso-surface threshold 
2
 End-complianc 

 

3
 Move limit strategy 

 کاهش و قبل مرحله مرزِ حرکت مناسب سرعت حفظ باعث جمله

 قبلی مرحله محل از مرز دزیا گرفتن فاصله صورت در سرعت این شدید

 جمله یک نمودن اضافه با  همکاران و یامادا). شودمی سازي بهینه

 در اضافی جمله یک آمدن وجود به باعث هدف تابع به جعلی انرژي

 کنترل و حل شدن پایدار در که شدند تراز هم سطوح معادله

 وي پینگ. ]12[باشند می مفید بسیار شده بهینه شکل هايپیچیدگی

 روش یک شدند موفق 4شعاعی پایه توابع از استفاده با  همکاران و

- گونه به دهند توسعه را تراز هم سطوح از استفاده با سازيبهینه جدید

 بسیار سازيبهینه فرایند حین بهینه شکل توپولوژي تغییرات که اي

 بهینه  همکاران و دانینگ پیتر. ]13[پذیرد صورت پایدارتر و ترنرم

 در با  و ترازهم سطوح روش از استفاده با پیوسته هايسازه کلش سازي

 در اصلی تمرکز. ]14[اند نموده لحاظ را کمانش قید گرفتن نظر

 استخراج در دقیق و سریع پایدار، هايحل راه یافتن بر دانینگ پژوهش

 نحوه مورد در توضیحی و باشدمی سازه ویژه مقادیر و مودها شکل

 ترازهم سطوح روش اصلی و پیچیده بخش که سرعت جمله استخراج

 به همچنین است نشده داده ،است و همچنین مشکل مودهاي جعلی

 شکل تغییر بر مبتنی پژوهش این در شده استفاده روش اینکه دلیل

 شده استخراج بهینه شکل لذا آن، توپولوژي تغییر نه و باشدمی سازه

 بهینه براي ناچار به و ددار سازه اولیه توپولوژي به زیادي وابستگی

 شده گرفته نظر در شده حل مثال اولیه سازه در هاییسوراخ سازي

 بهینه سازه توپولوژِي و شکل در آمده وجود به تفاوت مورد در. است

 نشده ارائه توضیحی نیز آن از پس و کمانش قید اعمال از قبل شده

در  ازنی مورد سرعت جملهاستخراج با  حاضر حال پژوهش در. است

 شکل تغییر جاي به سازه توپولوژي تغییر جهت ترازروش سطوح هم

 سطوح مساله حل پایدارتر و جدیدتر هايروش از استفاده و سازه مرز

 رفته بین از کاملا سازيبهینه مساله اولیه شکل به وابستگی تراز،هم

 حودر روش سط ازیعبارت سرعت مورد ن استخراج کاملا پیوسته .است

کمانش،  یبار بحران بایضر کوچکترینبه حداکثر رساندن  يبرا زتراهم

 .می باشد پژوهش نیا ينوآور

 

 ترازبهینه سازي توپولوژي به روش سطوح هم - 2

تراز در تراز، تابع سطوح همسازي سطوح همدر مساله بهینه

 گردد.هاي متفاوت به صورت زیر تعریف می دامنه

)1( �

0 < ϕ(x) ≤ 0     ∀� ∈  Ω\ ∂Ω

ϕ(x) = 0        ∀� ∈  ∂Ω

−1 ≤ ϕ(x) < 0  ∀� ∈  D\ ∂Ω

 

در فواصل به اندازه کافی دور از مرز سازه نیز مقدار تابع سطوح هم 

سازي به صورت مساله بهینه شود.یدر نظر گرفته م - 1و  1تراز برابر با 

-تعریف می Dروي ناحیه ثابت طراحی  Fحداقل نمودن  تابع هدف 

�که   �شود که منجر به یک ناحیه حاوي ماده جامد  ⊂ گردد می �

سازي به صورت باشد. مساله بهینهحجم سازه می بیشینهقید   Gو تابع 

  گردد.بندي میکلی زیر فرمول

)2(  min
χΩ

F �χϕ(ϕ)� = � f(X)χϕ(ϕ)dΩ
 

D

 

)3(  G �χϕ(ϕ)� = � χϕ(ϕ)dΩ-Vmax≤0
 

D

 

                                                                
4
 Radial basis functions 
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)4(  χϕ(ϕ)= � 
1    if ϕ(x)≥0

0   if ϕ(x)<0
 

V��� ان دهنده یک نقطه نش �باشد و حد بالاي حجم سازه می

از  Dتر مساله در کل ناحیه ثابت است. براي تعریف ساده �در ناحیه 

به منظور  χϕ(ϕ)  1تابع مشخصه شود.تابع مشخصه زیر استفاده می

  تعریف گردیده است. Dتعریف مساله در کل ناحیه طراحی 

به  2معینسازي با کمک روش لاگرانژ با ضرایب نامساله بهینه

با اضافه گردد. همچنین زیر تعریف میسازي نامقید اله بهینهصورت مس

توان به یک سازي میانرژي جعلی به تابع هدف بهینه جملهنمودن 

  .سازي با قابلیت تنظیم دست یافتمساله بهینه

)5( 

min
�

F���χ�(ϕ), ϕ� = � f(�)χ�(ϕ)dΩ
 

�

+ α �� χ�(ϕ)dΩ − V���

 

�

� + �
1

2
τ|∇ϕ|�dΩ

 

�

= � f(̅�)χ�(ϕ)dΩ
 

�

− αV��� + �
1

2
τ|∇ϕ|�dΩ

 

�

 

�تابع هدف قابل تنظیم و  �� > باشد که در پارامتر تنظیم می 0

. با استانرژي جعلی  جملهننده نسبت تابع هدف با واقع تعیین ک

هاي توپولوژي ایجاد توان پیچیدگیتنظیم این پارامتر به راحتی می

هاي تر نمود و بر ناپایداريسازي را سادهشده در فرایند حل مساله بهینه

ها غلبه کرد و فرایند رسیدن به توپولوژي حل ناشی از این پیچیدگی

 ضریب لاگرانژ است و مساله α تر صورت پذیرد.بهینه به صورت نرم

f̅به صورت  سازيبهینه = f + α برپایه شرایط  گردد.خلاصه می

KKT شود.سازي به صورت زیر توضیح داده میمساله بهینه  

)6(  〈
dF�� �χ�(ϕ)�

dϕ
, Φ〉 = 0.  αG = 0.    α ≥ 0.    G ≤ 0 

〈
����

��
, Φ〉 3مشتق فرشهF��  نسبت بهϕ  و در راستايΦ  می

پاسخ برقرار کنند را  )7(ترازي که بتوانند شرایط توابع سطوح هم. باشد

باشند. اما یافتن این چنین حلی به شکل مستقیم سازي میمساله بهینه

سازي با یک معادله تکامل لذا مساله بهینه استتقریبا غیرممکن 

گردد. براي ایجاد معادله جایگزین می tو تعریف متغیر جعلی  4زمانی

تراز نسبت به گردد که تغییرات تابع سطوح هممیتکامل زمانی فرض 

  است.برابر با منفی گرادیان تابع هدف  tزمان 

)8(  
∂ϕ

∂t
= −K

dF��

dϕ
 

  
  مفهوم مشتق توپولوژي -1شکل 

  

 )7(در  )5(ضریب تناسب است. با جایگزینی معادله  K>0که 

  داریم.

                                                                
1
 Characteristic function 

2
 Lagrange’s method of undetermined multipliers 

3
 Fréchet derivative 

4
 Time evolution equation 

)9(  
∂ϕ

∂t
= −K(

dF�

dϕ
− τ∇�ϕ) 

���

��
یا همان مشتق توپولوژي  �نسبت به �� واقع تغییرات تابع در  

باشد که به سرعت مورد نیاز در معادله سطوح هم تراز می جملهتابع و 

  .گرددصورت زیر تعریف می

)10(  F�� = d�F� = lim
�→�

(F� + δF�) − F�

meas(Ω\Ω�) − meas(Ω)
 

باشد. مشتق نشان دهنده مفهوم مشتق توپولوژیکی می 1شکل

گیري میزان تغییرات تابع هدف وقتی که یک توپولوژیکی یعنی اندازه

 �Γایجاد شود.  �در یک نقطه مشخص از ماده  �با شعاع  ��سوراخ  

معادله تکامل زمانی به شکل نهایی زیر  است.نشان دهنده مرز سوراخ 

  گردد.تعریف می

)11(  �

∂ϕ

∂t
= −K(d�F� − τ∇�ϕ)  in D

ϕ = 0                            on ∂D
 

باشد که با تنظیم می 5انتشار-معادله بالا یک معادله واکنش

سازي کنترل هاي حل عددي مساله بهینهپیچیدگی τ مناسب پارامتر

به  )10(و  )5(هاي مشتق زمانی تابع با استفاده از معادله گردد.می

  صورت زیر می باشد.

)12(  

����

��
= �

����

��

��

��
�� = �

����

��
�−�

����

��
� ��

 

�

 

�

= − � � �
����

��
�

�

��
 

�

≤ 0 

و   �Fر این نکته دارد که جمع تابع لاگرانژيمعادله بالا دلالت ب

تراز بر اساس معادله جعلی انرژي در صورتی که تابع سطوح هم جمله

  یابد.بروز گردد به شکل یکنواختی کاهش می )11(

  

 سازي کمانشیتعریف مساله بهینه - 3

ضریب بار کمانش  اولین کردن بیشینهسازي به صورت مساله بهینه

گردد. کردن منفی بار کمانش بحرانی تعریف می هکمینیا سازه بحرانی 

حجم و شرط رعایت معادلات تعادل سازه براي  بیشینههمچنین قید 

گردد. تعریف مساله به میاي رعایت یک مساله دو بعدي تنش صفحه

  باشد.شکل زیر می

)13(  min F = − λ�� 

)14(  �

−div�C����e�.�(u)� = 0 on Ω

u� = u�� on Γ�

t� = t̅� on Γ�

 

)15(  G = � dΩ − V��� ≤ 0    on Ω 
 

�

 

λ��  سازه، کمانش ضریب بار بحرانیC����  ،تانسور الاستیسیتهt� 

می  �C����u�.�nو مساوي با  �σ��nبرابر با  6نیروي وارد بر سطحیا 

نیروي وارد بر مقادیري ثابت براي جابجایی و  ̅��و  ���باشد همچنین 

Γبه ترتیب در مرز  سطح
�

Γو 
�

. ضریب بار بحرانی سازه به باشندیم 

  .]15[گرددصورت زیر تعریف می

)16( λ = −
∫ C����e�,�(ψ)e�,�(φ)dΩ

 

�

∫ C����e�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�

 

ψ  شکل مود کمانشی سازه وe باشد.کرنش می  

به از روش لاگرانژ با ضرایب نامعین جهت تبدیل معادله مقید 

                                                                
5
 Reaction-diffusion equation 

6
 Traction 
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  گردد:استفاده می �uو  α با ضرایب لاگرانژ �Fمعادله نامقید 

)17( 
F� = −λ�� + � u��div(C����e�,�(u))dΩ

 

�

+ α �� dΩ
 

�

− V���� 

دوم سمت راست معادله بالا را با استفاده از قضیه گرین  لهجم

  کنیم و داریم: جایگزین می

)18( 
F� = −λ�� + � u��t�dΓ

 

�

− � e�,�(u�)C����e�,�(u)dΩ
 

�

+ α �� dΩ
 

�

− V���� 

باشد. می �δFبراي محاسبه مشتق توپولوژي نیاز به بدست آوردن 

و )13(تعادل  تمعادلا Ωدر ابتدا با ایجاد سوراخ بسیار ریز در ناحیه 

   :گرددمیتبدیل به شکل زیر با استفاده از روش ارائه شده در  )14(

)19( Div �C�����e�,�(u) + δe�,�(u)�� = 0       in Ω\Ω� 

)20(  u� + δu� = u��                                       in Г� 

)21(  t� + δt� = t̅�                                         in Г� 

)22(  t� + δt� = 0                                         in Г� 

که معادله تعادل جدید سازه شرایط مرزي قبلی را  شودو فرض می

به سازه  نیروي وارد بر سطحینموده و در مرز سوراخ نیز هیچ  قراربر

 تغییراتمحاسبه گردد. ���� ابتدا باید�δF براي یافتنگردد. اعمال نمی

به شکل ضریب بار بحرانی  باشد برايسوراخ می که شامل )15(معادله 

  .استزیر 

)23( 

� C����e�,�(ψ)e�,�(φ)dΩ
 

�\��

+ δλ�� � C����e�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�

+ λ�� � C����δe�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�\��

+ λ�� � C����e�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�\��

= 0 

  خواهیم داشت: )15(از معادله  )22(تفاضل معادله با 

)24( 

δλ�� � C����e�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�

− � C����e�,�(ψ)e�,�(φ)dΩ
 

��

+ λ�� � C����δe�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�\��

− λ�� � C����e�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

��

= 0 

 

  جملهبا در نظر گرفتن این نکته که 

∫ C����e�,�(ψ)e�,�(ψ)dΩ
 

��
+ λ�� ∫ C����e�,�(u)ψ�,�ψ�,�dΩ

 

��
   

  گردد.به صورت زیر استخراج می��δλ ابر با صفر می باشد، بر

)25( 
δλ�� = −λ��

∫ C����δe�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�\��

∫ C����u�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�

 

 

  بنابراین:

)26( 

F� + δF�

= −λ�� − δλ�� + � u��(t� + δt�)dГ
 

Г��Г�

+ � u��(t� + δt�)dГ
 

Г�

− � e�,�(u�)C�����u�,� + δu�,��dΩ
 

�\��

+ α �� dΩ
 

�\��

− V����

= −λ�� + λ��

∫ C����δe�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�\��

∫ C����u�,�(u)ψ�,�φ�,�dΩ
 

�

+ � u��(t� + δt�)dГ
 

Г��Г�

+ � u� �(t� + δt�)dГ
 

Г�

− � e�,�(u�)C�����u�,� + δu�,��dΩ
 

�\��

+ α �� dΩ
 

�\��

− V���� 

 جملهچهارم معادله بالا این  جملهدر  )21( یگزینی معادلهبا جا

. همچنین با نرمال کردن بردارهاي ویژه نسبت به شودحذف می

. شوندها تبدیل به یک میجملهتی تنش، در واقع مخارج فماتریس س

به  شکل زیر  �δF،  )17(از معادله  )25(سپس با کسر کردن معادله 

  آید.بدست می

)27(  

δF� = λ�� � C����δe�,�(u)ψ�,�ψ�,�dΩ
 

�\��

− λ�� � C����e�,�(u)ψ�,�ψ�,�dΩ
 

��

+ � u��δt�

 

Г��Г�

dГ

− � u� �,�C����δe�,�(u)dΩ
 

�\��

+ � e�,�(u�)C����δe�,�(u)dΩ
 

��

− α � dΩ
 

��

 

به صورت معادله بالا با استفاده از قضیه گرین  پنجمدوم و  جمله

  گردند.می جایگزینزیر 

)28(  

δ � C����δe�,�(u)ψ�,�ψ�,�dΩ
 

�\��

= � C����ψ�,�ψ�,�n�δu�dГ
 

��

+ � C����ψ�,�ψ�,�n�δu�dГ
 

��

− � div(C���� 
ψ�,�ψ�,�)δu�dΩ

 

�\��

 

)29(  

� e�,�(u�)C����δe�,�(u)dΩ
 

�\��

= � t̃�δu�

 

Г��Г�

dГ

+ � C����e�,�(u�)n�δu�dГ
 

Г�

− � div(C���� 
e�,�(u�))δu�dΩ

 

�\��

 

با در گردند. جایگزین می )26(در معادله  )28(و  )27(معادلات 

نظر گرفتن این نکته که شرایط مرزي قبل از ایجاد سوراخ و بعد از آن 

  نماید یعنی:تغییري نمی

)30(  δu� = 0       on Г� 

)31(  δt� = 0        on Г� 

  داریم:
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)32(  

δF� = λ �� C����ψ�,�ψ�,�n�δu�dГ
 

��

+ � C����ψ�,�ψ�,�n�δu�dГ
 

��

− � div(C���� 
ψ�,�ψ�,�)δu�dΩ

 

�\��

�

+ � div(C���� 
e�,�(u�))δu�dΩ

 

�\��

− � t̃�

 

Г�

δu�dГ

+ � u��δt�

 

Г�

dГ + � e�,�(u�)C����e�,�(u)dΩ
 

��

− � C���� 
e�,�(u�)n�δu�

 

Г�

dГ − α � dΩ
 

��

 

اي حل شود که تمامی اگر این امکان وجود داشته باشد معادله

ایم را صفر کند در واقع توانسته �δtو  �δuهاي حاوي ضرایب انتگرال

تر نماییم. به معادله را کوچکتر نموده و حل آن را ساده) 31(که معادله 

گویند. پس با کردن این ضرایب معادله الحاقی می حذفحاصل از 

شود و وي صفر قرار دادن این ضرایب معادله الحاقی زیر حاصل میمسا

  آید.یا ضریب معادله الحاقی به دست می�� از حل این معادله 

)33(  div(C���� 
e�,�(u�)) = λdiv(C���� 

ψ�,�ψ�,�)   in Ω 

)34(  u�� = 0                                                                 on Г� 

)35(  t̃� = λ C���� 
ψ�,�ψ�,� n�                                   on Г� 

  شود با:برابر می �δFو در نتیجه 

)36( 

δF� = λ � C����ψ�,�ψ�,�n�δu�dГ
 

��

+ � e�,�(u�)C����e�,�(u)dΩ
 

��

− � C���� 
e�,�(u�)n�δu�

 

Г�

dГ − α � dΩ
 

��

 

باشد. به منظور بدست می نامعینهمچنان  δu در معادله بالا

گردد و کسر می)13(از  )21( تا)18( ، معادله شرایط مرزيδuآوردن 

  :گرددحاصل میجدید به صورت زیر  معادله شرایط مرزي

)37( div(C����δu�,�) = 0   in Ω\Ω� 

)38(  δu� = 0                   on Г� 

)39(  δt� = 0                   on Г� 

   

)40(  δt� = −t�               on Г� 

به اندازه ، ϵ،سوراخبالا به دلیل اینکه شعاع  معادله شرایط مرزيدر 

Γ شرایط مرزي تاثیرمی توان کافی کوچک در نظر گرفته شده است 
�

و 

Γ
�

معادله شرایط مرزي جدید و  نادیده گرفترا  �Гدر  δuبراي حل  

  :شودبه صورت زیر می

)41(  div(C����δu�,�) = 0        in Ω\Ω� 

)42(  δt� = −σ��
�n� + O(ϵ)      on Г� 

باشد. این نشان دهنده وضعیت قبل از ایجاد سوراخ می 0علامت

حل شده است و نتیجه به صورت زیر  ]16[معادله توسط گوزینا و بونت

  باشد:می

)43( δu� = −
ε

μ
(
4 − 5ν

7 − 5ν
σ��

�n� −
3 − 5ν

4(7 − 5ν)
σ��

�n� + O(ϵ) 

و گرفتن حد  )9( درفرمول مشتق توپولوژیکی �δFبعد از جایگزینی 

  خواهیم داشت:

)44( 
d�F� = lim

�→�

δF�

4πε�

3
= e�,�(u�)A����u�,�

� − �u�,�
� B����ψ

�
�,�

ψ�
�,�

− α 

  

  برابر است با: Aکه

)45( 

A���� = A�δ��δ�� + A��δ��δ�� + δ��δ��� 

A� = −
3(1 − ν)(1 − 14ν + 15ν�)

2(1 + ν)(7 − 5ν)(1 − 2ν)�
E 

A� =
15E(1 − ν)

2(1 + ν)(7 − 5ν)
 

 

  

  برابر است با: Bو 

)46( 

B���� = B�δ��δ�� + B�(δ��δ�� + δ��δ��) 

B� = �
4 − 5ν

7 − 5ν

3λ� + 4μλ

μ
−

3 − 5ν

4(7 − 5ν)

(3λ + 2μ)�

μ
� 

B� = 2
4 − 5ν

7 − 5ν
μ 

 

 

 شبیه سازي - 4

از روش  هاي پیوسته معمولاسازي سازهبهینهمسائل حل  يراب

 دارايروش  نیحال ا نی. با اگرددیاستفاده م مرسومالمان محدود 

 ایجاد نواحی، از هاگره محل در یطراح ریاست. با انتخاب متغ مشکلاتی

یا  2ي شدنارهیجز دهی، اما ممکن است پدگرددمیاجتناب  1یشطرنج

سازه بهینه در ا افتاده از پیکربندي بهینه جد مادهایجاد نواحی حاوي 

 از روش المان محدود دهیپد نیاز ا يریجلوگ يرا. بگرددظاهر شده 

 لیبه دلهمچنین استفاده شده است. پژوهش  نیدر ا 3هیبریدي تنش

روش،  نیتنش در ا يها استفاده از توابع شکل مستقل در محاسبه مولفه

که ي محلی ها تنش ادیر بالايی از مقشده و برختر نرم ها تنشطیف 

و باعث ایجاد ناپایداري در  هستند زیکوچک نامنظم و ت يها از لبه یناش

-در ادامه فرایند بهینه .روند یم نیاز ب گردندسازي میحل مساله بهینه

توان فرمول زیر می 4جهت بدست آوردن مقادیر و بردارهاي ویژه ،سازي

  را حل نمود:

 5تی تنشفتی و سفبه ترتیب نشان دهنده تانسورهاي س  � و��

  باشند.مقادیر ویژه و بردارهاي ویژه می �� و��و 

  

  ساله کمانش حل م عددي مثال -1- 4

براي اطمینان نسبی از صحت فرایند کدنویسی مساله المان 

یک  - یک سرگیردار "هیبریدي، باربحرانی ستون تنشمحدود 

��P اویلر، را ابتدا با استفاده از فرمول "سرمفصل =
����

بدست   ،�(��)

مخرج معادله ضریب  Kشود. آورده و با روش المان محدود مقایسه می

باشد که براي ستون یک سرگیردار و یک صحیح طول ستون میت

 6، عرض100باشد. با در نظر گرفتن ابعاد طول ستون می 7/0سرمفصل 

مقدار بار بحرانی تئوري  1و همچنین مدول الاستیسیته  10و ضخامت 

  برابر است با:

                                                                
1
 Checkerboard patterns 

2
 Islanding phenomenon 

3
 Hybrid stress finite element method 

4
 Eigenvalues and eigenvectors 

5
 Stiffness, stress stiffness tensors 

)47( �K + λ�K���� = � 
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)48( P�� =
π�EI

(KL)�
= 0.36 

λمقدار باربحرانی 
��

= سازي با قرار دادن مقدار در شبیه 0.36

گونه که مشخص است آید. همانبدست می 1نیروي اعمالی برابر با 

زي است. در ساباشند و نشان دهنده صحت شبیهمی کاملا منطبقنتایج 

  سازي نشان داده شده است.شکل مود ویژه اول شبیه 2شکل 

  

  سازي عدديبهینههاي مثال - 4-2

یک تیر یک سرگیردار با بار توزیع شده  این مثال: مثال اول

-می 3یکنواخت اعمالی به سمت پایین در سمت آزاد آن مطابق شکل

و  1 بوده و مدول الاستیسیته 1با ضخامت  24×40باشد. ابعاد تیر 

  می باشد.  3/0ضریب پواسون 

نیوتن بر متر به یک هفتم میانی  01/0بار توزیع شده یکنواخت با 

حجم  4/0حجم قابل قبول سازه  بیشینهعرض ستون اعمال شده است. 

براي حل در نظر گرفته شده است.  1/0هاي زمانی جعلی و استپ اولیه

 مدول الاستیسیته براي اجتناب از خطاهاي عددي در زمان حل مساله،

   براي المان هاي خارج از ناحیه طراحی لحاظ شده است. 10-6
ترین عدد از کوچک 5کردن  بیشینهاین مساله با تابع هدف 

 24×40ناحیه طراحی با بار بحرانی کمانشی حل شده است.  بایضر

المان مربعی یکسان و چهارگرهی گسسته شده است و نوع المان 

�باشد. پارامتر تنظیم اي میحهانتخاب شده تنش صف = پس از   10−6

  .هاي متنوع به عنوان مقدار مناسب انتخاب گردیده استسازيشبیه

تکرار همگرا گردیده و سازه بهینه  200سازي پس از نزدیک به شبیه

هاي الف، ب ، بخش 5در شکل  نمایش داده شده است. 4در شکل  شده

تغییرات حجم  بحرانی کمانشی سازه وترین ضریب بار کوچکبه ترتیب 

سازي ارائه در طول فرایند بهینهناحیه طراحی نسبت به حجم اولیه 

باشد توپولوژي بهینه به شکل دو همانگونه که واضح می .گردیده است

تواند مانع از کمانش شود ) که به نحو موثري میΛبازوي از هم باز شده(

درصد حجم اولیه و برابر با 40. حجم سازه نهایی حاصل گردیده است

کوچکترین  باشد.حجم قیدگذاري شده در تعریف مثال می بیشینه

همچنین میزان انرژي کرنشی  و 3ضریب بار بحرانی کمانشی برابر با 

  .می باشد 5/4 ×10-3سازه بهینه 

  

  
  شکل مود ویژه اول -2شکل 

  

  

  
  تیر یکسرگیردار تحت بار توزیع شده یکنواخت اعمالی -3شکل 

  

  

  
  بهینه شده تیر یکسرگیردار توپولوژي -4شکل 
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    تکرار    تکرار

    ب    الف

ترین ضریب کوچکسازي الف) ا در طول فرایند بهینهتغییر پارامتره - 5شکل 

  ب) کسر حجمی سازهبار کمانش بحرانی سازه 

  

ها، بارگذاري، گاهدر این مثال ، شکل و ابعاد اولیه، تکیه :مثال دوم

ها و قید حجم، کاملا مشابه مثال پژوهش انجام جنس مواد، نوع المان

1ز روش باشد که امی ]3[هایتائو شده توسط جائو و 
SIMP براي بهینه-

سازي استفاده نموده است. این مثال یک صفحه یک سر گیردار با ابعاد 

 6باشد که در شکل می1، ضخامت و مدول الاستیسیته برابر با  1×2

اي و به سمت نشان داده شده است. بار اعمالی به سازه به صورت نقطه

حجم سازه مورد  نهبیشیباشد. می  005/0پایین است و مقدار آن برابر 

-5برابر با    �حجم اولیه سازه و مقدار پارامتر تنظیم 15/0نیاز برابر با 

تراز براي حل معادله سطوح هم �∆گردد. همچنین مقدارانتخاب می 10

المان مربعی یکسان و  20×40باشد. ناحیه طراحی با می 1/0

  اي گسسته شده است.چهارگرهی تنش صفحه

سازي با در نظر گرفتن تابع هدف ساله بهینهم ،در مرحله اول

کردن حداقل انرژي کرنشی سازه و بدون در نظر گرفتن قید  کمینه

نشان داده شده  7در شکل شده توپولوژي بهینه  .گرددکمانشی حل می

ترین ضریب بار بحرانی کمانش سازه برابر با  است. در این شرایط کوچک

  باشد.می ]3[اول مثال مقاله است که کاملا یکسان با بخش  22/0
  

  
  گاهبارگذاري شده و داراي تکیهاي صفحه -6شکل 

                                                                
1 Solid Isotropic Material with Penalization  

   
  الف  ب

کردن انرژي کرنشی  کمینهشده با تابع هدف توپولوژي بهینه -7شکل 

تراز ب) روش و بدون در نظرگرفتن قید کمانش  الف) روش سطوح هم

SIMP  
 

با  سازي جدیديشبیه ،ترجهت ارزیابی کامل در مرحله بعد

نمودن قید  سازي مرحله قبل اما با اضافهپارامترهاي برابر با شبیه

ترین ضریب بار بحرانی کوچک به مساله صورت پذیرفته است. کمانش

پس  .به عنوان قید کمانشی اعمال گردیده است 1مجاز حداکثر برابر با 

مطابق  تکرار، توپولوژي بهینه شده 250انجام حدود  سازي واز شبیه

با دقت در شکل بهینه شده واضح بدست آمده است.  الفبخش  8شکل 

نماید است که بازوي پایینی توپولوژي بهینه که بار فشاري را تحمل می

شدن به سمت بالا نسبت به کل ناحیه ثابت مساله، سعی در  جابجابا 

ین این بازو نسبت به بازوي بالا که بار تر شدن دارد و همچنکوتاه

 باشد.تر میکند و در معرض کمانش قرار ندارد پهنکششی را تحمل می

-تغییرات انرژي کرنشی، حجم سازه و کوچک 9و همچنین در شکل 

 سازي ارائه گردیده است.ترین ضریب بار بحرانی در طی فرایند بهینه

می باشد. جهت  3,9×10-4برابر با بهینه  توپولوژيانرژي کرنشی 

 د، وب، ج بخش  8 شکل، در مذکورمقاله  مقایسه نتایج با مثال

در کنار روش حل  SIMP سازيبهینهسه روش به شده توپولوژي بهینه

است که تایید کننده نتیجه بدست آمده داده شده تراز قرار سطوح هم

 گراف نیهمچن باشد.تراز میسازي سطوح هماز طریق روش بهینه

هر  يبرا یکرنش يسازه در مقابل انرژ یبار بحران بایضر نیترکوچک

این گراف مشخصا نشان  ارائه شده است. 10چهار روش حل در شکل 

تراز با رعایت سازي به روش سطوح هممی دهد که در حل مساله بهینه

حجم مجاز مد نظر مثال مذکور، انرژي  بیشینهقیود ضریب بار بحرانی و 

باشد. نیز بدست آمده است که نتیجه نسبی بهتري می کرنشی کمتري

 برطرف نمودن ،ترازیکی از دلایل پاسخ بهتر در حل به روش سطوح هم

و  SIMPبا روش به وجود آمده  2يخاکستر هايالمان اساسی مشکل

-یم ترازسازي با سطوح همدر روش بهینه کاملا واضح يمرزها تشکیل

مشاهده بخش ب، ج و د  8 شکلدر هاي خاکستري این المان باشد.

   .گردندمی

  

  

  

  

                                                                
2 Gray-scale elements 
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 د ج ب الف

  SIMPهاي مبتنی بر تراز ب، ج و د) روشتوپولوژي بهینه الف) روش سطوح هم - 8شکل 

  

  

  الف

  

  ب

  

  ج

  ترین ضریب بار کمانش سازهسازي الف) انرژي کرنشی سازه ب) کسر حجمی سازه ج) کوچکتغییر پارامترها در طول فرایند بهینه -9شکل 
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ترین ضریب بار بحرانی سازه در مقابل انرژي نمودار تغییرات کوچک - 10شکل 

  کرنشی

  

  گیرينتیجه -5

وهش سعی بر آن شد که مساله پایداري در مقابل در این پژ

- بهینهد. قرار گیربررسی مورد هاي پیوسته دوبعدي کمانش براي سازه

و توپولوژي بهینه  انجام گرفتهتراز روش سطوح هماز  با استفاده سازي

سرعت  جمله .ه استبدون وابستگی به توپولوژي اولیه استخراج گردید

با اعمال  وکاملا پیوسته  به صورت ترازسطوح هم روشمورد نیاز در 

 ،هاي بهینهویژگی اصلی توپولوژي .محاسبه گردیده استقیود کمانشی 

فشاري در سازه بهینه شده تحت بار  تر شدن اعضاکوچکتر شدن و پهن

پارامتر  میو تنظ ترازهم حوسط يساز نهیبا استفاده از روش بهباشد. می

τيساز نهیمرسوم به يها روشدر  مودهاي جعلی ایجاد ، مشکل 

 قیروش از طر نیا ییو کارا به طور کامل حذف وستهیپ يها سازه

همچنین با مقایسه این روش  مثال نشان داده شده است. نیچند

صحت نتایج اثبات گردیده است. به ، سازي با روش هاي مرسوم بهینه

ح تراز در ایجاد مرزهاي واضسازي سطوح همدلیل برتري روش بهینه

تري نیز مشاهده هاي بهینههاي مرسوم، در مواردي پاسخنسبت به روش

  گردد.می

  

  سپاسگزاري - 6

گهر سیرجان در شرکت معدنی و صنعتی گل مادي و معنوي حمایتاز 

  گردد.تقدیر و تشکر می پژوهشانجام این 
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