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   چکیده

است. براي این منظور  اي زمینه اپوکسی تقویت شده با نانو ذرات کربنی مورد بررسی قرار گرفته ي کامپوزیتی الیاف شیشه در این پژوهش ارتعاشات عرضی صفحه

حالت  معادلات از استفاده است، سپس این معادلات با تغییر شکل برشی مرتبه سوم نوشته شدهي  نظریهي کامپوزیتی مورد نظر بر اساس  معادلات حرکت صفحه

است. براي به دست آوردن فرکانس  اند و فرکانس طبیعی خطی ورق استخراج شده به یک معادله دیفرانسیل معمولی غیر خطی تبدیل شده و روش گلرکین

است و تاثیر این نانوذرات و  ت شدهاست. سپس ورق با استفاده از دو نوع نانوذره تقوی هاي زمانی چندگانه استفاده شده طبیعی غیرخطی از روش مقیاس

ها بر روي فرکانس طبیعی خطی مورد بررسی قرار گرفته است. در اخر نیز تاثیر پارامترهاي هندسی شامل ضخامت و نسبت طول به عرض ورق  درصدجرمی آن

ي کامپوزیتی توسط  است. با تقویت صفحه قرار گرفتههاي متفاوت مورد مطالعه  کننده و تقویت شده توسط نانوذرات با درصدجرمی هاي بدون تقویت در حالت

یابد اما افزایش درصدجرمی نانوذرات کربنی و افزایش ضخامت  نانوذرات کربنی و با افزایش نسبت طول به عرض صفحه، فرکانس طبیعی صفحه افزایش می

 صفحه کاهش فرکانس طبیعی را به دنبال دارد. 

تغییر شکل برشی مرتبه سوم، روش گلرکین، روش  ي نظریهاي زمینه اپوکسی،  ي کامپوزیتی الیاف شیشه ارتعاشات عرضی، صفحه :کلیدي هاي واژه

 .هاي زمانی چندگانه مقیاس

 
 

Analytical Modeling for Transverse linear and Nonlinear Vibrations of Glass 
Fiber/Epoxy Composites Reinforced with Carbon Nano Particles  
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Abstract  
In this research, the transverse vibrations of the fiber glass composite plate reinforced with carbon nano particles have been 
investigated. For this purpose, the equations of motion of the composite plate have been written based on the third-order shear 
deformation theory and Glerkin method, and the linear natural frequency of the plate has been extracted. To obtain the nonlinear 
natural frequency, the method of multiple scales has been used. Then the sheet has been reinforced using two types of nanoparticles 
and the effect of these nanoparticles and their mass percentage on the linear natural frequency has been investigated. Finally, the 
effect of the geometrical parameters including the thickness and the ratio of the length to the width of the sheet has been studied. By 
reinforcing the composite plate with carbon nanoparticles and by increasing the ratio of the length to the width of the plate, the 
natural frequency of the plate increases, but the increase in the mass percentage of carbon nanoparticles and the increase in the 
thickness of the plate leads to a decrease in the natural frequency. 

Keywords: Transverse vibrations, Fiber  glass /epoxy composite plate, Third order shear deformation theory, Galerkin method, 
Multiple scales method. 
 

 
 

  مقدمه - 1

امروزه، براي مواد مورد استفاده در تجهیزات مختلف خواص 

ها نیاز است. مواد مرکب به دلیل  متنوعی با توجه به شرایط کاري آن

خواص و کاربردهاي متنوعی که در مهندسی دارند بسیار مورد توجه 

اند. از مواد مرکب در صنایع ورزشی که وزن کم و استحکام  قرار گرفته

دارد، صنایع خودروسازي، صنایع هوافضا، صنایع بالا اهمیت زیادي 

از میان مواد مرکب  شود. دریایی و صنایع دیگر استفاده می

هاي تقویت شده توسط نانوذرات کربنی در مطالعات  نانوکامپوزیت

توان به  اند. از جمله نانوذرات کربنی می مختلف مورد بررسی قرار گرفته

  . ]1[فنی اشاره کردهاي کربنی و نانوصفحات گرا نانولوله

هاي کربنی نوعی آلوتروپ کربن هستند که به تازگی کشف  نانولوله

اي شکل هستند و خواص شگفت انگیزي در  ها استوانه اند، آن شده

هاي دیگر دارند.  هاي نانوفناوري، الکترونیک، اپتیک و حوزه زمینه
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 رسانایی گرمایی هاي کربنی استحکام و خواص الکتریکی و  نانولوله

ه و هاي تک جدار اصلی نانولولهبسیار خوبی را دارا هستند و به دو دستۀ 

  .]2[شوند هاي چندجداره تقسیم می نانولوله

عنوان ذرات با سایز نانو بسیار سبک هستند  نانوصفحات گرافنی به       

بسیار خوبی را دارا هستند.  گرماییو خواص مکانیکی و الکتریکی و 

هاي  فحات گرافنی ترکیبی از کربن و اکسیژن و هیدروژن با نسبتنانوص

(گرافیت با  1هاي گرافیت اکساید توان با تراشیدن لایه متفاوت اند که می

  ].3[افتی دستبه آن  )هاي قوي اکسیدکننده

ارتعاش آزاد غیرخطی تیر نانو کامپوزیت  ]4[و همکارانش  لیانگ       

تیر ي  نظریههاي کربنی تک دیواره را براساس   نانولوله باباتقویت شده 

 ]5[اند. شن بررسی کرده3 کارمن –ي غیرخطی ون  و هندسه2تیموشنکو

هاي کربنی  خمش غیرخطی صفحات کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله

تک جداره تحت بار یکنواخت جانبی و بار سینوسی با شرایط 

] 6[را بررسی کرد. شن و همکارانش گرماییگاهی ساده در محیط  یهتک

هاي کربنی در  رفتار کمانشی صفحات کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله

خصوصیات  ؛ کهاند اي مورد بررسی قرار داده صفحه دماياثر تغییر 

بکار گرفته  ي نظریهاند  هاي را وابسته به دما و اندازه فرض کرده نانولوله

زاد و باشد. آزمایش ارتعاش آ لا میبرشی مرتبه با ي نظریهشده نیز 

ي میرایی ارتعاش  براي مطالعه] 7اجباري توسط خان و همکاران [

هاي کربنی انجام شده  هاي پلیمري تقویت شده با نانولوله کامپوزیت

ي تأثیر  ارتعاشات تجربی براي مطالعه] 8[ است. رفیعی و همکاران

میرایی و ارتعاشی  هاي کربنی چند جداره را بر روي خواص نانولوله

هاي کربنی چند جداره اندازه  هاي دوفازي اپوکسی/ نانولوله کامپوزیت

هاي کربنی چند  ها نتیجه گرفتند که مقدار کم نانولوله اند. آن گرفته

دهند  ها را افزایش می جداره سختی و فرکانس طبیعی نانوکامپوزیت

منجر به بهبود  هاي کربنی چند جداره افزایش غلظت نانولوله علاوه به

شود. رفیعی  ی در نسبت میرایی و کاهش فرکانس طبیعی میتوجه قابل

 مؤثرهاي ریاضی براي خواص مواد  مدل] 11] [10[ ] 9[و همکاران

هاي  ي تقویت شده با نانولوله هاي پلیمري چندمقیاسه  نانوکامپوزیت

لیلی ها عبارات تح اند. در مطالعات آن کربنی وگرافن را پیشنهاد کرده

مربوط به هندسه و غلظت نانوذرات و خواص مواد مؤثر بر 

هاي پلیمري چندمقیاسه سه فازي توسعه یافتند. یک مدل  کامپوزیت

ي بزرگ و  ي دامنه براي مطالعه ]12[ریاضی توسط هی و همکاران

پاسخ ارتعاش آزاد و اجباري تیرهاي کامپوزیتی چندمقیاسه متورق 

] 13[ کربنی ارائه شده است. مریشی و همکارانهاي  پلیمر/الیاف/نانولوله

تحلیلی براي پاسخ ارتعاش آزاد و اجباري غیرخطی تیرهاي  حل راهیک 

ي هوشمند بر  هاي کربنی چندلایه کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله

ي غیرخطی الاستیک و تحت تحریک هارمونیک خارجی  پایه روي یک

 رسانایی گرماییروي ] 14[وانگ و همکاران اند. ارائه کرده

اند. بهبود  هاي اپوکسی/نانوصفحات گرافنی مطالعه کرده نانوکامپوزیت

نانو صفحات  تر بزرگقابل توجهی در هدایت حرارتی با استفاده از اندازه 

هاي  ورقرسانایی گرمایی آمده است.    ی در کامپوزیت به دستگرافن

                                                             
1 Graphite oxide 
2 Timoshenko 

 

3 Van - Carmen 

ندجداره نیز توسط لی هاي کربنی چ چندمقیاسه اصلاح شده با نانولوله

   بررسی شده است. ] 15[  و همکاران

نیز براي ] 16[نانوصفحات گرافنی همچنین درکار ژو و همکاران        

هاي اپوکسی/نانوصفحات گرافنی  نانوکامپوزیترسانایی گرمایی افزایش 

اي دیگر، تأثیر نانوصفحات گرافنی بر روي  در مطالعه اند. استفاده شده

هاي اپوکسی توسط کریگ و همکاران  نانوکامپوزیت گرماییخواص 

یک روش  ]18[و همکاران  مورد مطالعه قرار گرفته است. گائو]17[

بعدي گرافن اکساید با خشک  هاي سه ساده و کارآمد براي تهیه شبکه

بعدي گرافن اکساید  هاي سه کردن انجمادي ارائه دادند و تأثیر شبکه

یک کامپوزیت  ها را بررسی کردند. یتکامپوز گرماییروي خواص 

هاي مس و گرافن اکساید  حاوي نانوسیمگرمایی  پلیمراپوکسی رساناي

] 19[هاي هیبریدي توسط لی و همکاران  عنوان پرکننده کاهش یافته به

   تهیه و آزمایش شده است.

اي مستطیل شکل  ي کامپوزیتی لایه بررسی ارتعاشات غیرخطی صفحه

  ].20است [  ژائو و ژانگ انجام شده یک سرگیردار توسط

با توجه به مقالات ذکر شده در بالا از نظر نویسندگان نتیجه گرفته 

الیاف شود که تا کنون بررسی ارتعاشات آزاد صفحات کامپوزیتی  می

اي زمینه اپوکسی تقویت شده با نانوذرات کربنی به صورت  شیشه

  تحلیلی و تجربی گزارش نشده است.

ي کامپوزیتی الیاف  ش معادلات حرکت براي یک صفحهپژوهدر این 

اي زمینه اپوکسی که با استفاده از نانوذرات کربنی تقویت شده  شیشه

مرتبه سوم  ي نظریهو بر اساس  4تساي - است به کمک مدل هالپین 

فرکانس طبیعی  ،برشی استخراج گردیده و با استفاده از حل تحلیلی

خطی و غیر خطی آن در شرایط یک سرگیردار به دست آمده است 

نتایج استخراج شده از حل تحلیلی با نتایج به دست آمده از روش 

تجربی صحه گذاري گردیده و در انتها اثرات نوع و مقدار نانوذره و 

هاي طبیعی خطی و غیر  مشخصات هندسی صفحه بر روي فرکانس

  ه است.خطی بررسی گردید

  

 معادلات  - 2

اي است که  ي اپوکسی و الیاف شیشه ي موردنظرداراي زمینه صفحه     

است. این صفحه متشکل از سه لایه  توسط دو نوع نانو ذره تقویت شده

اي الیاف متقارن (به صورت یکی درمیان  باشد که به صورت چندلایه می

ند. همچنین ا ) روي هم قرار گرفته [0/90/0]درجه  90و0ي  با زاویه

 ادامه،در  است.  گاه به صورت یک سرگیردار در نظر گرفته شده تکیه

ي مستطیلی سه لایه کامپوزیتی  ر حرکت براي صفحهبمعادلات حاکم 

نشان  1در شکل است. صفحه  یک سرگیردار آورده شدهالیاف متقارن 

  . است آورده شده )1ي ( در رابطهرنش ي تنش ک رابطه.داده شده است 

تساي روابطی را براي به دست آوردن خواص مکانیکی - هالپین مدل

کند. در این مدل  هاي تقویت شده توسط نانو ذرات ارائه می کامپوزیت

شوند و  ي زمینه در نظر گرفته می کننده عنوان فاز تقویت نانوذرات به

) 7(-  )3( ابطوي متشکل از نانوذرات توسط ر خواص مکانیکی زمینه

پس از به دست آوردن خواص مکانیکی زمینه،  ].1شوند[ محاسبه می

                                                             
4 Halpin-Tsai 
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توان خواص مکانیکی کامپوزیت را که شامل زمینه و الیاف است، با  می

  ].21[کرومکانیک استخراج نمودیاستفاده از روابط م
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ي مستطیلی سه لایه کامپوزیتی الیاف  ماي کلی صفحهن- 1-2  شکل

 متقارن یک سرگیردار
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)3(  

 

ي متشکل از نانوذرات و  ي زمینه مدول الاستیسیته ����که    

قطر متوسط ��� طول نانوذرات ، ��� ي زمینه ،  مدول الاستیسیته�� 

)تعریف 6( -) 4توسط روابط ( ��� و ���و ��� باشند  نانو ذرات می

 :]1[شوند می
 
)4(  ��� =

(���
�� ��) − ( ��� 4 ���⁄ )⁄

(���
�� ��)⁄ − ( ��� 2 ���⁄ )

 

)5(  ��� =
(���

�� ��) − ( ��� 4 ���⁄ )⁄

(���
�� ��)⁄ + ( ��� 2 ���⁄ )

 

باشند. نسبت  نانوذرات میو ضخامت   مدول الاستیسیته��� و ��� که

 آید: ) به دست می6ي ( حجمی نانو ذره توسط رابطه

 
)6(    ��� =

���

��� + ( ���  ��⁄ ) − ( ���  ��⁄ ) ���
 

چگالی زمینه  �� چگالی نانو ذره و��� درصد جرمی نانوذره و��� 

  باشند.  می

) حساب 7(ي  ه همراه نانو ذره توسط رابطهمدول برشی زمینه ب

 شود. می

)7(  ���� =
����

�(������)
    

تغییر شکل برشی مرتبه سوم ردي میدان جابجایی  ي نظریهبا توجه به 

  .]21[شود ي مورد نظر به صورت زیر تعریف می صفحه

)8(  �(�, �, �, �) = u�(�, �, �) + ���(�, �, �)
+ ����(�, �, �) + ����(�, �, �) 

)9(  
�(�, �, �, �) = ��(�, �, �) + ���(�, �, �)

+ ����(�, �, �) + ����(�, �, �) 

)10(  �(�, �, �, �) = �� 

هاي صفحه به ترتیب در  تغییر مکان � و � و � بیانگر زمان و �  

تغییر مکان هاي �� و��و �uدهند و را نشان می � و � و �هاي  جهت

=صفحه میانی بوده و
���

��
=و�� 

���

��
 . باشند می     �� 

برحسب سایر مجهولات با استفاده از شرط تنش برشی ��و�� و�� و �� 

  صفر در صفحات پایینی و بالایی ورق به دست خواهند آمد.

هاي ون کارمان مربوط به میدان  و کرنش با توجه به اصل همیلتون   

ي مورد نظر  اي صفحه، معادلات غیرخطی حاکم بر حرکت برجابجایی 

  . ]21[آیند به صورت زیر به دست می

)11(      ���,� + ���,� = ���̈� + (�� − ����)�̈� − ����

��̈�

��
 

)12(       ���,� + ���,� = ���̈� + (�� − ����)�̈� − ����

��̈� 

��
 

)13(  

  ���,�
���

��
+ ���

����

���
+ ���,�

���

��
+ ���,�

���

��
+

2���
����

����
+ ���,�

���

��
+ ���

����

��� + ������,�� + 2���,�� +

���,��� + ���,� − ����,�� + ���,� − ����,�� + � =

����(
���

̈

��
+

��̈�

��
)+ �����(�� − ����)(

�Ø�
̈

��
+

�Ø�
̈

��
)+ ���̈� −

��
��� �

���̈�

���
+

���̈�

���
�  

)14(  

      ���,� + ���,� − �����,� − �����,� − (�� − ����)

= (�� − ����)�̈� + (�� − 2����

+ ��
���)�̈� − ��(��  − ����)

��̈�

��
  

 )15(  

      ���,� + ���,� − �����,� − �����,� − (�� − ����)      

= (�� − ����)�̈� + (�� − 2����

+ ��
���)�̈� − ��(��  − ����)

��̈�

��
 

  که:   

)16(  

�
��

��
� = � ��� �

1
���

�
�

�
�
�

��          

�

���

���

���

� = ∫ ��� �
1
�
��

�
�

�

�
�

�

��          

  
 .کنند اختیاررا  yوx  توانند مقادیر می به ترتیب  �و�       

پنج توان به  می )15(-)11) در معادلات (16با قرار دادن معادلات (

  ].20[رسید ها رحسب تغییر مکانمعادله دیفرانسیل جزئی غیرخطی ب

صورت زیر تعریف  یک سر گیردار است بهشرایط مرزي صفحه نیز که  

  :]20[شود می

)17(   � = 0: � = � = � = �� = �� = 0 

)18(  � = �: ��� = ��� = ��� = ��� − ����� =

�̈� = 0      

)19(  � = 0: ��� = ��� = ��� − ����� = �̈� = 0 

)20(  � = �: ��� = ��� = ��� − ����� = �̈� = 0 

توان تابع حالت زیر را تعریف کرد،  براي تغییر مکان عرضی می    

یک سرگیردار را ارضا کند، با این تابع حالت  صورتی که شرایط مرزي به

  ].20[توان فرکانس طبیعی مود اول را به دست آورد  می
)21(  �� = �(�)���(�)��(�) 

)22(  ��(�) = sin
��

�
� − sinh

��

�
� + �� �cosh

��

�
� −

cos
��

�
��      
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)23(  ��(�) = sin
��

�
� + sinh

��

�
�

− �� �cosh
��

�
�

+ cos
��

�
�� 

  ي زیر هستند: هاي معادله مشخصه ریشه ��و ��درحالی که        

)24(  ��� �� � ���ℎ ��� − 1 = 0   ��� �� � ���ℎ ��� − 1
= 0     

)25(  �� =
���� ������ ��

���� ��� ��� ��
         �� = −

���� ������ ��

���� ��� ��� ��
            

نیز با استفاده از تابع حالت بالا تعریف   ��و ��و�� و�� همچنین      

 ].20شوند[ می

اینرسی  جملاتبا توجه به تحقیقات انجام شده توسط ردي از تمام      

ها در این  شکل نظر شده است زیرا تغییر صرف ��و  ��و ��و ��در 

  .]21[تر هستند عرضی کوچکجهات از تغییر شکل در جهت 

پنج معادله دیفرانسیل توابع حالت در  توان با جایگذاري  اکنون می     

از طریق روش گلرکین حل  که ی رسید معادلات به  جزئی غیرخطی

  شود: ي زیر اعمال می روش گلرکین توسط معادله].20شوند[ می

)26(  ∫ ∫ �.
�

�

�

�
��(�)��(�). ����     

سمت چپ  �طول و عرض صفحه مستطیلی موردنظر و   �و� که     

  باشند. می پنج معادله دیفرانسیل جزئی غیرخطیدر رابطه 

با اعمال روش گلرکین پنج معادله دیفرانسیل جزئی غیرخطی به پنج     

  شوند: صورت زیر تبدیل می معادله دیفرانسیل معمولی غیرخطی به

)27(  �����̈(�) + �����(�)� + ����(�) + ����(�) = 0          

)28(  �����̈ (�) + �����(�)� + ����(�) + ����(�) = 0        

)29(  �����̈ (�) + �����(�)� + �����(�) + �����(�)�(�)
+ �����(�)�(�)
+ (�)�����(�) + �����(�)

= 0 
)30(  �����̈ (�) + �����(�) + �����(�) + �����(�) = 0 

)31(  �����̈ (�) + �����(�) + �����(�) + �����(�) = 0    

) 31) و (30) و (28) و (27توان با استفاده از روابط ( سپس می

  بیان کرد. (�)��را برحسب   (�)� و(�)� و(�)�� و(�)��هاي  جابجایی

) 29ي ( در معادله (�)� و(�)� و(�)�� و(�)��هاي  اکنون  جابجایی

  شود: حاصل می )32(ي  نوشته شده و معادله (�)��برحسب 

)32(  �
�

��̈ (�) + �
�

��(�)

+ �
�

��(�)� + �
�

��(�)��̈ (�)

= 0   
توان فرکانس طبیعی خطی صفحه را استخراج کرد  از این معادله می    

  به این صورت که فرکانس طبیعی خطی برابر است با:

)33(  �
�

�
�

 =��
�  

باشد.  که برابر با جذر نسبت ضریب سفتی خطی بر ضریب اینرسی می

شود  استفاده می هاي چندگانه از روش مقیاس  )32ي ( براي حل معادله

 بعد یبدر یک پارامتر    باید جملات غیرخطی معادله که در این روش

نشان داده شده  �کوچک و مثبت ضرب شوند. این پارامتر کوچک با 

  .]22[است

ي فرکانس طبیعی غیرخطی بر  رابطهمحاسبات لازم  پس از انجام

   :شدحسب فرکانس طبیعی خطی خواهد 

)34(  
��� = �� �1 +

3

8
 
�

�
��

�

��
�

��   

  شود: و تابع جابجایی عرضی برحسب زمان به صورت زیر حاصل می

که  
�

�

�
�

=��
�

و 
�

�

�
�

=��
�

  .باشند می 
توان با قرار  ي موردنظر را می از صفحه هر نقطهتغییر مکان عرضی     

 ) به دست آورد.21ي ( ) در رابطه35ي ( دادن رابطه

  

  و اعتبار سنجی مطالعه موردي - 3

کامپوزیتی ي فرکانس طبیعی صفحه  در این قسمت به محاسبه     

ت پرداخته شده اي زمینه اپوکسی تقویت شده با نانوذرا الیاف شیشه

در  ي ساخته شده ، با توجه به نمونهمشخصات هندسی صفحه   است.

ي  براي ساخت صفحه شود مشاهده می 1جدول دانشگاه اتاوا  در 

کامپوزیتی تقویت شده توسط نانوذرات ابتدا نانو ذره کربنی با استون 

ساعت درون آن قرار 5/1مخلوط شده سپس پروب فراصوت به مدت 

ساعت  12گرفته و بعد اپوکسی درون مخلوط ریخته شده و به مدت 

ي بعد مخلوط به  است، در مرحله  توسط همزن مکانیکی هم زده شده

است و استون  ي مغناطیسی گرم شده ساعت توسط صفحه 5مدت 

است و  ساعت گاززدایی شده 1اي به مدت  و بعد در محفظه  تبخیر شده

است و تا دماي  ساعت با همزن مکانیکی هم زده شده 2مجدد به مدت 

و دوباره   است، سپس سخت کننده به آن اضافه شده محیط خنک شده

و در اجاق   آلومینیومی تزریق شدههاي  است و در قالب هم زده شده

چنین  هم .است و در آخر هم الیاف شیشه به آن اضافه شده  پخته شده

ي  با استفاده از تست کشش و خمش و به وسیلهها  خواص مکانیکی آن

به دست آمده  KN50با ظرفیت  4482 1از یک دستگاه تست اینسترون

 .است نشان داده شده 2در جدول   است که د

 
  

اي زمینه  ي کامپوزیتی الیاف شیشه مشخصات هندسی صفحه -1جدول 

  اپوکسی

  )h(ضخامت  )bعرض(  )a( طول

  میلیمتر 9/1  میلیمتر 70  میلیمتر 6/84

 
 
 
 
 
 
  

                                                             
1 Instron 

  

  

)35(  

 �(�)

= �� cos �
3

8
 
�

�
��

�

��

�� + �� + ����

+ � �−
1

40

�
�
��

�

��
�

cos �
9

8
 
�

�
��

�

��

�� + �� + 3����

+
1
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��
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��

  ��� �
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��
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+
1

2
 

���
�

��
�

(��
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 ]1[اي و نانوذرات خواص مکانیکی اپوکسی و الیاف شیشه -2جدول 

]23[  

  مقدار  واحد  توضیحات
خواص 

 مکانیکی
  ماده

 � 1200 ��/��  چگالی

 ��/�  مدول یانگ اپوکسی
2.72
× 10� 

E 

 �  0.33    ضریب پواسون

 �  2500 ��/��  چگالی

الیاف 

  اي شیشه

×69 ��/�  مدول یانگ 10�  E�� 

 �  0.22    ضریب پواسون

 V  0.5    نسبت حجمی

 �  1350 ��/��  چگالی

هاي  نانولوله

  کربنی

 ��/�  مدول یانگ
400×

10�  
E�� 

 �  0.33    ضریب پواسون

ضخامت 

  ها  نانولوله
m  

0.34×
10��  

t 

  m  ها طول نانولوله
50×

10��  
l 

  m  ها قطر نانولوله
20×

10��  
d 

 �  1062.5 ��/��  چگالی

نانوصفحات 

  گرافنی

×1 ��/�  مدول یانگ 10��  E�� 

 �  0.186    ضریب پواسون

ضخامت 

    نانوصفحات
m  

1.5×
10��  

t 

  m  طول نانوصفحات
2.5×
10��  

l 

عرض 

  نانوصفحات
m  

1.5×
10��  

w 

 

  هاي طبیعی خطی  تعیین فرکانس -1- 3

اي  کامپوزیتی الیاف شیشهي  ي فرکانس طبیعی صفحه براي محاسبه    

-ت لازم است از دو مدل هالپینزمینه اپوکسی تقویت شده با نانوذرا

استفاده شود. براي به دست آوردن فرکانس  1تساي و میکرومکانیک

�ي  طبیعی خطی از رابطه = �
�

�

�
�

�شود. زیرا  استفاده می 
�

ي  جمله  

�تی و فس
�

باشند. فرکانس طبیعی خطی توسط  اینرسی می ي جمله 

  ].24[ است بعد شده ) بی36ي ( رابطه

�� = � × � × �
�

���

 
)36( 

شود، ابتدا فرکانس طبیعی خطی  مشاهده می 3همانطور که در جدول   

بدون تقویت کننده اي زمینه اپوکسی  کامپوزیتی الیاف شیشهي  صفحه

ي مورد نظر توسط  است. در ادامه با توجه به این که صفحه محاسبه شده

هاي کربنی چند جداره و نانو صفحات گرافنی با درصد  نانولوله

ي فرکانس طبیعی  حاسبهاست، به م تقویت شده هاي مختلف  جرمی

                                                             
1 Micromechanices 

   .  ي تقویت شده توسط هریک از نانوذرات پرداخته شده است صفحه

مچنین تاثیر درصد جرمی هر یک از نانوذرات روي فرکانس طبیعی ه

تایج و نتایج حاصل با ن است نیز مورد بررسی قرار گرفته صفحه

 4و3هاي  و شکل 5و4هاي  در جدول کهاند  آزمایشگاهی مقایسه شده

  ابل مشاهده هستند.ق

  

 آزمایش تست مودال-2- 3

هاي طبیعی صفحه مورد نظر از یک  جهت به دست آوردن فرکانس

نگهدارنده صفحه، سنسور نیرو، لرزاننده و شامل ستاپ آزمایشگاهی 

نشان داده  2 است که در شکل مودال ،استفاده شدهشتاب سنج 

ي کامپوزیتی مورد نظر به صورت یک سرگیردار در  صفحهاست.  شده

هاي طبیعی سیستم براي  فرکانساست و  قرار گرفته مجموعهاین 

مقادیر مختلف نانوذره تا سه رقم اعشار استخراج گردیده است که نتایج 

به دست آمده جهت صحه سنجی مدل تحلیلی استفاده گردیده است 

  .باشند یقابل مشاهده م 5و4و3که در جداول 

  
تصویري شماتیک از ستاپ آزمایشگاهی جهت انجام تست -2 شکل

  ]11[ ارتعاشی صفحه کامپوزیتی

  
صفحه کامپوزیتی الیاف اولین فرکانس طبیعی خطی  -3جدول 

  بدون تقویت کننده اي زمینه اپوکسی هشیش

  

اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی -4جدول 

چندجداره با  زمینه اپوکسی تقویت شده با نانوذرات کربنی

فهاي مختل درصدجرمی  

  

ي  با تقویت صفحه 5و 4هاي  و جدول 4و  3هاي  با توجه به شکل    

اي  هاي کربنی و نانوصفحات  گرافنی تا اندازه  مورد نظر توسط نانولوله

درصد و براي نانوصفحات 075/0هاي کربنی تا  مشخص( براي نانولوله

  روش پژوهش  مقدار فرکانس طبیعی صفحه بدون نانوذرات

  پژوهش حاضر  93/105

  نتایج آزمایشگاهی  57/111

  درصد خطا  055/5

3/0  15/0  075/0  CNTs درصدجرمی 

660/91  508/97  605/108  پژوهش حاضر 

210/98  580/103  922/112  نتایج آزمایشگاهی 

669/6  862/5  822/3  درصد خطا 
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یابد. افزایش  درصد)، فرکانس طبیعی خطی افزایش می1/0گرافنی تا 

ي تقویت شده توسط نانوصفحات گرافنی بیشتر  بیعی صفحهفرکانس ط

  هاي کربنی است. از طرفی ي تقویت شده توسط نانولوله از صفحه

افزایش درصد جرمی نانوذرات کربنی کاهش فرکانس طبیعی را به 

دنبال دارد. با افزایش میزان نانو ذره در صفحه، سختی و جرم افزایش 

ش فرکانس طبیعی و افزایش جرم، کاهش تی، افزایفیابند، افزایش س می

توان اینگونه برداشت  فرکانس طبیعی را به دنبال دارد. در این مورد می

کرد که تاثیر افزایش جرم بیشتر بوده و باعث کاهش فرکانس طبیعی 

  است. شده

  

  
اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی -3شکل

چندجداره براي درصد  نانوذرات کربنیزمینه اپوکسی تقویت شده با 

هاي مختلف جرمی  

 

اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی -5جدول

هاي  صفحات گرافنی با درصدجرمیتقویت شده با نانوزمینه اپوکسی 

  مختلف

  

  
هاي کربنی چندجداره و نانو صفحات  ي تاثیر نانولوله براي مقایسه    

اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشگرافنی به عنوان تقویت کننده در 

هاي یکسان مقادیر فرکانس طبیعی  ، براي درصد جرمی زمینه اپوکسی

شود که با  مشاهده می 5و شکل  6است. با توجه به جدول محاسبه شده

توسط نانو  اي زمینه اپوکسی هکامپوزیتی الیاف شیشي  تقویت صفحه

تی فرکانس طبیعی خطی افزایش پیدا فذرات به دلیل افزایش س

عی خطی براي مدل ب که توسط کند و این افزایش در فرکانس طبی می

 باشد. است بیشتر می نانوصفحات گرافنی تقویت شده

ي نتایج  و مقایسه 5و 4و  3با توجه به نتایج به دست آمده از جداول    

ها  گردد سازگاري نسبتا مناسبی بین آن عددي و تجربی مشاهده می

وجود دارد لذا در قسمت بعد به بررسی تاثیر پارامترهاي مختلف 

 شود. هندسی بر فرکانس طبیعی خطی پرداخته می

  
اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی  -4شکل 

صفحات گرافنی براي درصد زمینه اپوکسی تقویت شده با نانو

هاي مختلف جرمی  

  

اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی  -6جدول

ذرات کربنی چندجداره ب: نانوالف :زمینه اپوکسی تقویت شده با 

 نانوصفحات گرافنی

  درصد جرمی  1/0  2/0  4/0

  مدل الف  642/100  856/93  537/88

  مدل ب  910/124  390/122  324/115

 

  
اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی  -5شکل 

صفحات گرافنی براي درصد زمینه اپوکسی تقویت شده با نانو

  هاي مختلف جرمی

  

بررسی تاثیر متغیرهاي هندسی بر روي فرکانس - 3-3

  طبیعی خطی

در این قسمت تاثیر تغییر ابعاد هندسی صفحه بر روي فرکانس طبیعی  

اثر تغییر ضخامت ورق بر روي  6است. در شکل  خطی نشان داده شده

با افزایش   6در شکل     است.  فرکانس طبیعی خطی نمایش داده شده

کنند ، افزایش جرم باعث  ضخامت ورق جرم و سختی افزایش پیدا می

کاهش فرکانس طبیعی و افزایش سختی باعث افزایش فرکانس طبیعی 

ي  تی رابطه مستقیم و با جرم رابطهفشود زیرا فرکانس با س ورق می

رق عکس دارد. در این قسمت تاثیر افزایش جرم با افزایش ضخامت و

بیشتر بوده و در نتیجه روند کاهشی در فرکانس طبیعی خطی را به 

 دنبال دارد.
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MWCNTS GNPS

  GNPsدرصدجرمی  1/0  2/0  4/0

  پژوهش حاضر  910/124  390/122  324/115

  نتایج آزمایشگاهی  381/124 020/113  787/101

  درصد خطا  425/0  290/8  299/13
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اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی -6شکل 

 ( با ابعاد با ضخامت هاي متفاوت بدون تقویت کننده زمینه اپوکسی

)میلیمتر 70میلیمتر و عرض6/84طول    

  
در نسبت طول به عرض ورق بر روي فرکانس در ادامه تاثیر تغییر    

نسبت طول به  7طبیعی خطی مورد بررسی قرار گرفته است. در شکل

عرض ورق تغییر کرده است و تاثیر آن بر روي فرکانس طبیعی خطی 

   .شود مشاهده می

 
اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی -7شکل 

  ضخامت (با ابعاد هاي متفاوت عرض بهطول  نسبتبازمینه اپوکسی 

)میلیمتر 70میلیمتر و عرض9/1  

  
با افزایش نسبت طول به عرض صفحه فرکانس طبیعی  7در شکل     

ت. دلیل افزایش فرکانس طبیعی خطی خطی افزایش پیدا کرده اس

تی صفحه به دلیل افزایش نسبت طول به عرض ورق فافزایش س

    .باشد می

تاثیر تغییر ابعاد هندسی صفحه بر روي فرکانس  اکنون به بررسی     

 اي زمینه اپوکسی هکامپوزیتی الیاف شیش ي طبیعی خطی صفحه

هاي کربنی و نانوصفحات گرافنی پرداخته  تقویت شده توسط نانولوله

ي تقویت  است که در صفحه مشاهده شده 8با توجه به شکل  شده است.

هاي کربنی با افزایش ضخامت صفحه مقدار فرکانس  شده توسط نانولوله

ی نیز هاي کربن یابد  همچنین با افزایش مقدار نانولوله طبیعی کاهش می

مشاهده شده است که در  9در شکل  یابد. فرکانس طبیعی کاهش می

نی با افزایش ضخامت ي تقویت شده توسط نانوصفحات گراف صفحه

 تواند می است که صفحه مقدار فرکانس طبیعی خطی کاهش پیدا کرده

هاي بیشتر از  باشد. اما درصفحه با ضخامت به دلیل افزایش جرم صفحه 

شود که با افزایش درصد جرمی نانو صفحات  میلیمترمشاهده می 9/1

دلیل یابد که به  گرافنی مقدار فرکانس طبیعی خطی نیز افزایش می

  باشد. تی صفحه میفافزایش س

  
 يا شهیش افیال یتیکامپوز صفحه یخط یعیطب فرکانس نیاول-8شکل

 يها یجرم درصد با یکربن يها نانولوله با شده تیتقو یاپوکس نهیزم

 70میلیمتر و عرض6/84( طول   با ابعاد متفاوت يها ضخامت و مختلف

  میلیمتر)

 

  
اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی -9شکل 

هاي  تقویت شده با نانوصفحات گرافنی با درصد جرمی زمینه اپوکسی

 70میلیمتر و عرض6/84با ابعاد ( طول   مختلف و ضخامت هاي متفاوت

  میلیمتر)

  

با افزایش نسبت  11و  10هاي  شود در شکل همانطور که مشاهده می

افزایش پیدا کرده است، از طول به عرض صفحه فرکانس طبیعی خطی 

تر با  هاي بزرگ شود که درنسبت طول به عرض طرفی مشاهده می

افزایش درصد جرمی نانو ذرات فرکانس طبیعی افزایش یافته است که 

تی صفحه با افزایش مقدار نانوذره در ابعاد فاین به معناي افزایش س

ان با افزایش تو تر می باشد. در نتیجه در ابعاد بزرگ تر صفحه می بزرگ

  هاي بالاتر دست یافت. ي کامپوزیتی به فرکانس نانوذرات در صفحه

 
 

  
اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشاولین فرکانس طبیعی خطی - 10شکل 

هاي  بادرصدجرمی هاي کربنی تقویت شده با نانولوله زمینه اپوکسی

با ابعاد( ضخامت   هاي متفاوت مختلف و نسبت طول به عرض

 میلیمتر) 70میلیمتر و عرض9/1
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اي  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشفرکانس طبیعی خطی  -11شکل 

هاي  تقویت شده با نانوصفحات گرافنی بادرصدجرمی زمینه اپوکسی

میلیمتر 9/1با ابعاد( ضخامت   هاي متفاوت مختلف ونسبت طول به عرض

  میلیمتر) 70و عرض

  

 غیرخطی بررسی فرکانس- 4- 3

است. در  در این قسمت به فرکانس غیرخطی صفحه پرداخته شده    

شود و سپس  به مرکز ورق وارد می ��ارتعاشات آزاد تغییر مکان اولیه 

شود اگر این تغییر مکان اولیه نسبت به ضخامت ورق خیلی  رها می

افتد اما اگر این  ي خطی اتفاق می کوچک باشد ارتعاش ورق در حیطه

مکان نسبت به ضخامت ورق قابل توجه باشد ارتعاش غیر خطی  تغییر

هاي جابجایی اولیه به ضخامت که در  ورق را به دنبال دارد. نسبت

شوند.  است ، باعث ارتعاش غیر خطی ورق می آمده  7جدول 

���تغییرنسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی (
) با تغییر ��

�نسبت جابجایی اولیه به ضخامت ( =
��

ℎدر  هاي مختلف )براي حالت�

 است. آورده شده 9و 8و 7 هاي جدول

  
صفحه نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی   -7جدول 

بدون تقویت کننده با  اي زمینه اپوکسی هکامپوزیتی الیاف شیش

هاي مختلف دامنه  

1  8/0  6/0  4/0  2/0  
�

=
��

ℎ�  

472/1  302/1  170/1  075/1  018/1  ���
��  

  

صفحه کامپوزیتی نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی   -8جدول

هاي کربنی  تقویت شده با نانولوله اي زمینه اپوکسی هالیاف شیش

هاي اولیه مختلف چندجداره با جابجایی  

1  8/0  6/0  4/0  2/0  
�

=
��

ℎ�  

درصد 

 جرمی

239/4  076/3  166/2  518/1  129/1    
���

��  
  

075/0  

863/3  832/2  030/2  958/1  114/1  15/0 

307/3  477/2  830/1  369/1  092/1  3/0 

  

صفحه کامپوزیتی نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی   -9جدول

تقویت شده با نانوصفحات گرافنی با  اي زمینه اپوکسی هالیاف شیش

هاي اولیه مختلف جابجایی  

1 8/0  6/0  4/0  2/0  
�

=
��

ℎ�  

درصد 

 جرمی

817/2  162/2  654/1  290/1  072/1  

���
��  

1/0  

744/2  116/2  628/1  279/1  069/1  2/0 

874/2  546/2  651/1  245/1  015/1  4/0 

  

شود که با افزایش  مشاهده می 9و8و7هاي  با توجه به جدول     

صفحه کامپوزیتی الیاف مقدارنسبت جابجایی اولیه به ضخامت در 

بدون تقویت کننده و تقویت شده توسط  اي زمینه اپوکسی هشیش

هاي کربنی و نانوصفحات گرافنی، مقدار نسبت فرکانس  نانولوله

ي  یابد. این افزایش در صفحه غیرخطی به فرکانس خطی نیز افزایش می

باشد که  ي تقویت نشده می تقویت شده توسط نانوذرات بیشتر از صفحه

یشترین افزایش را در مقدار هاي کربنی ب در بین نانوذرات نیز نانولوله

نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی با افزایش مقدارنسبت 

 دهند. جابجایی اولیه به ضخامت نشان می

به  اي زمینه اپوکسی هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشبا تغییر ضخامت    

                 است.  بررسی نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی پرداخته شده

میلی متر رسم شده اند. این  10و 8و  9/1براي ضخامت هاي 12کل ش

شکل نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی بر حسب نسبت 

 دهد. جابجایی اولیه به ضخامت را نشان می

شود  مشاهده می 14و 13و  12هاي  همانطور که از روي شکل   

 افزایش نسبت جابجایی اولیه به ضخامت باعث افزایش نسبت فرکانس

شود. همین طور با افزایش ضخامت  غیرخطی به فرکانس خطی می

کنند ، افزایش جرم باعث کاهش  تی افزایش پیدا میفورق، جرم و س

تی باعث افزایش فرکانس طبیعی ورق ففرکانس طبیعی و افزایش س

ي عکس  شود زیرا فرکانس با سختی رابطه مستقیم و با جرم رابطه می

دارد. در این قسمت تاثیر افزایش جرم با افزایش ضخامت ورق بیشتر 

بوده و در نتیجه باعث کاهش نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس 

به فرکانس شود. در ادامه نمودار نسبت فرکانس غیرخطی  خطی می

مورد نظر صفحه خطی بر حسب نسبت جابجایی اولیه به ضخامت براي 

 17شکل است. رسم شده 4و  2و 14/1براي نسبت طول به عرض 

هاي اولیه مختلف را نشان  با جابجاییصفحه نمودارفرکانس غیرخطی 

  دهد. می

 
  

  
صفحه کامپوزیتی سبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی ن-12شکل

براي  هاي اولیه مختلف باجابجایی اي زمینه اپوکسی هالیاف شیش

  هاي مختلف ضخامت
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صفحه کامپوزیتی نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی  -13شکل 

هاي کربنی( با  تقویت شده با نانولوله اي زمینه اپوکسی هالیاف شیش

هاي  براي ضخامت هاي اولیه مختلف ) باجابجایی075/0درصد جرمی 

 مختلف

 
  

  
صفحه کامپوزیتی نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی  - 14شکل 

تقویت شده با نانوصفحات گرافنی( با  اي زمینه اپوکسی هالیاف شیش

هاي  براي ضخامت هاي اولیه مختلف ) باجابجایی1/0درصد جرمی 

  مختلف

 
  

افزایش نسبت  17و16و15هاي  در این حالت نیزبا توجه به شکل

ضخامت باعث افزایش نسبت فرکانس غیرخطی به جابجایی اولیه به 

شود، همچنین افزایش نسبت طول به عرض ورق  فرکانس خطی می

تی شده و در نتیجه افزایش نسبت فرکانس غیرخطی فباعث افزایش س

 به فرکانس خطی را به دنبال دارد.

 
  

  
صفحه کامپوزیتی نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی  -15شکل

هاي اولیه مختلف براي نسبت  با جابجایی زمینه اپوکسیاي  هالیاف شیش

هاي مختلف طول به عرض  

 
 
  

 
صفحه کامپوزیتی نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی -16شکل

هاي کربنی ( با  تقویت شده با نانولوله اي زمینه اپوکسی هالیاف شیش

هاي اولیه مختلف براي نسبت طول به  ) با جابجایی075/0درصد جرمی 

 هاي مختلف عرض

 
 

 
اي زمینه  هصفحه کامپوزیتی الیاف شیشفرکانس غیرخطی   -17شکل 

) 1/0تقویت شده با نانوصفحات گرافنی( با درصد جرمی  اپوکسی

  هاي مختلف براي نسبت طول به عرض هاي اولیه مختلف باجابجایی

 

  گیري نتیجه- 4

در ایــن پــژوهش ارتعاشــات آزاد خطــی و غیرخطــی صــفحه  

ت ، بـا  اي زمینه اپوکسی تقویت شده بـا نـانوذرا   کامپوزیتی الیاف شیشه

با توجه به نتـایج  شرایط مرزي یک سرگیردار مورد مطالعه قرار گرفت . 

تـا   ي کامپوزیتی توسط نانوذرات کربنـی  با تقویت صفحه آمده به دست 

یابـد امـا افـزایش     فرکانس طبیعی صفحه افزایش می اي مشخص، اندازه

 کاهش فرکانس طبیعی را به دنبـال دارد.  ،درصدجرمی نانوذرات کربنی

کند  از طرفی با افزایش ضخامت صفحه، فرکانس طبیعی کاهش پیدا می

عـرض صـفحه فرکـانس طبیعـی افـزایش       اما با افزایش نسبت طول بـه 

 یابد. می
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