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  چکیده

عمل آمده است. با توجه به اینکه جنس ارتعاشات تیرها، به طور چشمگیر، مورد توجه پژوهشگران بوده است و تحقیقات فراوانی در این زمینه بههاي اخیر کنترل  در سال

درنظر گرفته ی جنس مدرج تابعاز  یمورد بررس ریت فیزیکی و حرارتی، به منظور افزایش مقاومت قیتحق نیر ااند، لذا دتیرهاي بررسی شده، اکثراً فلز یا مواد مرکب بوده

تحت بارگذاري خارجی پرداخته شده است. دو لایه با شرایط مرزي مختلف کنترل فعال ارتعاشات غیرخطی تیر مدرج تابعی بررسی در این مقاله به  شده است.

و با  يساز گسسته نیمعادلات حرکت با استفاده از روش گلرک اند تا به عنوان حسگر و عملگر استفاده شوند.پیزوالکتریک به سطوح بالایی و پایینی تیر متصل  شده

- سازي پسخورد و روش مود لغزشی استفاده شده است و نمودارهاي خیز براي کنترل ارتعاشات تیر از روش کنترل خطی. حل شده است يعدد يساز هیاستفاده از شب

با هاي کنترلی ذکر شده  ساده نمایش داده شده است. نتایج روش- آزاد و ساده- ساده، آزاد- آزاد،گیردار- حالت شرط مرزي دوسر گیردار، گیردارپنج  زمان و ولتاژ زمان براي

  اند. عدم قطعیت، براي تمام شرایط مرزي باهم مقایسه شده بدونو  عدم قطعیت

  .سازي پسخورد، روش مود لغزشی روش خطی ،، ارتعاشات غیرخطیمدرج تابعی، کنترل فعال تیر :کلیدي هاي واژه
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Abstract  
In recent years, the vibrations control of beams has been significantly considered by researchers and a lot of research has been done 
in this field. Given that the material of studied beams was mostly metal or composite, so in this study, in order to increase the 
physical and thermal resistance, the studied beam was considered as functional graded (FG). In this paper, the active control of 
nonlinear vibrations for an FG beam with different boundary conditions under external loading is investigated. Two piezoelectric 
layers are connected to the upper and lower surfaces of the beam to be used as sensors and actuators. To discretize the equations of 
motion, Glerkin method is used, and the numerical simulation is utilized to solve the discretized equations. In order to control the 
vibrations of the beam, the feedback linearization control and the sliding mode methods have been used. The time-amplitude and 
time-voltage curves are shown for five boundary conditions, including, clamped- clamped, free-clamped, simply-clamped, free-free 
and simply-supported ends. The results of the mentioned control methods are compared for all boundary conditions in the presence 
and absence of uncertainty. 

Keywords: FGM beam, Active control, Nonlinear vibration, Linearization feedback method, Sliding mode method. 
 

  مقدمه - 1

گسترده در  اریصورت بس به ریپذ نسبتاً سبک و انعطاف يها سازه

. رندیگ یهوافضا، عمران و ... مورد استفاده قرار م ک،یمکان یمهندس

. باشد یم ییبالا اریبس تیاهم يدارا یمواد مدرج تابع  امروزه مطالعه

ناهمگن  يبا ساختارها شرفتهیو پ دیجد يبه مواد یمواد مدرج تابع

و فلز ساخته  کیکه به طور معمول از دو ماده سرام شود یگفته م

بردن حرکات نامطلوب  نیاز ب ي]. کنترل ارتعاشات برا1[ شوند یم

کنترل فعال مورد مطالعه قرار  قیتحق نی. در اردیگ یصورت م ستمیس

 رو،ی(مثل ن يانرژ ینی، با اعمال مقدار معکنترلگرنوع  نی. اردگییم

 .کند یشونده، آن را کنترل م کنترل رگشتاور، گرما و ...) بر ساختا

 یخال تو ریت کی اتارتعاش ی] به بررس2[ ینیو حس زاده فاضل

خنک از داخل آن  الیبا در نظر گرفتن حرکت س یمدرج تابع

گرما  عیتوز ي بودن جنس، معادله یبا فرض مدرج تابع ها آناند.  پرداخته

آزاد  اتارتعاش ی] به بررس3[ نیدیآاند.  حل کرده ضخامت را يدر راستا

 کیصورت  ؛ او ترك را بهه استپرداخت ،ترك يدارا یمدرج تابع ریت کی

آزاد  اتارتعاش ،]4تانگ و همکاران [ .ه استفنر بدون جرم در نظر گرفت

  محاسبه يبرا یو روش اند قرار داده یبررسرا مورد  یمدرج تابع ریت کی

تیان و همکاران  ند.ا همفروض ارائه کرد ریت یعیطب يها فرکانس یلیتحل

مدرج  يرهایت شات آزادارتعا ی،لیتحل مهیمدل ن ] با استفاده از یک5[

 مهیمدل ن و با استفاده از یک یو مقطع دو مخروط تخلخل داراي یتابع

، ]6[زاده سریزدي قصابو  اله کرمی .اند قرار داده مورد بررسی یلیتحل

اند. ارتعاشات آزاد پوسته مدرج تابعی نازك را مورد بررسی قرار داده
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تغییر شکل برشی مرتبه اول و اصل همیلتون  نظریهبا استفاده از ها  آن

 اترفتار ارتعاش]، 7ی [کارامانل اند.معادله حاکم بر مساله را بدست آورده

با ي مختلف و مرز طیشرا را براي ی دو جهتهمدرج تابع ریت کیآزاد 

، مورد بررسی قرار داده مرتبه سوم یشکل برش رییتغ هیاستفاده از نظر

- ارتعاشات نانوتیر مگنو به بررسی ]8[زاده خواجهپیل افکن و  .است

 نظریهاند. در این مطالعه از الاستیک تیموشنکو پرداخته- الکترو

 جایی یک بعدي و ههاي جابالاستیسیته موضعی خطی با فرض میدان

ی و کادول لیپات میدان الکترو مغناطیس دو بعدي استفاده شده است.

 ک] به حل معادلات دیفرانسیل حاکم به منظور کنترل ارتعاشات ی9[

ی و روش مربعات سیمغناط يها هیلای با استفاده از مدرج تابع ریت

] به بررسی ارتعاشات فعال 10پاندا و همکاران [ اند. دیفرانسیلی پرداخته

یک لایه میرایی فعال مقید ی هوشمند با استفاده از مدرج تابع ریت کی

  اند.  هاي کامپوزیتی فعال پرداخته ساخته شده از مواد الیاف

محل عملگرها  ،کیژنت تمیالگور ي لهی] به وس11[ پروسلایرو  برانت

 نیند و همچنا هکرد نهیبه یمدرج تابع ي صفحه کی يها را روحسگرو 

دوم به کنترل ارتعاشات آن  ي مرتبه یخط ي کننده میبا استفاده از تنظ

سرعت  ی] از بازخورد منف12[ يو شاکر یند. بوداغا هصفحه پرداخت

 یمواد مدرج تابع یلیبا مقطع مستط ریت کی ییرایم شیافزا يبرا

 یکنترل بررس يو جنس را بر پارامترها ییاستفاده و عوامل دما

 يها پوسته یکنترل فعال ارتعاش ی] به بررس13و وانگ [ شنگ ند.ا هکرد

مختلف  کیزوالکتریمواد پ راتیثأند و تا هپرداخت یمدرج تابع يا استوانه

 یرا مورد بررس یکنترل فعال ارتعاش يمتنوع رو يریبارگ يها و فرم

 يها پوسته یبی] به حل تقر14شنگ و وانگ [ نیهمچن ند.ا هقرار داد

و  یتحت شوك حرارت ک،یوالکترزیپ يها هیبا لا یمدرج تابع يا استوانه

ند و با استفاده از روش بازخورد ا هپرداخت یحرکت یکیمکان  يبارها

و  یه ند.ا هقرار داد یرا مورد بررسات کنترل فعال ارتعاش ،یسرعت منف

کنترل ارتعاشات  يالمان محدود را برا يها يبند ]، فرمول15همکاران [

 کیزوالکتریپ يبا حضور حسگرها و عملگرها یمدرج تابع يها صفحه

 يکنترل بازخورد سرعت ثابت برا تمیند و از الگورا هقرار داد یمورد بررس

] 16ی و همکاران [مروان ند.ا هاستفاده نمود یکینامیکنترل فعال پاسخ د

به بررسی ارتعاشات فعال یک تیر پیزوالکتریک مدرج تابعی با استفاده 

ها به منظور کنترل ارتعاشات، از روش  است. آن از روش عددي پرداخته

 نهیبه یکنترل يها از روش یکی به عنوان یرگولاتور درجه دوم خط

 اند. استفاده نموده

 موشنکویت ریت ي]، کنترل ارتعاشات اجبار17[ آبادي فتحو  يجعفر

تحت  ک،یزوالکتریپ يها هیبا لا یساخته شده از مواد مدرج تابع

 کیاچیکا ند.ا هقرار داد یمتحرك با سرعت ثابت را مورد بررس يبارگذار

 اند پرداخته رداریسرگ کی ریارتعاشات آزاد ت یبه بررس ]18و همکاران [

به عنوان  کیزوالکتریو سپس کنترل ارتعاشات آن را با استفاده از مواد پ

]، به 19و همکاران [ ملکی ند.ا هقرار داد یحسگر و عملگر مورد بررس

با ارتعاش آزاد و پاسخ استاتیکی تیر مدرج تابعی پیزوالکتریک  یبررس

 ی] به بررس20و همکاران [ پنگاند. پرداختهاستفاده از اصل همیلتون 

 ک،یزوالکتریو عملگر پ حسگربا  یتیکامپوز ریمدل المان محدود ت

از روش بازخورد  ریو کنترل ارتعاشات ت تیجهت کنترل فعال موقع

 زی] به آنال21[ ابراهیم نژاد و فلاح ند.ا هستفاده نمودا یسرعت منف

هوشمند با عملگرها و  يرهایارتعاشات آزاد و کنترل فعال ارتعاشات ت

 یبازخورد سرعت منف کنترلگرند و از ا هپرداخت کیزوالکتریپ يحسگرها

 ند.اهاستفاده نمود

با  یچیساندو ریت یکنترل فعال ارتعاش ی] به بررس22[ لیوو  یل

 یند و از مدل بازخورد سرعت جهت طراحاهپرداخت یهسته مشبک هرم

 ی]، به بررس23بلوتار و همکاران [ ند.اهها استفاده نمودکنترلگر

کنترل فعال با   زوی/پکی/الاستزویپ یچیساندو ریت یرخطیارتعاشات غ

 ند.اهپرداخت

 یکینامیکنترل فعال پاسخ د ی]، به بررس24و همکاران [ پاك دامن

 يانفجار يها تحت پالس ر،یپذ انعطاف  با هسته یچیساندو ریت یرخطیغ

ند. اهاستفاده کرد یند و از روش کنترل بازخورد سرعت منفاهپرداخت

 ریت يحسگر شتاب برا کی ی]، به طراح25و همکاران [ ویک چنگ

با  جهت کنترل فعال ارتعاشات ک،یزوالکتریپ يها با وصله رداریگ سر کی

، یو روش کنترل مود لغزش یاز روش کنترل بازخورد نسباستفاده 

 ند.اهپرداخت

 يارتعاشات فعال بازو سرکوب]، به 26و همکاران [ یسلماس

مدل  هیبرپا ک،یزوالکتریبا استفاده از عملگر پ ریپذ انعطاف یکیمکان

 چو ند.اهاستفاده نمود یند و از روش کنترل نسباهالمان محدود، پرداخت

له أحل همزمان مس يروش دامنه زمان برا ی]، به بررس27و همکاران [

 یتیکامپوز ریت یچشیو پ یارتعاشات خمشمقاوم کنترل فعال 

 ند.اهپرداخت يو پارامتر یبرش یتحت آشفتگ ریپذ انعطاف

پذیر اي انعطافطرهارتعاشات یک تیر کنترل  ]،28[و همکاران لی 

با استفاده از اصل  اند.را مورد بررسی قرار داده با استفاده از پیزوالکتریک

 یطراح يبرا یخطریغ لیفرانسید ه، معادلنیو روش گلرک لتونیهم

به بررسی کنترل  ]29[چو و همکاران  اند.را بدست آوردهقانون کنترل 

با استفاده از مد لغزشی  روشبه یک صفحه فعال ارتعاشات 

  .اندپیزوالکتریک پرداخته

کنترل فعال ارتعاشات یک تیر ]، 30[ هادیان جزيحیدري و 

هاي پیزوالکتریک را مورد مطالعه قرار هوشمند دوار با استفاده از وصله

هاي پیزوالکتریک بر روي در این مطالعه اثر تعداد زوج وصلهاند. داده

] به 31اخیراً پرهام و همکاران [ کنترل ارتعاشات تیر بررسی شده است.

پریودیک با  يتحت بارگذار یمدرج تابع ریتال بررسی کنترل فع

ي برا یپسخورد و مود لغزش يساز یخط یکنترل يها استفاده از روش

  اند. پرداخته رداریسرگ یک  يشرط مرز

 زمینهدر  قاتیتحقتوان گفت  میبا توجه به سوابق مطالعات، 

 یمختلف بررس يها يبا شرط مرز یمدرج تابع ریارتعاشات ت لیتحل

با استفاده  ها آن یرخطیکنترل فعال ارتعاشات غ لیتحل لیشده است و

لذا  کمتر مورد توجه واقع شده است. ی غیر خطیکنترل يها از روش

کنترل فعال ارتعاشات  یبررس  :باشدصورت زیر میکار حاضر به نوآوري

با حضور حسگر و متناوب  يتحت بارگذار یمدرج تابع ریت یرخطیغ

 یکنترل يها با استفاده از روش ینیدر حضور نامع کیزوالکتریعملگر پ

در این . يمرز طیانواع شرا يبرا یپسخورد و مود لغزش يساز یخط

و با  يساز گسسته نیمعادلات حرکت با استفاده از روش گلرکتحقیق، 

  .حل شده است يعدد يساز هیاستفاده از شب

  

  شرح مسئله - 2

  هندسه مسئله - 2-1

در نظر گرفته  کیزوالکتریپ یمدرج تابع ریت کی قیتحق نیدر ا
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 کیزوالکتریپ يعملگرهابا  رداریگ سرکی تیر ).1(شکل  شده است

 یمدرج تابع هیلا نییبر سطح بالا و پا دهیمتقارن و کاملاً چسب

مدرج  ریضخامت تشده است. صرف نظر  ضخامت چسباز . باشند یم

 و یمدرج تابع هیبستر لا هايضخامت ر،یطول تک، یزوالکتریپ یتابع

 ستمیس. باشند یم �ℎو  ℎ، �، � بیبه ترت کیزوالکتریعملگر پ

�( یانیم یسطح هندس يبر رو ��� دکارتیمختصات  = قرار گرفته ) 0

با محور مختصات فرض شده است و  يماده مواز یاست. جهت اصل

 .اند شده یقطب zدر جهت کیزوالکتریپ يها هیلا

  

  
  کیزوالکتریپ یمدرج تابع ریت طرحواره -1شکل 

  

  ساختاري پیزوالکتریکمعادلات  -2- 2

در  که مجموع کرنش شود، فرض میمعادلات نیابر اساس 

شده  جادیا یکیمکان يها برابر با جمع کرنش کیزوالکتریپ يها مبدل

قابل کنترل کرنش  کیو تحر یاعمال یکیمکان يها تنش ي لهیوس به

 2، محور xبرابر محور  1. محور باشد یم یکیاعمال ولتاژ الکتر لیدل به

مواد  يبرا 3محور . باشد یم zمحور برابر  3و محور  yبرابر محور 

و  1 يو محورها کیزوالکتریپ هیاول يها یدر جهت دوقطب کیزوالکتریپ

  .]32[ )2(شکل  باشند یم 3عمود بر محور  2

  

  
  ]32[ کیزوالکتریمواد پ يمحورها -2شکل 

  

 ریصورت ز به کیزوالکتریمواد پ يبرا یکیمکان-یکیمعادلات الکتر

  :]33[ شوند یم بیان

)1(  �� = ���
� �� + ����� 

)2(  �� = ����� + ���
��� 

.� يها سیکه اند � = 1.2. … .�و  6. � = نشان دهنده  1.2.3

   ).3(شکل  دنباش یمختصات م ستمیدر س ها جهت

  
  محورها ينامگذار -3شکل 

  

بکار  یکیالکتر دانیبردار م �کرنش، بردار �   ،بردار تنش � که

کرنش  يها ثابت سیماتر � ی،کیالکتري رینفوذپذ � ،گرفته شده

ی کیمکان الکتر رییبردار تغ� ، میتسل بیضرا سیماتر �یک، زوالکتریپ

ترتیب حاکی از این است به σو � ، �هاي  باشد. همچنین بالا نویسمی

جایی ثابت، میدان هاي بکار برده شده با توجه به جابه گیري که اندازه

  الکتریکی ثابت و تنش ثابت است.

  

  معادلات اساسی تیر -3- 2

 ریت نظریهبا استفاده از  کیزوالکتریپ یمدرج تابع ریت جاییجابه

  ].34[ شوندبیان می روابط زیر صورتبه ،یبرنول-اولر

)3(  ��(�. �. �) = �(�. �) − (� − �)�(�. �).� 

)4(  ��(�. �. �) = �(�. �) 

اي دلخواه در تیر در هر زمانی،  جایی نقطهپارامترهاي جابه ��و  ��

جایی نیز پارامترهاي جابه �و  �باشند.  می �و محور �در امتداد محور 

�اي دلخواه در تار خنثی  نقطه = ي بین تار خنثی  فاصله �باشند.  می �

  باشد. و سطح میانی تیر می

 یهندس ي کارمن، رابطه نف یرخطیکرنش غ نظریهبا استفاده از 

  :]34[ باشد یم ری) به صورت ز3( ي مطابق با رابطه

)5(  �� = �.� +
1

2
�.�

� − (� − �)�.�� 

که جنس ماده  شود یفرض مو همچنین  باشد یکرنش م�� که 

خواص مواد مدرج  .باشد یو آهن م کیاز سرام یمخلوط یمدرج تابع

  :]34[ نشان داد توان یم ریصورت ز را به یتابع

)6(  �
��

��

� = �
��

��

� (
�

ℎ
+

1

2
)� + �

��

��

� [1 − (
�

ℎ
+

1

2
)�] 

ی کسر حجمص شاخ �و  چگالی �مدول یانگ،  �که در اینجا، 

به صورت  یمدرج تابع هیبستر لا يبرا یخط کیرابطه الاست .باشد می

  :باشد یم ریز

)7(  �� = ����� 

  باشد: صورت زیر می ضریب سختی نام دارد و به ��� که

)8(  ��� =
��

1 − ��
� 

 توان یرا م کیزوالکتریماده پ يبرا کیرابطه الاست نیهمچن

   :نوشت ریصورت ز به

)9(  �� = ���(�� − �����) 

ثابت کرنش پیزوالکتریک  ���یافته و  ثابت الاستیک کاهش ���که 

  باشد. می

با توجه به اینکه ضخامت لایه پیزوالکتریک باریک است و پتانسیل 

باشد، تغییرات  الکتریکی خودالقایی، بسیار کوچکتر از ولتاژ اعمالی می

پتانسیل الکتریکی در سراسر لایه پیزوالکتریک خطی فرض شده است. 
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 در لایه پیزوالکتریک با اعمال ولتاژ الکتریکی ��میدان الکتریکی القایی 

  :]35[ شود صورت زیر نوشته می به (�)�

)10(  �� =
�(�)

ℎ�
 

  باشد. ضخامت لایه پیزوالکتریک می �ℎ که

  

  کیزوالکتریپبا  یمدرج تابع ریت یرخطیغت معادلا -2-4

با استفاده از روش همیلتون، معادلات دینامیکی غیرخطی تیر 

 ]:34[ شود صورت زیر استخراج می پیزوالکتریک به با مدرج تابعی

)11(  � � (� − � + �)�� = 0
��

��

 

 باشد.  می تغییراتاپراتور  �باشند و  دو زمان دلخواه می ��و  ��که 

باشند که از روابط زیر  انرژي جنبشی و انرژي پتانسیل می� و �

  :شوند محاسبه می

)12(  �� = ���̇�
�

��̇��� 

)13(  �� = ����
�

����� 

ي  باشد و از رابطه می ��انرژي پتانسیل ایجاد شده توسط بار خارجی  �

   :شود زیر محاسبه می

)14(  δ� = ���
�

���� 

، معادلات دینامیکی )14(- )11و ( )8(، )6()، 5(با استفاده از روابط 

صورت زیر محاسبه  پیزوالکتریک به با غیرخطی تیر مدرج تابعی

  :]34[ شوند می

)15(  �.� = ���̈ − ���̈.� 
(�∙�.�).� + �.�� + �� = ���̈.� + (���̈ − ���̈.�).� 

باشند که  هاي اینرسی جرم تیر می ثابت ��و  ��و  ��)، 15ي ( در رابطه

  :در زیر نشان داده شده است

)16(  �
��

��

��

� = � �
1

� − �
(� − �)�

�

�
�

�
�
�

��� 

و ممان  نیروي محوريبه ترتیب ، � و � )،15ي ( همچنین در رابطه

صورت رابطه  باشند و به ، تحت بارهاي پیزوالکتریک میمنتجه خمشی

  :]34[ باشند زیر با تنش مرتبط می

)17(  �
�

�
� = � �

��

��(� − �)
� ��

�
�

�
�
�

= �
� �
� �

� �
�.� +

1
2

�.�
�

−�.��

� 

هاي سفتی کششی،  به ترتیب ضریب )17(ي  در رابطه � و � ،�

  :باشند صورت زیر می باشند که به خمشی و خمشی می- کششی

)18(  �
�
�
�

� = � �
1

� − �
(� − �)�

�

�
�

�
�
�

��� 

با توجه به مفهوم تار خنثی، تأثیر  همانطور که قبلاً گفته شد،

پس با قرار دادن  خمشی در نظر گرفته نشده است،- ارتباط کششی

� =    :آید ي زیر بدست می از رابطه δ مقدار 0

)19(  δ = � ����

�
�

�
�
�

� ���

�
�

�
�
�

�  

�) باید به این نکته اشاره کرد که تار خنثی − و سطح هندسی  (�

�) میانی =  ، زمانی که کسرحجمی تیر مدرج تابعی صفر است(0

(� = باشند که در این حالت مانند تیر همگن عمل  ، با هم برابر می(0

   کند. می

)، ضریب سفتی خمشی 18ي ( رابطه ) در19ي ( جایگذاري رابطهبا 

  :آید صورت زیر بدست می به

)20(  � = � (� − �)���� = � ����� −

(∫ ����
�
�

�
�
�

)�

∫ ���
�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

 

اي و اینرسی  هاي اینرسی درون صفحه با صرف نظر کردن از ترم

   :شود زیر نوشته میصورت  ]، معادلات غیرخطی حاکم به36[ چرخشی

)21(  �.� = 0 

)22(  (��.�).� + �.�� + �� = ���̈ 

 �توان به این نتیجه رسید که نیروي محوري  ) می21ي ( از رابطه

) و صرف نظر 17ي ( باشد. با توجه به رابطه می ثابت �در راستاي محور 

�)خمشی - کردن از سفتی کششی =    توان نوشت: ، می(0

)23(  �� = �(�.� +
1

2
�.�

�) 

با  با صرف نظر کردن از کرنش طولی نسبت به کرنش عرضی و

   ، داریم:� ) نسبت به محور23ي ( گیري از معادله انتگرال

)24(  � =
�

2�
� �.�

� ��
�

�

 

) و 24و جایگذاري روابط ( �� لذا با صرف نظر کردن از بار عرضی

 با تیر مدرج تابعیي غیرخطی حاکم بر  )، معادله22) در رابطه(17(

  :شود صورت زیر استخراج می پیزوالکتریک به

)25(  ���̈ + ��.���� + ���.�� −
�

2�
� �.�

�
�

�

���.�� + � = 0 

� که = 7 × 10�sin (8000�) بار  �� باشد. بار خارجی می

  :شود صورت زیر تعریف می الکتریکی نام دارد و به

)26(  �� = � ��������

�
�

�
�
�

 

   

  معادلات حاکم بر حرکت -2-5

، ))25معادله ((کردن معادله حرکت بدست آمده  منظور گسستهه ب

 کیهر  يبرا ریروش بصورت ز نی. در اشود یاستفاده م نیاز روش گلرک

 یتابع شکل، ذکر شده است 1که در جدول  يمرز طیشرا يها از حالت

را  یعیطب يمرز طیو هم شرا یهندس طیانتخاب شده است که هم شرا

 ،آزاد- حالت آزاد يبرالازم به ذکر است که در این تحقیق  .دیارضا نما

  .صفر استفاده شده است ریمربوط به فرکانس غ ژهیتوابع و

)27(  �(�. �) = �(�)��(�) 

ذاري کرده، ) جایگ25ي ( ) را در معادله27ي( در این روش رابطه

 �تا  0ضرب کرده و از  �) با اندیس 27حاصل را در معادله (

  :شود ي زیر حاصل می گیري کرده و معادله انتگرال

)28(  �̈ + ��� + ���� + ���� + ��� = 0 

ــه  ــه در رابطـ ــاژ تحر �)، 28( کـ ــولتـ ــی کیـ ــد مـ ــدار  باشـ و مقـ

�)�� ضـــرایب = 1,2, … بـــراي هـــر یـــک    1در جـــدول  (4,

   هــــاي شــــرایط مــــرزي نشــــان داده شــــده اســــت.  از حالــــت
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  هاي شرایط مرزي ) با توجه به حالت28توابع شکل و مقدار ضرایب معادله ( -1 جدول

�)��ضرایب   ]37تابع شکل [  نوع شرایط مرزي = 1,2, … ,4)  

  گیردار- گیردار
��(�) =

(1 − cos(
2���

�
))

2
 

�� =
16���

3����
; �� =

���

3����
; �� =

4

3��

 

�� =
−96����(ℎ + ℎ�)�����

(6��ℎ� + 3�� ��ℎ + 2ℎ��
�

− ℎ��)����
 

  ساده- گیردار
��(�) = cosh(

���

�
) − cos �

���

�
� 

        − cot(��) ∙ (���ℎ �
���

�
� − sin(

���

�
)) ;   �� =

(4� + 1)�

4
 

�� =
237.81516�

����
; �� =

64.97236�

����
; �� =

0.8583

��

 

�� =
−273.95028����(ℎ + ℎ�)���

(2��ℎ� + �� ��ℎ + 2ℎ��
�

− ℎ��)����
 

  آزاد- گیردار
��(�) = sinh(���) − sin(���) − (

sinh(���) + sin(���)

cosh(���) + cos(���)
) 

        × (cosh(���) − cos(���)) ;  �� = (
2� − 1

2
�)

1

�
 

�� =
15.7459�

����
; �� =

−6.5484�

����
; �� =

−2.04215

��

 

�� =
66.55596����(ℎ + ℎ�)���

(2��ℎ� + �� ��ℎ + 2ℎ��
�

− ℎ��)����
 

(�)��  ساده- ساده = sin(
���

�
) 

�� =
���

����
; �� =

���

4����
; �� =

4

���

 

�� =
−24����(ℎ + ℎ�)�����

(2��ℎ� + �� ��ℎ + 2ℎ��
�

− ℎ��)����
 

  آزاد- آزاد
��(�) = sinh(���) + sin(���) + (

− sinh(���) + sin(���)

cosh(���) − cos(���)
) 

        × (cosh(���) + cos(���)) ;  �� = (
2� + 1

2
�)

1

�
 

�� =
493.1332�

����
; �� =

314.4586�

����
; �� =

0.007442

��

 

�� =
−297.48396��(ℎ + ℎ�)���

(2��ℎ� + �� ��ℎ + 2ℎ��
�

− ℎ��)����
 

 

  کنترلگرطراحی  - 3

  سازي پسخورد روش کنترلی خطی - 3-1

 یرخطیغ ستمیس کینامیروش، آن است که د نیا یاصل ي دهیا

که بتوان از  يشوند طور لیتبد ی) به خطیجزئ ایطور کامل  (به

پسخورد را  يساز یخط يها استفاده کرد. روش یکنترل خط يها روش

معادل به  يها به مدل ستمیس یاصل يها مدل لیدر تبد یروش توان یم

 ي در توسعه توان یها را م آن نیبراتر در نظر گرفت. بنا شکل ساده

  ].38[ استفاده کرد زیمقاوم ن ای یقیتطب یرخطیغ يها کننده کنترل

صورت  مورد نظر به ستمیس ي که قبل گفته شد، معادله طور همان

براي کنترل فعال ارتعاشات سیستم،  ����که ، باشد یم )28( رابطه

  د:شو ) تعریف می29ي ( طبق رابطه

)29(  ���� = −(��� + ���� + ��� + �̈� 
          +����̇� − �̇� + ��(�� − �)) 

�� که > 0 ، �� > �̈� و  0 = �̇� = �� = باشد، پس از  می 0

ي زیر براي سیستم مورد بررسی  سازي، قانون کنترلی طبق رابطه ساده

 :شود پیشنهاد می

�با توجه به اینکه  = �� − � ،�̇ = �̇� − ̈�و  ̇� = �̈� − �̈ 

جایگذاري کرده و در نتیجه ) 28) را در رابطه (29باشند، رابطه ( می

  .آید صورت زیر بدست می ي دینامیک خطا به رابطه

)31(  �̈ + ���̇ + ��� = 0 

ي دیفرانسیل خطی درجه دوم را نمایش  ) یک معادله31ي ( رابطه

��دهد و با فرض  می > 0، �� > باشد، لذا  همیشه پایدار نمایی می  0

  ) پایدار خواهد بود.28) در رابطه (30( کنترلگرسیستم با اعمال 

  

  کنترل مود لغزشی - 3-2

 دهینام یکنترل مقاوم، روش کنترل مود لغزش يروش ساده برا کی

 ارینکته است که بس نیبر ا یروش مبتن نیا ،يطور شهود . بهشود یم

که  ییها ستمیس ،یعنیمرتبه اول را ( يها ستمیتر است که س آسان

دارا  یرخطیاند)، چه غ شده فیمرتبه اول توص لیفرانسیمعادلات د

 يها ستمیس نکهیباشند کنترل کرد، تا ا اشتهد ینیباشند و چه نامع

 n ي که با معادلات مرتبه ییها ستمیس ،یعنیام (-nمرتبه  تر یعموم

ساده کردن  کیخاطر،  نی) را کنترل کرد. به همشوند یم فیتوص

ام -nمسائل مرتبه  دهد یاجازه م قتیکه در حق شود یم یمعرف ينماد

 توان یم یسادگ . آنگاه بهوندش نیگزیاول معادل جا ي با مسائل مرتبه

در اصل  تواند یشده، عملکرد کامل، م لیتبد لیمسا ينشان داد که برا

 ،يعملکرد نی. اما چندیدست آ دلخواه پارامتر به يها یدقت یبا وجود ب

مسئله نوعاً  نی. ادیآ یدست م به یتلاش کنترل ادیز اریبس يبها يدر ازا

تضاد است، مثلاً حضور  در يساز مدل تیمنابع عدم قطع ریبا سا

ها  آن یکنترل ادیصرف نظر شده که ممکن است تلاش ز يها کینامید

 يرا طور یکنترل نیقوان یستیمطلب، با نیکند. با توجه به ا کیرا تحر

 نیب ي کنترل قابل قبول به مصالحه تیاصلاح کرد که با داشتن فعال

  .افتیمناسب دست  یو تلاش کنترل یابیعملکرد رد

ت رابطه زیر در نظر گرفته صور قانون کنترلی مود لغزشی به

   شود: می

)32(  �̈ = �(�) + � 

�که  = هاي خطی و غیرخطی سیستم  شامل ترم (�)�و  ����

   :شود ) تعریف می33صورت رابطه ( بهباشد و  می

)33(  �(�) = �� + ∆� 

|�∆|باشد و از طرفی  نامعلوم می �∆معلوم و  ��که  ≤  باشد. می �

   شود. ) تعریف می34صورت رابطه ( سطح لغزش به

)34(  � = �̇ + �� 

) مشتق گرفته و با 34ي ( باشد. از رابطه ابت مثبت میث �که 

̈�جایگذاري  = �̈� −    آید. ي زیر بدست می در آن، رابطه ̈�

)30(  
� = −

1

���
(��� + ���� + ��� + �̈� 

          −���̇ − ���) 
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)35(  �̇ = �̈ + ��̇ = �̈� − �̈ + ��̇ 

 ستمیدر س ینیبا فرض وجود نامع زیر ي طبق رابطه کنترلگر

  :شود یم فیتعر

)36(  ��� = �̈� − �� + ��̇ 

هاي موجود در سیستم، قانون کنترلی طبق  براي جبران نامعینی

  شود: یستم مورد مطالعه پیشنهاد میرابطه زیر براي س

)37(  � = ��� − �����(�) 

عبارتی است که براي جبران  (�)����� که در رابطه بالا،

  اضافه شده است. کنترلگرها به تابع  نامعینی

مبتنی بر مود لغزشی، تابع کنترلگر براي اثبات پایداري بر مبناي 

  ].38شود [ ) براي سطح لغزش تعریف می38لیاپانوفی مطابق با رابطه (

)38(  � =
1

2
��� 

باشد. براي  یک تابع مثبت میشود که تابع لیاپانوف  مشاهده می

؛ لذا با مشتق گرفتن پایداري، بایستی مشتق تابع فوق منفی معین شود

   توان رابطه زیر را نوشت. )، می38از رابطه (

)39(  �̇ = ���̇ 

براي اینکه مشتق تابع لیاپانوف، منفی شود، باید شرطی طبق 

  ) برقرار شود.40(رابطه 

)40(  ���̇ ≤ −�|�| 

ا جایگذاري رابطه ثابت اکیداً مثبت است. ب� )، 40(در معادله 

) در نتیجه 37) و (36) و همچنین جایگذاري (35) در رابطه (32(

) 41)، نامعادله (40در رابطه ( ̇�و در نهایت با جایگذاري  ̇�حاصله براي 

   آید. دست میب

)41(  � ≤ −� − ����(�)(�� − �) 

) 42توان رابطه ( نامعینی سیستم میبا توجه به فرض کراندار بودن 

   را نوشت.

)42(  ��� − �� ≤ � 

���کران بالاي � ، در رابطه بالا − ) 42است. با استفاده از رابطه ( ��

) انتخاب 43توان طبق رابطه ( رضا نماید، می) را ا41که شرط ( �مقدار 

   نمود.

)43(  � = −� − � 

) برقرار شده و 40)، شرط لغزش (43طبق رابطه ( �لذا با انتخاب 

�به سطح لغزش  دنیتا رس �مقدار  = مقدار  نیبنابرا ابد؛ی یکاهش م 0

 کنترلگرخواهد نمود. لذا  لیبه سمت صفر م ستمیس یابیرد يخطا

  خواهد شد.   ستمیس یمجانب ییباعث همگرا ،یبر مود لغزش یمبتن

  

  نتایج - 4

  مشخصات تیر - 4-1

زوالکتریک، به  طول هاي پی در این تحقیق تیر مدرج تابعی با لایه

� = 0.2 mL = 0.2 mهاي  ، ضخامت� = 0.002 mH = 0.001m   و

ℎ = 0.008 m  در نظر گرفته شده است. فرض شده است که ماده مدرج

) ساخته ���304( ) و فولاد ضدزنگ�����تابعی از سیلیکون نیترید (

شده است. سطح بالایی لایه مدرج تابعی، از جنس سرامیک و سطح 

 هاي پیزوالکتریک از جنس باشد و لایه از جنس فلز میپایینی 

��� − ترتیب  به  ����� باشند. چگالی و مدول یانگ براي می �5

2370 kg m�⁄ ،322.27 GPA   ترتیب  به ���304براي و

8166 kg m�⁄ ،207.79 GPA باشند. مشخصات ماده پیزوالکتریک  می

�� = 63 GPa ،�� = 7600 kg m�⁄ ،�� = ابت کرنش و ث 0.3

���پیزوالکتریک  = 2.54 × 10���  m V⁄ باشد. ضریب پواسون لایه  می

  ].34[ فرض شده است 0.28مدرج تابعی، ثابت و برابر با 

  

  اعتبارسنجی - 4-2

در با نتایج رکانس طبیعی اول و دوم کار حاضر ف، 3 و 2در جدول 

گاه  برنولی و تیموشنکو با تکیه-براي تیرهاي اولر]، 39ماجکوت [ مطالعه

هاي بدست آمده،  ساده و یک سرگیردار مقایسه شده و خطاي فرکانس

� مشخصات تیر نشان داده شده است. = 2.1 × 10�� Pa ،� = 1 m، 

� = 7860 kg m3⁄ مقطعسطح  و  � × ℎ = 0.02 × 0.03 m�   در

  نظر گرفته شده است. 

  

بدست آمده از  جیاول و دوم کار حاضر با نتا یعیفرکانس طب -2 جدول

  گاه ساده براي تیر با تکیه یلیروش تحل

  خطا  برنولی- اولر  خطا  تیموشنکو  کارحاضر  مد

1  441,8  440,8  0,22  441,8  0  

2  1767,2  1751,3  0,9  1767,2  0  

  

  

بدست آمده از  جیاول و دوم کار حاضر با نتا یعیفرکانس طب -3 جدول

  براي تیر یک سرگیردار یلیروش تحل

  خطا  برنولی- اولر  خطا  تیموشنکو  کارحاضر  مد

1  157,4  157,6  0,12  153,6  2,4  

2  987,3  987,7  0,04  962,6  2,5  

  

  سازي پسخورد روش کنترل خطی - 4-3

سازي پسخورد جهت کنترل ارتعاشات تیر  روش کنترل خطی

هاي پیزوالکتریک در حضور بارگذاري خارجی، اعمال  مدرج تابعی با لایه

ارتعاشات اجباري در نمودارهاي شده و نتایج آن با مقایسه با حالت 

آزاد، -شرط مرزي دوسرگیردار، گیردار 5زمان، براي -زمان و ولتاژ-خیز

) 8(-)4هاي (ترتیب در شکل ساده به-آزاد و ساده-ساده، آزاد-گیردار

شود این روش،  طور که مشاهده می نشان داده شده است. همان

مطلوب کاهش ارتعاشات سیستم را کنترل کرده و خیز را به طور 

با ولتاژ کم و کنترلگر  دهد. همچنین براي تمام شرایط مرزي، می

 نماید. معقولی سیستم را کنترل می

  

  

 )(الف
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زمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ-(الف) خیز-4شکل 

  سازي پسخورد دوسرگیردار با اعمال روش کنترل خطی

  

  

  
زمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ-(الف) خیز-5شکل 

  سازي پسخورد با اعمال روش کنترل خطیآزاد -گیردار

  

  روش کنترل مود لغزشی - 4-4

در این بخش از روش کنترل مود لغزشی براي کنترل ارتعاشات 

) نمایش داده شده است. 13(-)9هاي (استفاده شده و نتایج در شکل

طور  در نظر گرفته شده است.  همان %25مقدار عدم قطعیت در مدل 

کند و خیز  شود این روش به خوبی سیستم را کنترل می که مشاهده می

زمان - دهد. همچنین با توجه به نمودارهاي ولتاژ تیر را کاهش می

توان دریافت که کنترلگر با ولتاژ معقول و پایینی، ارتعاشات سیستم  می

  نماید. مورد نظر را کنترل می

  

  

  
براي شرط مرزي  زمان- زمان و (ب) ولتاژ-(الف) خیز-6شکل 

  سازي پسخورد با اعمال روش کنترل خطی ساده-گیردار

  

  

  

  
-آزادزمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ-(الف) خیز-7شکل 

  سازي پسخورد با اعمال روش کنترل خطی آزاد

  

 )(الف

 )ب(

 )(الف

 )ب(

 )ب(

 )(الف

 )ب(
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زمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ-(الف) خیز-8شکل 

  سازي پسخورد ساده با اعمال روش کنترل خطی-ساده

  

  

  
زمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ- (الف) خیز-9شکل 

  یکنترل مود لغزشبا اعمال روش دوسرگیردار 

  

  

  
زمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ-خیز(الف) - 10شکل 

  یکنترل مود لغزشبا اعمال روش  آزاد-گیردار

  

  

  
زمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ-(الف) خیز-11شکل 

  یکنترل مود لغزشساده با اعمال روش -گیردار

 

سازي پسخورد (بدون عدم  روش خطی مقایسه - 4-5

  قطعیت) با روش مود لغزشی (با عدم قطعیت)

سازي پسخورد بدون عدم قطعیت،  اي دو روش خطی نمودارهاي مقایسه

هاي  و مود لغزشی با عدم قطعیت، جهت کنترل تیر مدرج تابعی با لایه

) نمایش 14( گیردار، در شکل- پیزوالکتریک، براي شرایط مرزي گیردار

در حالت مانا داده شده است. همچنین درصد کاهش دامنه ارتعاشی 

 )(الف

 )ب(

 )(الف

 )ب(

 )(الف

 )ب(

 )(الف

 )ب(
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استفاده  کنترلگرکه  یمختلف نسبت به حالت يمرز طیشرا يبرا

طور که مشاهده  نشان داده شده است. همان 4نیز در جدول  شود ینم

شود در همه شرایط مرزي، روش مود لغزشی با عدم قطعیت بهتر از  می

کند و ارتعاشات  زي پسخورد بدون عدم قطعیت عمل میسا روش خطی

  کند. تیر را بهتر و در مدت زمان کمتري کنترل می

  

  

  
زمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ-(الف) خیز-12شکل 

  یکنترل مود لغزشبا اعمال روش آزاد -آزاد

  

  

  
زمان براي شرط مرزي -زمان و (ب) ولتاژ-(الف) خیز-13شکل 

  یکنترل مود لغزشساده با اعمال روش -ساده

  

  

   
روش  و سازي پسخورد (بدون عدم قطعیت) روش خطی - 14شکل 

  گیردار-مود لغزشی (با عدم قطعیت) براي شرط مرزي گیردار

  

براي در حالت مانا بررسی میزان کاهش دامنه ارتعاشات  -4جدول 

  شود استفاده نمی کنترلگرنسبت به حالتی که  شرایط مرزي مختلف

نوع شرایط 

  مرزي

میزان کاهش براي روش 

  سازي پسخورد (%) خطی

میزان کاهش براي 

  روش مود لغزشی (%)

  98,59  95,27  گیردار- گیردار

  95,14  89,78  ساده- گیردار

  97,97  93,78  آزاد- گیردار

  99,94  99,89  ساده- ساده

  97,11  96,99  آزاد- آزاد

  

  يرگیجهینت -5

 ریت یرخطیکنترل فعال ارتعاشات غ یبررسبه  :در این تحقیق، 

با حضور حسگر و عملگر متناوب  يتحت بارگذار یمدرج تابع

 یکنترل يها با استفاده از روش ینیدر حضور نامع کیزوالکتریپ

ي پرداخته مرز طیانواع شرا يبرا یپسخورد و مود لغزش يساز یخط

و  يساز گسسته نی. معادلات حرکت با استفاده از روش گلرکشده است

دهد که نتایج نشان می .حل شده است يعدد يساز هیبا استفاده از شب

سازي پسخورد و هم روش مودلغزشی، ارتعاشات  هم روش خطی

 کند.را به خوبی کنترل می يمرز طیانواع شرا يبرا سیستم تعریف شده

سازي  روش مود لغزشی با عدم قطعیت نسبت به روش خطیاما، 

پسخورد بدون عدم قطعیت، ارتعاشات تیر را بهتر و در مدت زمان 

  کند. کمتري کنترل می
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