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  چکیده

 درممکن است بار فشاري تحت هر سازه ورقی بررسی شده است.  ايصفحه رونهاي مستطیلی با ضخامت متغیر تحت بارهاي دکمانش ورقدر این مقاله 

با ضخامت کم، تعیین بار کمانشی مهم و ضروري  تحلیل پایداري سازهدر دهد. ببار دچار کمانش شده و پایداري خود را از دست سطح مشخصی از مقدار 

در این مقاله، مقدار بار کمانشی به ازاي تغییرات  .نوع بارگذاري بستگی دارد و کمانش به برخی از پارامترها از قبیل هندسه سازه، شرایط مرزي. بار است

و با نتایج  هاي عددي محاسبه شدستفاده از روش گالرکین و نیز روشضخامت ورق با الگوهاي مختلف و شرایط مرزي گوناگون به دست آمد. بار کمانش با ا

نتایج نشان داد که دامنه تغییرات ضخامت مهمترین پارامتر مؤثر بر کاهش بار کمانشی است. براي ورق با لبه هاي گیردار اثر این  موجود مقایسه شده است.

-با درنظر گرفتن نسبت اشت. در نهایتتر می باشد همچنین تغییرات نامتقارن ضخامت نیز اثر قابل ملاحظه اي بروي بار کمانشی خواهد دپارامتر ها محسوس

  ، نوع شرایط مرزي بر روي ضریب کمانش اثر کمتري داشت. 4هایی با نسبت ابعادي بالاتر از براي ورقمشخص شد که  هاي اضلاع (ابعاد) مختلف

  شرایط مرزي.روش عددي، هندسه سازه، ، پایداري سازهکمانش، ضخامت متغیر،  کلیدي: هاي واژه

    

Buckling of rectangular plates with variable thickness: Analytical and numerical study 
 

Department of Mechanical Engineering, Malayer University, Malayer, Iran M. Kazemi 
Department of Mechanical Engineering, Bu-Ali Sina University, Hamedan, Iran R. Seifi 
Department of Mechanical Engineering, Malayer University, Malayer, Iran H. Seifi 

 
Abstract 
In this paper, the buckling of rectangular sheets with variable thickness under in-plane loads is investigated. Each sheet structure 
under compressive load may buckle at a certain level of load and lose its stability. In analyzing the stability of a low-thickness 
structure, determining the buckling load is important and necessary. The buckling load depends on some parameters such as 
geometric features, boundary conditions and type of loading. In this paper, the amount of buckling load was obtained for changes 
in sheet thickness with different patterns and different boundary conditions. The buckling load was calculated using the Galerkin 
method as well as numerical methods and compared with the available results. The results showed that the amplitude of thickness 
changes is the most important parameter affecting the reduction of buckling load. For sheets with trapped edges, the effect of these 
parameters is more noticeable. Also, asymmetric thickness changes will have a significant effect on the buckling load. Finally, it 
was found that for sheets with dimensional ratios higher than 4, the type of boundary conditions had less effect on the buckling 
coefficient. 

Keywords: Buckling, Variable Thickness, Structural Stability, Structural Geometry, Numerical Method, Boundary Conditions. 

  
 

  مقدمه - 1

ها همواره مطرح بوده است،  یکی از مباحثی که در طراحی سازه

هاي نازك  ورقاز باشد. به علت استفاده زیاد  می آنها بررسی پایداري

اي برخوردار است.  از اهمیت ویژهآنها کمانش  ،اي در اعضاي سازه

ها  هاي موجود در سازه کشتی با آب دریا، این ورق علت تماس ورق به

گیرند. خوردگی ممکن است در نواحی  در معرض خوردگی قرار می

از سطح ورق وجود داشته باشد یا به صورت یکنواخت در سطح ورق 

 دلیلبههاي مختلف پراکنده باشد. با کاهش ماده   با ضخامت

کند. در ارزیابی مقاومت  می خوردگی، استحکام کمانشی ورق افت

ورق، محل کمانشی ورق خورده شده، علاوه بر حجم کاهش یافته 

برادفورد و ازهري با استفاده از توابع  .]1[ باشد خوردگی نیز مهم می

روش نوار محدود مختلط نیمه تحلیلی را براي محاسبه تنش ، حبابی

بریمک بهینه  .]2[ کمانش غیر الاستیک موضعی ورق توسعه دادند

 .]3[ اي را در پدیده کمانش  بررسی کردسازي ضخامت ورق حلقه

لمان و همکاران خمش و کمانش غیر خطی صفحات کامپوزیتی را 

جهانپور و روزبهانی کمانش الاستیک صفحات  .]4[ بررسی کردند

  .]5[ مستطیل شکل تحت بارهاي محوري و برشی را بررسی کردند

را با استفاده از  صفحات کامپوزیتی کمانشکمانش و پس لیانگ

ها هکه یک روش محاسباتی کارآمد براي ساز 1نیوتن- کویترروش 

، روش تفاضل 1990در سال  و دي سینگ .]6[کرد بررسی ،است

اي در دو راستا بکار محدود را براي آنالیز کمانشی ورقهاي پله

محدود روش نوار  نشان داد که 1998در سال  چونگ .]7[ بردند

]. 8[ باشدبراي آنالیز دیوارهاي برشی و تیرهاي عمیق مناسب می

را بعنوان  C1توابع پیوسته  1999و  1998و چونگ در سال  نگز

توابع طولی نوارهاي ورق، براي حل مسائل پایداري و ارتعاش 

                                                             
1 Koitr_Newton 
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]. زنگ و 9[ اي بکار بردندتیرهاي با مقطع غیریکنواخت چند دهانه

هاي مستطیلی با براي آنالیز کمانشی ورقچونگ این روش را 

]. اسلاتر، پندي و 10تغییرات ناگهانی در ضخامت نیز بسط دادند[

ارزیابی روش آنالیز اجزاء محدود را براي  2000شربورن در سال 

مقاومت کمانشی ورقهاي خورده شده با شرایط مرزي مختلف بکار 

ورق و روش روش تحلیلی تعادل از  در این تحقیق]. 11[ بردند

جهت بدست آوردن ضریب و بار بحرانی کمانش 1 بابنوف-گالرکین

با ضخامت  ورقابتدا به بررسی پدیده کمانش  استفاده شده است.

و نتایج آن با شده متغیر با فرض ماکزیمم صلبیت خمشی پرداخته 

به  ورقسپس تغییرات ضخامت گردید.  هاي موجود مقایسه  تئوري

  . آوردن نسبت بار بحرانی بررسی شد  دستصورت سینوسی براي به 

  

  مدل تحلیلی -2

محوري  تحت باریی با تکیه ساده در هر چهار لبه ها ورق در    

ترین بار کمانشی، صرف نظر از سایر  کمدر یک راستا، فشاري 

دهد که تنها یک نیم موج در جهت عرضی پارامترها، زمانی رخ می

تنش بحرانی و مقدار بار کمانشی در این حالت . )1(شکل  ایجاد شود

  :]12[عبارتند از 

)1(  ��� =
�����

���
�

��

��
+

1

��
�

�

 

)2(  
��� = �����

=
����

12(1 − ��)
�

�

�
�

�

 

  :است بابرابر  k، ضریب بار کمانشیکه در آن،  

)3(  
� =

���

���

��(����)
�

�

�
�

� =
��

��
+

��

��

+ 2 

  :عبارت است ازنیز  � ،نسبت ابعادي

)4(  � =
�

�
 

 یباضر با حاکم دیفرانسیل معادله نباشد یکنواخت ورق ضخامتاگر 

  :]12[ آید می بدست زیر صورت به ورق شکل تغییر براي متغیر

)5(  

�(�. �)∆∆� + 2
��(�. �)

��

�

��
∆� + 2

��(�. �)

��

�

��
∆�

+ ∆�(�. �)∆�

− (1 − �) �
���(�. �)

���

���

���

− 2
���(�. �)

����

���

����

+
���(�. �)

���

���

���
� + ��

���

���

= 0 

  :ر آندکه 

)6(  �(�. �) =
�ℎ�(�. �)

12(1 − ��)
= ��(ℎ/ℎ�)�   

)7(  �� =
�ℎ�

�

12(1 − ��)
    

)8(  ∆=
��

���
+

��

���
.      

W جایی عرضی است که رو به پایین مثبت است  جابه��   

.�)�و در حالت ضخامت ثابت و  ورقبه ترتیب صلبیت خمشی    (�

 ].13[ باشد مدول الاستیسیته می E ضریب پواسون و    ϑمتغیر است.

                                                             
1 Galerkin-Bubnov 

 ℎ(�, شود  فرض می. استدر نقاط مختلف ورق ضخامت  (�

  .]13[ بیان شود 9با رابطه   yو xتغییرات ضخامت بر حسب 

)9(  
h(ε)

= ℎ� �1 − ε sin �
��

�
� sin �

��

�
�� 

 ℎ� تغییرات دامنه پارامتر بدون بعد  � و ورق اسمی ضخامت

)  x=a  , y=b( و)  x=0 , y=0 (براي در این معادله  ضخامت است.

� ( و براي حالت  h(x,y)=h0 داریم: =
�

�
�و   =

�

�
نیز مقدار )  

.�)ℎضخامت برابر است با  �) = ℎ�(1 − �) .  

  

  
  ورق تحت بار محوري فشاري -1شکل 

  

تغییرات صلبیت خمشی بر  )6(در رابطه  )9(با جایگذاري رابطه 

و تغییرات  )6( رابطه حسب مختصات تعیین می شود. با قرار دادن

ات می توان تغییر )5(خیز بر حسب نوع شرایط مرزي در معادله 

خیز را بر حسب متغیرهاي تغییر ضخامت و نوع شرایط مرزي تعیین 

  نمود.
 

  بحث و بررسی نتایج - 3

 نتایجاعتبار سنجی  -1- 3

. با توجه به با رفتار الاستیک انتخاب شد ی مستطیلیورقدر ابتدا 

گاهی مختلف و در حالت  ، براي شرایط تکیهورقشرایط هندسی 

ضریب بار  ،ضریب صلبیت خمشی بیشینهبا فرض  ثابتضخامت 

 در ادامه .مقایسه شده است نظريانشی به دست امده و با حالت کم

که تغییرات می شود فرض و  متغیر در نظر گرفته شده ورقضخامت 

همچنین  .کندبه صورت سینوسی تغییر می yوx در هر دو راستاي 

بار  برها و پارامتر نسبت لبه ورقتاثیر پارامتر تغییرات ضخامت 

بحرانی بررسی و نتایج بدست آمده با حالت ضخامت یکنواخت 

   قایسه شده است.م

 

 ی و ابعادي ورق: مکانیکمشخصات 

در  )bمتر ( 3/0عرض  و) a( متر 3/0طول به  ورق از جنس فولاد

خواص مکانیکی ورق مورد نظر  1در جدول نظر گرفته شده است. 

   آورده شده است.
  

Table 1: Material properties of the shell [13]  

Poisson’s 
ratio, ν 

Young’s 
modulus

, 
E(GPa) 

Density,  
ρ (kg/m3) 

Thickness, 
t (mm) 

Material 

0.3 200 7800 1 Steel 

  

، ∅. استبار گذاري شده نیوتن  10 با بار  ورق دو ضلع عرضی

است.  در نظر گرفته شده ضریب کمانشی K نسبت طول به عرض و

ی هایداده با تحقیق نتایج ی،صحت سنج منظور به حاضر تحقیق در
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 که همانطور. است شده مقایسه ]13[ در مرجع ه دست آمدهب

 شود می مشاهدهبراي انواع شرایط مرزي  3و  2 هايشکلاز

مرجع  هايداده و حاضر تحقیق نتایج میان قبولی قابل همخوانی

  .دارد وجود ]13[

  

  
مستطیلی با ابعاد مختلف و  ورقنمودار ضریب کمانشی  -2شکل 

  گاه ساده چهار تکیه

  

  
  الف)

  
  ب)

مستطیلی با ابعاد مختلف الف)  ورقنمودار ضریب کمانشی  -3 شکل

گاه  ب) چهار تکیه دو ضلع طولی ساده و دو ضلع عرضی گیردار

  گیردار

  

  با ضخامت متغیر  ورقبررسی کمانش  -2- 3

ابعاد مختلف و   ،با  ضخامت متغیر ورقدر این قسمت کمانش 

به صورت  ورقشود. ضخامت  گاهی متفاوت بررسی می حالات تکیه

کند. محور مختصات در  تغییر می y و xدو راستاي  سینوسی در

برابر ضخامت  y=0 و x=0در  ورقگیرد. ضخامت  قرار می ورقمرکز 

�اسمی است. نمودار
���

��
به دست آمده است. محاسبات  Фبرحسب  �

است. انجام شده  متر 3/0مربعی با طول و عرض  ورقبراي یک 

مقدار گاهی و ابعاد مختلف  هاي تکیه در حالتورقها ضخامت  بیشینه

�مقدار  7 و 6 ،4 هايشکلدرهمچنین  ثابتی دارد. =
��

��

��
بیانگر   ��

 در حالت ضخامت متغیر به ضخامت ثابت نسبت بار بحرانی کمانش

  است.

  

  گاه ساده با چهار تکیه ورق - 1 -2- 3

تغییرات نسبت بار بحرانی  4شکل  هاينمودار
��

��

��
بر حسب نسبت    ��

ورق را نشان می دهد. مشاهده می شود که تا نسبت ابعاد  Ф اضلاع 

نسبت  1
��

��

��
یابد. در این در حال افزایش است سپس کاهش می ��

کند و ها نمودار در مود اول کمانش می نمودار در همۀ حالت

بیشترین مقدار نسبت 
��

��

��
شود که کمترین میزان وقتی نتیجه می ��

طول ورق  ي،ضریب بار کمانشی اتفاق بیفتد. با افزایش نسبت ابعاد

با توجه به اینکه ورق در اضلاع طولی داري و یابد  افزایش می

مقاومت و ، تر ضخامت  گاه ساده است بنابراین تغییرات بیش تکیه

  دهد. صلبیت خمشی  و در نتیجه بار بحرانی ورق را کاهش می

 

  
با  ورقبر حسب نسبت اضلاع  نسبت بار کمانشی تغییرات -4شکل 

  گاه ساده چهار تکیه

  

نحوه اعمال بار کمانشی و شرایط مرزي چهارطرف ساده به  5در شکل 

   کمانش ورق با ضخامت متغیر در مود اول آورده شده است.همراه 

  

  

  
شبیه سازي کمانش ورق مستطیلی با ابعاد مختلف و چهار  -5شکل 

 φ=2با  مقدار گاه ساده  تکیه

  

و  تعداد و نوع المان منظور شده استدر مدلسازي عددي استقلال نتایج از 

. با بررسی نتایج به دست آمده، مدلسازي نمایش داده شده است 6 در شکل
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با پنج  پوسته چهارگرهیالمان از نوع المان  1600گره و  1680با حدود 

براي اعمال  مناسب تشخیص داده شد. ،نقطه انتگرالگیري در جهت ضخامت

، از تعریف تابع ضخامت در ABAQUSتغییرات ضخامت ورق در نرم افزار 

   قسمت تعریف مقطع در ماژول خواص نرم افزار استفاده شد.

 

  
 هايتعداد المانشبیه سازي کمانش ورق مستطیلی با  -6شکل 

  φ=2با  مقدار گاه ساده  مختلف و چهار تکیه
  

 

با دوضلع طولی ساده و دو ضلع عرضی گیردار  ورق - 2 -3-2

  اضلاع بارگذاري شده گیردار هستند) (

مربوط به نسبت بار بحرانی  7نمودارهاي شکل 
��

��

��
 بر حسب نسبت اضلاع  ��

Ф  اي با  براي صفحهمقدار متفاوت از ضریب تغییر ضخامت است که  4براي

گاه عرضی گیردار ارائه شده است. در گاه طولی ساده و دو تکیهدو تکیه

مقدار  بیشینه 7/1نسبت ابعاد 
��

��

��
ترین ضریب بار  افتد که کماتفاق می ��

-صفحه در مود دوم کمانش می 9/1کمانشی را دارد. درنسبت ابعاد بالاتر از 

گاه ساده  افزایش طول ورق که به صورت تکیهکند. در نسبت ابعاد بالا با 

است تغییرات ضخامت باعث کاهش بیشتر مقاومت ورق و کاهش صلبیت 

  یابد. شود در نتیجه بار بحرانی به صورت ناگهانی کاهش می خمشی می

  

  
گاه طولی ساده و دو با دو تکیه  ورق کمانشینسبت بار  -7شکل 

  گاه عرضی گیردارتکیه
  

  

  گاه گیردار با چهار تکیه ورق -3 -3-2

نمودارهاي مربوطه  گاههاي گیردار،تکیهبراي ورق با  8در شکل 

   آورده شده است.

  

  
  ارگاه گیردبا چهار تکیه ورقبراي  کمانشینسبت بار  -8شکل 

  

است مقدار  1زمانی که نسبت اضلاع  8در نمودارهاي شکل 
��

��

��
در   ��

نوسانات به  05/0حالت ماکزیمم قرار دارد. در ضریب تغییرات 

شود با افزایش صورتی جزئی در مود اول، دوم و سوم مشاهده می

توان گفت شود. در واقع میشدیدتر می ضریب تغییرات این نوسانات

تري  گاه گیردار داشته باشد نواحی کم در حالتی که ورق چهار تکیه

یابد. در  شود و مقاومت ورق افزایش می می از ورق دچار کمانش

نسبت ابعاد بالا طول ورق افزایش یافته ضخامت به آهستگی تغییر 

گاه اثر تغییرات ضخامت  کند و به دلیل گیردار بودن چهار تکیهمی

کند.  شود و در نتیجه بار بحرانی به صورت جزئی تغییر می خنثی می

φها با نسبت جانبی  ورقاین در  ≥ هاي عرضی  دار بودن لبهگیر 4

هاي داخلی (پانل ها)  تاثیري در بار کمانشی ندارد، زیرا زیر ورق

  کنند.هاي عرضی ساده عمل می هاي مربع شکل با لبه همچون ورق

  

 گیري نتیجه- 4

روابط تحلیلی براساس روش تعادل ورق براي محاسبه در این مقاله، 

محدود مقایسه  اجزاءبار بحرانی ارائه و نتایج حاصل از آن با حل 

یابد و  به طور کلی بار بحرانی با کاهش ضخامت کاهش می .گردید

سینوسی باشد بار بحرانی با  ر تغییر ضخامت به صورت تابعاگ

شود. ضریب بار  افزایش ضریب تغییر ضخامت دچار کاهش می

هایی  کمانش به شرایط مرزي ورق بستگی دارد. بار بحرانی در ورق

گذاري شده گیردار هستند بیشتر است. با افزایش هاي بار که لبه

گاهی  بار بحرانی در همۀ شرایط تکیه ضخامت، ضریب تغییرات

گیردار کاهش به صورت  لبه یابد. در ورق با چهار  کاهش می

معمولا  4از ي بزرگتر افتد. در نسبت ابعاد اتفاق می تريمحسوس

همانند ورقهاي  ورقگاهی تاثیري بر بار بحرانی ندارد و  شرایط تکیه

هایی  براي ورق کند.میمتصل به هم کمانش گاه ساده  مربعی با تکیه

که اضلاع بارگذاري شده گیردار هستند مقاومت ورق در برابر اعمال 

و نمودار جز در نسبت ابعادي که تغییر مود کمانشی  زیاد است بار

  .ثابت استبه طور تقریبی  شود ایجاد می

  

  فهرست علایم -5

  ماتریس کرنش    ]��[

  خیز مرکزي ورق  ���

D  صلبیت خمشی  

  تغییر مکان درجات آزادي  ��

E  مدول الاستیسیته  

 F مؤلفه بار حجمی  

  تابع تغییر شکل  ��
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  ام mماتریس توابع درونیابی براي مود   ]� ,�)��[(

  بار گسترده    � ,�)�(

  مدول برشی �

  هندسی هر نوارماتریس   ]���[

K  ورق ضریب کمانشی  

  ماتریس سختی هر نوار  ]���[

M  گشتاور  

  نیم موج سینوسی در جهت عرض �

n   نیم موج سینوسی در جهت عرضتعداد  

Q  نیروي برشی  

t  ضخامت    

  کرنش برشی   ���

ϑ  ضریب پواسون  

ɛ  ضریب تغییرات ضخامت  

φ نسبت طول به عرض  

a   ورقطول  

  ورقعرض  �
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