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 چکیده

مورد  سه بعدي الاستیسیته نظریههاي کامپوزیتی دایروي/حلقوي تقویت شده با گرافن در شرایط مرزي مختلف با استفاده از در این مقاله،رفتار ارتعاشی ورق

کسر وزنی گرافن در راستاي باشد. هاي کامپوزیتی میفوق العاده، گزینه بسیار مناسبی براي تقویت ورق گرافن به دلیل خواص مکانیکی. بررسی قرار گرفته است

موثر نانوکامپوزیت  ضخامت با استفاده از الگوهاي توزیع مختلف گرافن به صورت پیوسته در حال تغییر است. با استفاده از مدل هالپین تساي، مدول الاستیسیته

در راستاي ضخامت ورق در نظر گرفته شده است. حل تحلیلی  لقوي محاسبه شده است. پنج توزیع مختلف براي توزیع صفحات گرافنبراي ورق دایروي/ح

در این مطالعه، تاثیر الگوهاي  .بعدي الاستیسیته صورت گرفته است سه نظریهکارگیري معادلات حرکت و با استفاده از معادلات دیفرانسیل فضاي حالت با به

- هاي کامپوزیتی دایروي و حلقوي تقویتخارجی به ضخامت، کسروزنی گرافن و شرایط مرزي مختلف در رفتار ارتعاشی ورق شعاع لف توزیع گرافن، نسبتمخت

را در برابر  پوزیتدهد که استفاده از صفحات گرافنی به عنوان تقویت کننده، سختی و مقاومت کامنتایج این پژوهش نشان می شده با گرافن مطالعه شده است. 

  دهد.رفتار ارتعاشی به شدت افزایش می

 .، روش مربعات تفاضلیزاد، ارتعاشات آسه بعدي الاستیسیته نظریهورق دایروي/حلقوي، گرافن،  :کلیدي هايواژه

  

 

Free vibrational analysis of graphene reinforced annular composite plate using three-
dimensional elasticity theory 

  

Department of Mechanical Engineering, Tarbiat Modares University, Tehran, Iran H. Bisheh 
Department of Mechanical Engineering, Tarbiat Modares University, Tehran, Iran A. Alibeigloo 

 

Abstract 
This paper is carried out the free vibrational behavior of functionally graded polymer composite annular and circular plates 
reinforced with graphene nanoplatelets (GPLs) using three-dimensional elasticity theory. The weight fraction differs gradually across 
the thickness direction. Effective elasticity modulus of the nanocomposite has been estimated by the modified Halpin-Tsai model. 
Five different GPLs distribution patterns within the polymer matrix are considered.  State space first order differential equation by 
employing the equation of motion and constitutive relation within the framework of three-dimensional elasticity theory across the 
thickness direction is derived. Present approach is validated by comparing the numerical results with those reported in the literature. 
Influence of outer radius to thickness ratio, different GPL distribution patterns, GPLs loading and edge boundary conditions on the 
vibrational behavior of GPLs reinforced composite (GPLRC) circular/annular plates are studied. The results implied that GPLs with 
a low content can have an excellent influence on the natural frequencies of the circular and annular plate. 
Keywords: Circular/annular plate, graphene, three-dimensional elasticity theory, Vibrational behavior. 

 
 

  مقدمه - 1

باشد که به تازگی به دلیل خواص دوبعدي از کربن می گرافن یک لایه

العاده مورد توجه محققان قرار گرفته است. مکانیکی و گرمایی فوق

باشد که گزینه ترین مواد موجود در طبیعت میگرافن یکی از سخت

مطالعات قبلی  ها شناخته شده است.مناسبی براي تقویت کامپوزیت

دهد که با افزودن مقدار کمی از گرافن به کامپوزیت، خواص مینشان

مکانیکی و گرمایی نانوکامپوزیت به صورت قابل توجه افزایش خواهد 

یافت. همچنین گرافن سطحی بزرگتر در مقایسه با نانولوله کربنی ایجاد 

این ماده را تبدیل به گزینه زیادي دارد که  هايگرافن ویژگی .کندمی

گرافن بسیار است. کردههاي کامپوزیتی بی براي تقویت ورقبسیار مناس

اي شفاف و بسیار محکم بوده و ماده ،مکانیکی و ازلحاظ باشدمینازك 

تغلیظ  چه با ،پذیر است. در یک محدوده وسیعیک رساناي انعطاف

- رسانایی توانشیمیایی و چه با به کارگیري یک میدان الکتریکی، می

گرافن که در  قابلیت سیار بودنو  پذیريخشید. تحركگرافن را بهبود ب

باشد، بالا بوده پارامتري داراي اهمیت بسیار موثري می، وسایل ارتباطی

و پتانسیل این ماده را براي کاربردهایی با فرکانس بالاي الکتریکی 

  .]2, 1[دهدنشان می

ده وردن خواص مکانیکی گرافن انجام شآدستمطالعات زیادي براي به

به با استفاده از یک مدل پیوسته،  ]3[و همکاران  پورنچاياست. کیتی

اند. آنها نشان شی صفحات گرافن چند لایه پرداختهگزارش آنالیز ارتعا

دادند که کوچکترین فرکانس طبیعی مربوط به این مدل، مستقل از 

و همچنین با بررسی مودهاي  باشدمیتماس بین صفحات گرافن 

ط به فرکانس طبیعی براي مدل دو الی ده لایه اي به این ارتعاشی مربو

راي جهت و اندازه نتیجه رسیدند که شکل مودهاي همه صفحات دا

که در مورد مودهاي ارتعاشی مربوط به در حالی، دباشیکسان می

نشان  ]4[. ژاي و همکاران باشدتشدید، این نتایج کاملا متفاوت می

با گرافن در برابر گرما، مقاومتی بسیار شده که پلیمرهاي تقویت ندداد
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آنالیز ترموالاستیک ورق کامپوزیتی  ]5[مناسب دارند. یانگ و همکاران 

مستطیلی تقویت شده به صفحات گرافن با چیدمان تابع مکان را در 

الاستیسیته سه بعدي بررسی نموده اند. در این پژوهش، نسبت وزنی 

در راستاي ضخامت تغییر  صفحات گرافن به صورت پیوسته و ملایم

عرضی یکنواخت و تغییرات دمایی می رکند و بارگذاري به صورت بامی

باشد. سه حالت مختلف قرارگیري صفحات گرافن همراه با بررسی تاثیر 

ه و سایز صفحات، شرایط تغییرات پارامترهایی مانند نسبت وزنی، هندس

شکل صفحه  هاي تنش و تغییرمرزي مختلف بر روي میدان دمایی و

نانوکامپوزیتی مذکور مورد بحث قرار گرفته است که بیانگر این نتیجه 

است که افزودن صفحات گرافن موجب بهبود عملکرد ترموالاستیک 

هاي خواص کمانشی ورق ]6[. لین و همکاران گرددورق مستطیلی می

هاي شده با گرافن را با در نظر گرفتن لایهکامپوزیتی تقویت

ها گزارش ک در راستاي ضخامت مورد مطالعه قرار دادند. انپیزوالکتری

-دادند که الگوي غیرخطی توزیع گرافن، سختی ورق را به صورت قابل

به بررسی تاثیر افزودن ] 7[فنگ و همکاران دهد. ملاحظه افزایش می

صفحات گرافن به صورت نایکنواخت به تیر نانوکامپوزیت پلیمري در 

تند. نتایج مربوط به این پژوهش نشان داد خمش غیر خطی آن پرداخ

که افزودن مقداري بسیار اندکی از صفحات گرافن به عنوان تقویت 

همچنین  .گرددسبب بهبود چشمگیر در عملکرد خمش تیر می ،کننده

 بالاییحضور کمتر تک صفحه هاي گرافن در سطوح نزدیک به پایین و 

مربعی شکل در سطوح تیر همراه با پراکندگی بیشتر صفحات گرافن 

موثرترین راه براي کاهش میزان تغییر شکل تیر در اثر خمش  ،میانی

لایه تحلیل ارتعاشی ورق گرافنی تک ]8[. میري و جشنانی باشدمی

دایروي را با درنظرگرفتن اثر دما مورد بررسی قرار دادند. حل تحلیلی 

انتقالی توابع  نظریهکارگیري روش جداسازي متغیرها و ورق مذکور با به

  شده است.بسل انجام

هاي دایروي و حلقوي جزو ساختارهاي مهم در صنعت محسوب ورق

اي هاي مختلفی از جمله مکانیک، عمران ، هستهشوند که در زمینهمی

ها انجام . مطالعات زیادي براي بررسی رفتار این نوع ورق]9[کاربرد دارد

هاي دایروي و شی ورقتحلیل خم ]10[ردي و همکاران  است. شده

حلقوي مدرج تابعی در راستاي ضخامت تحت شرایط مرزي مختلف و 

انالیز خمش ورق دایروي  ]11[بیگلو علیاند. بارگذاري متفاوت ارائه داده

گرمایی - اي هدفمند در معرض بارهاي مکانیکیهستهساندویچی با لایه

از  سی قرار دادند.با استفاده از روش مربعات تفاضلی عمومی را مورد برر

معادلات فضاي حالت در راستاي شعاعی  ،1مربعات تفاضلی عمومیروش

است. حل تحلیلی در راستاي بدست اورده شده و حل نیمه تحلیلی 

ضخامت با استفاده از روش فضاي حالت و تقریب حل در راستاي 

شعاعی با استفاده از روش مربعات تفاضلی انجام گرفته است. نتایج 

هاي عمودي در دهد که تغییر دماي سطح باعث افزایش تنشمینشان 

شود. همچنین هاي عمودي عرضی میداخل صفحه و کاهش تنش

جایی شعاعی و کاهش باعث افزایش جابه ،افزایش تغییرات دماي سطح

هاي رفتار ارتعاشی ورق ]12[دونگ جایی عرضی خواهد شد.بهجا

طالعه قرار داد. او با به حلقوي را در شرایط مرزي مختلف مورد م

                                                             
١

   Differential quadrature method 

دست معادلات را براي ورق حلقوي بهز ریت-  کارگیري روش چبیشو

هاي حلقوي و دایروي نازك با رفتار ارتعاشی ورق ]13[الدینی اورد. تاج

بیگلو و جعفریان . علیکرنش کوچک را بررسی نمود نظریهز استفاده ا

شده با نانو ي تقویتارفتار استاتیکی و ارتعاشی پوسته استوانه ]14[

بعدي الاستیسیته مورد بررسی سه نظریهرا با استفاده از  ي کربنیلوله

قرار دادند . حل تحلیلی با استفاده از روش فضاي حالت در راستاي 

تحلیل استاتیکی ورق دایروي  ]15[بیگلو بیشه و علی شعاعی انجام شد.

مورد بررسی قرار توپر تقویت شده با گرافن تحت شرط مرزي ساده را 

تحلیلی استفاده ها از روش مربعات تفاضلی جهت حل نیمهدادند. ان

تساي جهت محاسبه مدول موثر  - کردند. همچنین  مدل هالپین

حل ]16[ یانگ و همکاران نانوکامپوزیت گرافن استفاده شده است.

هاي دایروي و تحلیلی براي خمش الاستیک گرمایی بر روي ورق

مپوزیتی تقویت شده با گرافن در معرض بارهاي ترکیبی حلقوي نانو کا

سه بعدي الاستیسیته را ارائه  نظریهمکانیکی و گرمایی با استفاده از 

هاي نمودند. انها با به کارگیري روش اسپنسر و ماین، حل عددي ورق

حلقوي و دایروي نانو کامپوزیت تحت توزیع غیریکنواخت بارعرضی و 

دست اوردند. انها به این نتیجه رسیدند ایا را بهیک میدان دمایی پتحت 

منجر به کاهش خیز و افزایش تنش  ،هاي گرافنیکه افزایش مقدار ورق

هاي نرمال و تنش برشی خواهد شد. از میان سه الگوي توزیع ورق

باشد. از این رو ر بهترین تاثیر تقویت را دارا میگرافنی، توزیع سهمی وا

به مطالعه رفتار  ]17[و همکاران  . بدروددارد کاهش خیز را به دنبال

هاي حلقوي و دایروي با استفاده از کمانشی متقارن و نامتقارن نانوورق

ها به این نتیجه رسیدند که غیرمحلی الاستیسسیته پرداختند. آن نظریه

گاهی، نسبت شعاع داخلی به پارامتر غیرمحلی با تغییر شرایط تکیه

-ملاعلیکند. عاع خارجی ورق تغییر میخارجی ورق و همچنین ش

- هاي دایروي و حلقوي مدرجورقبه بررسی رفتار استاتیکی  ]18[پور

برشی مرتبه اول  نظریهتابعی با استفاده از حل دقیقی بر اساس 

- اي در نظر گرفته شدههاي مذکور به صورت ضخامت پلهورق .پرداخت

-داگانه نوشته میاند که معادلات حاکم براي هر قسمت، به صورت ج

 شود.  

استفاده از صفحات گرافنی به عنوان با توجه به مطالعات صورت گرفته، 

هاي مختلف گرافن در کارگیري توزیعکننده و همچنین بهتقویت

هاي کامپوزیتی دایروي/حلقوي تحلیل ارتعاشی ورقراستاي ضخامت در 

بعدي سه نظریه. در پژوهش حاضر، از است قرار نگرفته مورد بررسی

الاستیسیته براي حل استفاده شده است. حل تحلیلی معادلات 

سه  نظریهکارگیري معادلات حرکت و با استفاده از دیفرانسیل با به

کارگیري روش مربعات بعدي الاستیسیته صورت گرفته است. با به

شود. از پنج تفاضلی در راستاي شعاعی، حل نیمه تحلیلی حاصل می

است. اي توزیع گرافن در راستاي ضخامت استفاده شدهالگوي متفاوت بر

هاي در این پژوهش، تاثیر الگوهاي مختلف توزیع گرافن، نسبت

ضخامت به شعاع، کسروزنی گرافن و شرایط مرزي مختلف در رفتار 

شده با گرافن هاي کامپوزیتی دایروي و حلقوي تقویتارتعاشی ورق

  .مطالعه شده است

  

 
 



 

61 
61 

  
 

شر
ن

 هی
س

ند
مه

 ی
کان

م
ی

 ک
بر

ه ت
گا

ش
دان

ی
 ز،

ه پ
ار

شم
اپی

 ی
94

د 
جل

 ،
51

ه 
ار

شم
 ،

1
ر، 

ها
، ب

14
00

ه 
ح

صف
 ،

59-
67  

– 
سی

ح
یب ن

 شه
عل

بر
اک

و 
یب ی

لو
گ

 

61  

  تشریح مساله -2

  مدل نانوکامپوزیت تقویت شده با گرافن -2- 1

بر اساس مدل هالپین تساي، مدول الاستیسیته نانوکامپوزیت 

 :]19[شودتقویت شده با گرافن طبق معادله زیر محاسبه می
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به ترتیب مدول موثر نانوکامپوزیت،  ����و  �E�،E� ،ξ� ،ξ که

- ماتریس پلیمر، فاکتورهاي هندسی گرافن و کسرحجمی گرافن می

 شوند:باشند که طبق روابط زیر محاسبه می
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      
   

 

چگالی وزنی گرافن، به ترتیب  ����و   �ρ���،t���،W���،ρکه 

چگالی ماتریس پلیمر، کسر وزنی گرافن، ضخامت و طول نانو گرافن 

  شوند.محسوب می

شده با نسبت پواسون و چگالی ورق نانوکامپوزیتی حلقوي تقویت

  شوند:گرافن طبق معادلات زیر محاسبه می

)4(  
 
 

C GPL GPL M GPL

C GPL GPL M GPL

V 1 V

V 1 V

     

     
  

  باشد.ضریب پواسون گرافن و ماتریس می�ν و ���ν همچنین 

-در راستاي ضخامت در ورقزیع گرافن روابط الگوهاي مختلف تو

-ام به صورت زیر محاسبه میiي حلقوي براي لایههاي کامپوزیتی 

 :]20[گردد

   

 

i GPL

max min
i min

max min
i max

UD : f f

f f
GPL V : f f i 1

N 1
f f

GPL A : f f i 1 ;1 i N
N 1




   




     


  

  
 

 

 

i max

max min

i min

max min

f f

2 f f N
i 1 ;1 i

N 2 2GPL X :
f f

2 f fN N
i 1 ; i N

2 N 2 2

 
 
   
    


 
      

 

)5(  
 

 

 

i min

max min

i max

max min

f f

2 f f N
i 1 ;1 i

N 2 2GPL O :
f f

2 f fN N
i 1 ; i N

2 N 2 2

 
 
   
    


 
      

 

ترین ترین و بیشکمبه ترتیب  ���fو  ���fدر معادلات فوق 

  باشند.کسروزنی گرافن در نانوکامپوزیت می

  

 
  مساله  نظریه

طبق  hو ضخامت �r ، شعاع خارجی �rحلقوي با شعاع داخلی ورق 

  شده است.  صفحات گرافنی تقویت توسطدر نظر بگیرید که  1شکل 

  
  و محور مختصات ورق حلقوي وارهطرح -1شکل 

  

در غیاب نیروهاي جسمی، معادلات حرکت براي حالت ارتعاشی  

  ورق حلقوي مطابق رابطه زیر خواهد شد:

  
2

r rr r
2

u1

r r z r t

       
    

   
  

)6(  
2

r z
r 2

u1 2

r r z r t

   


   
    

   
 

  
2

zrz z
rz 2

u1 1

r r z r t

   
     

   
 

رنش و ک-تغییرمکان با استفاده از روابط تنش-تنشروابط 

  شود:تغییرمکان به صورت زیر حاصل می- همچنین کرنش

  r r,r r ,

z,z

E
[(1 )u (u u )

(1 )(1 2 ) r
u ]

 


    
  


  

  r,r r ,

z,z

(1 )E
[ u (u u )

(1 )(1 2 ) r
u ]

  


    
  


 

)7(  z r,r r ,
E [ u (u u )

(1 )(1 2 ) r  
    

  
 

  rz r,z z,r
E [u u ]

2(1 )
  


 

  r r, ,r
uE 1[ u u ]

2(1 ) r r


     


 

  z ,z z,
E 1[u u ]

2(1 ) r    


 

zمتغیرهاي فضاي حالت شامل  r z rz z{ u u u }    باشند. می

rدر راستاي ضخامت ورق، تنش نرمال zکه zu ,u ,u به ترتیب

جایی در راستاي ضخامت، محیط و شعاع ورق هستند. همچنین جابه

rz z,    به ترتیب تنش برشی در صفحاتr z, z  باشند.می  

با به  متغیرهاي مذکور شامل معادلات دیفرانسیل فضاي حالت   

  شود:ي زیر حاصل میها)  به صورت معادله7) و (6کارگیري معادلات (

  
2

zz z rz rz
2

u 1

z r r rt

   
    

  
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  r z
rz

u u 2(1 v)

z r E

  
   

 
 

  z
z

u u1 2(1 v)

r E



  

   
 

 

)8(  z r r
z

uu u u(1 v)(1 2v) v 1
( )

z E(1 v) (1 v) r r r
  

    
    

 

  
2 2

rz r z r r
r2 2 2 2

u u uv E 1 1
( u )

z 1 v r r rt 1 v r r

    
     

     
 

  
22

r
2 2 2

u uuE E 3E

2r(1 v) r2r (1 v) 2r (1 v)

  
  

     
 

  
2 2

z z r r
2

u u uv E E(2 v)

z 1 v 2r(1 v) r 2r(1 v)t

     
   

      
 

  
2 2

2 2 2 2 2

u u u uE E
( )

2(1 v) rr r r (1 v )

    
   

    
 

  شود:زیر نوشته می) به صورت 8ي (فرم ماتریسی معادله

)9(  d
G

dz


   

Tکه 
z r z rz z{ u u u }      وG به عنوان ماتریس ضرایب

  است.در ضمیمه معرفی شده

  د:نشو) محاسبه می10ي (طبق معادلههاي داخل صفحه تنش

  r
r z r2

uuv E v
( ( u ))

1 v r r(1 v )


     

  
  

)10(  r
z r2

uuv Ev 1
( ( u ))

1 v r r(1 v )





     

  
 

  r
r

u uuE 1
( )

2(1 v) r r r
 




   
  

 

) F) و ازاد (C)، گیردار (Sساده ( روابط مربوط به شرایط مرزي

 باشد:) می11ي (طبق معادله ورق حلقوي براي

)11(  
r z

z r

r rz r

S: u u 0

C:u u u 0

F: 0







   

  

     

  

 باشد:همچنین شرط مرزي در مرکز ورق دایروي به صورت زیر می

)12(  z
r

u
u 0 r 0

r


  


  

جایی ها و هاي دایروي و حلقوي، جابهدر تحلیل ارتعاشی براي ورق

  ها به فرم زیر تعریف خواهند شد. تنش

  

i t i t
r r m m

m 1 m 1

i t
z z m

m 1

ˆ ˆu u sin(p )e ,  u u cos(p )e

ˆ u u sin(p )e

 
 

 

 






   

 

 


  

)13(  

i t t
r r m m

m 1 m 1

i t
z z m

m 1

ˆ ˆsin(p )e ,  sin(p )e ,

ˆ sin(p )e

 
 

 

 






       

   

 


 

  

i t i t
r r m rz rz m

m 1 m 1

i t
z z m

m 1

ˆ ˆcos(p )e , sin(p )e

ˆ cos(p )e

 
 

 

 



 



       

   

 


 

 شود:بعد زیر استفاده میسازي روابط، از پارامترهاي بیبراي ساده

  
 

 

z r rz r z

z r rz r z
m

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

E

  

  

      

     
  

)14(     r z r z
1

ˆ ˆ ˆU U U u u u
h

  

  
0 o

Z E r
Z E , r

h P r
   

)، معادلات فضاي 9) در معادله (14) و (13ی معادلات (با جایگزین

 بعد زیر خواهد شد:حالت به فرم بی

)15(  
d

G
d z


   

کهطوريبه z r z rz z
T

u u u    شامل که

نیز در ضمیمه تعریف Gباشد و همچنینحالت میمتغیرهاي فضاي

  شده است.

  

 
  :روش حل

پذیر ) به دلیل پیچیدگی، از روش تحلیلی امکان13حل معادله (

روش شود. تحلیلی براي حل استفاده میباشد لذا از روش نیمهنمی

به کار گرفته  ]20[بار توسط شو و ریچاردمربعات تفاضلی براي اولین

و مشتقات z،شد. در این روش معادلات فضاي حالت به متغیرهاي

تفاضلی در راستاي شعاعی، کارگیري مربعاتلذا با بهانها وابسته نیستند. 

-محاسبه می) 16( يبراساس معادلهحل کامل خواهد شد. این روش 

  شود:

)16(  

n N
i

ij jn
j 1i

f (x , z)
g f (x , z)  

x

(i 1, 2,......, N n 1,......, N, N 1)



 



  

  

,�f(xو  Nکه  N)  نقطه نقاط نمونه و مقدار تابع در  تعدادبه ترتیب

 باشد.می �xنمونه 

 �r̅)، معادلات در هر نقطه نمونه 15) در (16با جایگزینی معادله (

 گردد:به صورت زیر حاصل می

  
N

2zi rzi m
zi ij rzj z

o i i
j 1

Ph
u ( g

z r r r




 
      

   

  
N

ri
ij zj z

o
j 1

u h 2(1 v)
g u

z r E




 
   

  

  

zi r
zi

o i
N

m
ij rj i

i
j 1

u u(1 v)(1 2v) h v
(

z E(1 v) r (1 v) r

P
g u u )

r




  
  

  

 
 

)17(  

N
2rzi

ri ij zj
o

j 1

N
2 2

ij rj2
o

j 1

h v
u g

z r (1 v)

h E
( ) ( g u
r (1 v )






   

 

 





 

  

N N
2 m

ij rj ri ij j2
j 1 j 1i o ii

2 m
i2

o i

EP1 1 h
g u u ) ( ) g u

r r 2r ( 1 v )r

3EPh
( ) u

r 2r (1 v )





 

  





  

  

2zi m
i zi

i

N
2 m

ij rj ri
j 1o i i

vP
u

z r (1 v )

EPh 2( 2 v )
( ) ( g u u )

r 2r ( 1 v ) r (1 v )





 




   

 




 

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63  

هاي ضرایب با استفاده از روش مربعات تفاضلی در ضمیمه ماتریس

  اورده شده است.

اي نیز با اعمال روش مربعات تفاضلی طبق هاي صفحهتنش

 شود:معادلات زیر نوشته می

  
N

ri zi ij rj ri2
o i

j 1

v E h v
( g u u )

1 v r r(1 v )


    
 

  

)18(  
N

i zi ij rj ri2
o i

j 1

v E h 1
(v g u u )

1 v r r(1 v )




    
   

  
N

m i i
r i ij j

o i i
j 1

P u uE h
( g u )

2(1 v) r r r
 

 



   
  

���که = ��(��, �, �)(� = �, �, �), ���� = ���(��, �, �) 

���� = ���(��, �, �), ��� = ��(��, �, �)  
  

) در شعاع داخلی و خارجی 17با اعمال شرایط مرزي در معادله (

-دست میبعد زیر براي هریک از شرایط مرزي بهورق حلقوي، فرم بی

 آید:

)19(  b
b bG

z


 


  

دهنده هر یک از شرایط نشان bبا توجه به معادله بالا، زیر اندیس 

عنوان ماتریس ضرایب در شرایط مرزي به �̅�باشد و همچنین مرزي می

 مختلف تعریف شده است.

در راستاي ضخامت ) 19(گیري از معادله دیفرانسیل با انتگرال

  :شودمعادله زیر حاصل می ،ورق

  )20(         

z

G dzb
G (0)0 b

b b(z) e e . (0), 0 z h       



  

)، حل تحلیل ورق در راستاي ضخامت 20سازي معادله (که با ساده

  اید:به صورت زیر بدست می

  

)21(  G Zb
b b(z) e . (0), 0 z h      

عاشی، شرایط سطوح در سطح بالا و پایین ورق به براي حل ارت

 باشد:صورت زیر می

)22(  z rz z 0 at z 0, h        

) پاسخ همگن زیر براي 21) در معادله (22با جایگذاري معادله (

 شود:حل رفتار ارتعاشی حاصل می

)23(  
12 13 14 r

52 53 54

62 63 64 z

A A A u 0

A A A u 0

A A A u 0


     
         
         

  

همگن فوق، صفر شرط عدم وجود جواب صفر در دستگاه معادلات 

  باشد:به صورت زیر می بودن دترمینان ضرایب

)24(  
12 13 14

52 53 54

62 63 64

A A A

A A A 0

A A A

  

هاي طبیعی ورق دایروي و حلقوي با حل معادله فوق، فرکانس

  د.نشوتعیین می

  

  نتایج عددي و بحث - 3

براي حل نیمه تحلیلی، نقاط نمونه با استفاده از روش مربعات 

  :]20[دنشویف میتفاضلی و به صورت زیر تعر

  
 o i

i i
i 1(R R )

x 1 cos R i 1, 2,..., N
2 N 1

  
    

 
  

براي نشان دادن دقت محاسبات در این بخش، نتایج عددي در 

قالب جدول و نمودار ارائه شده است و همچنین از مقادیر و مشخصات 

  :]5[مواد زیر براي حل استفاده شده است

)25(  

m

GPL GPL3

m GPL3

GPL GPL

o i
3

0 GPL

m 0.38

g1.2 ,
cm

g1.06 , l 2.5 m
cm

w 1.5 m, 0.2

h 0.2m, r 1m, r 0.2m

P 10 psi, t 1.5nm

E 2.85GPa,

E 1.01TPa

 

 

   

   







 





  

  

گاه ساده در الگوي قوي با تکیههمگرایی روش حل براي ورق حل

نشان داده شده است.   1توزیع گرافن به صورت یکنواخت در جدول 

شود همگرایی براي پنج فرکانس اول ورق طور که دیده میهمان

حلقوي با روندي سریع ایجاد شده که از خصوصیات استفاده از روش 

ق جدول با باشد. مطابتحلیلی میمربعات تفاضلی، به عنوان روش نیمه

براي پنج فرکانس طبیعی اول، همگرایی  9 افزایش تعداد نقاط نمونه تا

  خوبی ایجاد شده است.

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 ]21[روش حاضر، از شرایط مساله در مرجع گذاري به منظور صحه

استفاده شده است. در مرجع مذکور از روش تغییر شکل برشی مرتبه 

اول و همچنین حل دوبعدي مربعات تفاضلی براي تحلیل ارتعاشی ورق 

 2حلقوي مدرج تابعی استفاده شده است. بدین صورت که در جدول 

ا ایجاد شده است که هنشان داده شده است، همخوانی خوبی بین پاسخ

گذاري با توجه به باشد. براي صحهنشانگر درستی روش حاضر می

، از پنج فرکانس طبیعی اول در شرایط ]21[ شرایط مساله در مرجع

لقوي مدرج گیردار براي ورق ح - و گیردار ساده - سادهمرزي مختلف 

  تابعی استفاده شده است.

 يهاوي فرکانسر تاثیر الگوهاي مختلف توزیع گرافن 3جدول

را نشان  گاه گیرداردر راستاي ضخامت ورق دایروي براي تکیه طبیعی

و با  بعدطبیعی اول بی فرکانس پنجدهد. طبق جدول که براي می

محاسبه  در نانوکامپوزیت (���f)درنظر گرفتن درصدهاي مختلف گرافن

GPLشده، الگوي − X   و الگويGPL − O ن تریترین و کمبه ترتیب بیش 

همگرایی روش نیمه تحلیلی در پنج فرکانس  - 1جدول 

ساده.  -گاه سادهطبیعی اول براي ورق حلقوي در تکیه

GPL − UD  

��۵۵ ��۴۴ ��١١ ��٢٢ ��٣٣ N 

9883/0  6910/0  5162/0  2650/0  0673/0  5 

9446/0  6900/0  5461/0  2642/0  0673/0  7 

9462/0  6900/0  5461/0  2636/0  0673/0  9 

9473/0  6900/0  5461/0  2636/0  0673/0  11 

9478/0  6900/0  5461/0  2636/0  0673/0  13 

9478/0  6900/0  5461/0  2636/0  0673/0  15 
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GPLمقدار فرکانس طبیعی را در ورق دایروي دارند. لذا از الگوي  − X 

 به عنوان الگوي مناسب در ادامه حل و براي محاسبه پارامترهاي بعدي 

  استفاده شده است.

بعد را ارجی به ضخامت بر فرکانس پایه بیتاثیر نسبت شعاع خ 2شکل 

همچنین از دهد. در شرایط مرزي مختلف براي ورق حلقوي نشان می

GPLبعد و الگوي توزیع فرکانس طبیعی اول بی − X  .استفاده شده است

آزاد به ترتیب  - گیردار و گیردار- شرایط مرزي گیردار 2شکل مطابق 

  را در ورق حلقوي دارند. بعدبی پایهترین مقدار فرکانس ترین و کمبیش

گیردار به دلیل داشتن ممان خمشی در شعاع - مرزي گیردار رطش

، تغییر شکلمقاومت بیشتر در برابر همچنین اخلی و خارجی ورق و د

طبیعی بیشتري نسبت به شرایط مرزي داراي فرکانس  معینزمان در 

گاه گاه گیردار به عنوان تکیهسبب از تکیه به همین باشد.دیگر می

  مناسب در ادامه حل استفاده شده است.

  

  

  

  

  

  

 
  

  

  

  

  

  

  

 
  

  

  

  

  

  

  

  

 
 

  
نسبت شعاع خارجی به ضخامت  بر فرکانس پایه تاثیر  -2شکل 

GPLبعد براي ورق حلقوي در شرایط مرزي مختلف.بی − X  

 
 

 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

-پنج فرکانس طبیعی دوم براي ورق حلقوي در تکیهنتایج  - 2جدول 

  ساده. -گیردار، ساده - هاي گیردارگاه

ρ� = ٧٨٠٠
��

��
,   E� = ٢/١�١١ pa,      �=�� = ٠/٣, 

  R� = ٠/۵�,   h=٠ ١/ m,  R
�

= ٢ � 

ساده - گاه سادهتکیه گیردار - گاه گیردارتکیه    

میزان 

 اختلاف

حل 

 حاضر

مرجع 

[21] 

میزان 

 اختلاف

حل 

 حاضر

مرجع 

[21] 
 مود

7%  231 65/250  7%  311 89/335  �۶ 

7%  231 65/250  7%  311 89/335  �٧ 

4%  331 67/347  4%  410 31/427  �٨ 

1%  341 67/347  9/0% -  431 31/427  �٩ 

4% -  451 75/432  - 2/0%  543 01/542  �١٠ 

پنج فرکانس طبیعی اول نتایج الگوهاي مختلف توزیع گرافن براي ورق دایروي در  - 3جدول 

  گاه گیردار.در تکیه

 n=1, m GPL 
distribution      f��� 

 

5 4 3 2 1   

0452/0  0342/0  0253/0  0179/0  0106/0  GPL-X 

25/0 %wt 

0326/0  0247/0  0190/0  0137/0  0090/0  GPL-O 

0347/0  0263/0  0200/0  0148/0  0090/0  GPL-A 

0352/0  0268/0  0200/0  0148/0  0090/0  GPL-V 

0379/0  0289/0  0216/0  0158/0  0100/0  GPL-UD 

0578/0  0436/0  0326/0  0232/0  0137/0  GPL-X 

5/0 %wt 

0394/0  0300/0  0226/0  0169/0  0106/0  GPL-O 

0405/0  0305/0  0232/0  0174/0  0106/0  GPL-A 

0426/0  0326/0  0247/0  0179/0  0116/0  GPL-V 

0478/0  0363/0  0274/0  0200/0  0127/0  
GPL-UD 
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بعد براي تاثیر کسر وزنی مختلف گرافن بر فرکانس پایه بی 3شکل 

دهد. همچنین از ورق حلقوي در نسبت شعاع به ضخامت را نشان می

GPLالگوي  − X  براي توزیع گرافن در راستاي ضخامت ورق استفاده

شود که با افزایش کسر وزنی گرافن، نتیجه می 3شده است. از شکل 

یابد. همچنین به طور وضوح دیده بعد نیز افزایش میفرکانس پایه بی

تر شعاع به ضخامت، هاي پایینه صفحات گرافنی در نسبتشود کمی

  بعد دارند.تري بر فرکانس پایه بیاثر بهتر و محسوس

بعد  مختلف گرافن بر فرکانس پایه بی تاثیر کسر وزنی -3شکل 

GPLبراي ورق حلقوي با شرط مرزي گیردار. − X  

  

بعد بر حسب نسبت شعاع تغییرات پنج فرکانس طبیعی اول بی

- نشان داده شده است. مشاهده می 4ارجی به ضخامت طبق شکل خ

هاي طبیعی شود که تاثیر افزایش نسبت شعاع به ضخامت در فرکانس

تر به منظور کاهش پارامتر هاي طبیعی پایینبالاتر نسبت به فرکانس

  باشد.تر میملاحظهقابل فرکانس

  

  

فرکانس طبیعی تاثیر نسبت شعاع خارجی به ضخامت بر پنج  -4شکل 

GPL گاه گیردار.بعد براي ورق دایروي در در تکیهاول بی − X  

   

 
بعد به منظور بررسی افزایش ضخامت بر روي فرکانس طبیعی بی

تفاده شده است. طبق شکل مورد اس 5در شرط مرزي گیردار از شکل 

 شود.بعد مینظر، افزایش ضخامت باعث افزایش فرکانس طبیعی بی

قابل ملاحظه تر س طبیعی در نسبت شعاع به ضخامت کمافزایش فرکان

 هاي بالاتر شعاع به ضخامت، افزایشدر نسبتکه باشد در حالیمی

 یابد.ها به شدت کاهش میدر تمامی ضخامت فرکانس طبیعی

 
 

 
 

 گیرينتیجه - 4

در این پژوهش به مطالعه رفتار ارتعاشی ورق دایروي/حلقوي 

 نظریهتقویت شده با گرافن در شرایط مرزي مختلف با به کارگیري 

است. همچنین روش مربعات بعدي پرداخته شدهالاستیسیته سه

کارگرفته شده اعی بهتفاضلی به منظور حل نیمه تحلیلی در راستاي شع

است. از پنج الگوي مختلف براي توزیع گرافن در راستاي ضخامت ورق 

جهت تخمین است. مدل هالپین تساي نیز حلقوي/دایروي استفاده شده

است. پژوهش استفاده شده مدول الاستیسیته نانو کامپوزیت در این

است.  نتایج فتهنتایج با استفاده از مقالات معتبر انجام پذیر اعتبارسنجی

  عددي حاصل از شبیه سازي به نتایج زیر انجامید:

 هاي مختلف گرافن در راستاي ضخامت، از بین تمامی توزیع

GPLالگوي  − X  .داراي بیشترین فرکانس طبیعی می باشد

لذا از این الگو براي محاسبه پارامترهاي مختلفدر این 

 پژوهش استفاده شده است.

 زاد به ترتیب آ- گیردارگاه ر و تکیهگیردا- گاه گیردارتکیه

ترین فرکانس طبیعی در ورق حلقوي را ترین و کمبیش

گیردار به دلیل مقدار - گاه گیرداردارند. همچنین تکیه

ها به عنوان گاهفرکانس طبیعی بیشتر نسبت به سایر تکیه

  گاه مناسب در این پژوهش انتخاب شده است.تکیه

 نی در نانوکامپوزیت، بهبود افزایش کسر وزنی صفحات گراف

چشمگیري را در ورق حلقوي/دایروي در برابر رفتار 

 کند.ارتعاشی ایجاد می

 تر ضخامت هاي پاییناستفاده از صفحات گرافنی در نسبت

به شعاع، تاثیر بسیار بهتري بر فرکانس پایه ورق 

 کند.حلقوي/دایروي ایجاد می

 

  

تاثیر نسبت شعاع خارجی به ضخامت با افزایش ضخامت  -5شکل 

گاه ایروي در تکیهبعد براي ورق دبر فرکانس طبیعی اول بی

GPL گیردار. − X  
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