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هاي متقارن محوري ناهمگن با انحناي دلخواه و ضخامت متغیر با بندي الاستیک پوسته فرمول

 برشی مرتبه اول نظریه

  

  گروه مهندسی مکانیک، دانشگاه اراك، اراك، ایران ،استادیار  *محمد جواد خوش گفتار

  

  چکیده

برشی مرتبه اول در این مقاله ارائه شده است. ابتدا با در نظر گرفتن پوسته متقارن با انحناي  هینظرهاي متقارن محوري با استفاده از تحلیل الاستیک پوسته

چنین گرفتن سیلندر با ضخامت ثابت و همبندي عمومی پوسته با استفاده از روش انرژي ارائه شده است. در ادامه با در نظر  دلخواه و ضخامت متغیر، فرمول

هاي متقارن محوري، به بررسی روش هاي حل و ارائه نتایج پرداخته شده است. با ارائه نتایج عددي تحلیل حاضر با حل کلاسیک ضخامت متغیر به عنوان پوسته

از مزیت هاي تحلیل ارائه شده  اخت، انحناي دلخواه و ضخامت متغیرمقایسه شده است. ماده ناهمگن، تاثیر شرایط مرزي بر روي رفتار سیلندر، فشار غیر یکنو

ها با در نظر گرفتن انحناي دلخواه و . طیف وسیعی از پوستهباشد. ناهمگنی به صورت تغییرات در ضخامت و به صورت تابع توانی در نظر گرفته شده استمی

ها در صنعت مانند صنعت هوا فضا وجود دارد. با تحلیل حاضر هاي بسیار این گونه پوستهکاربرد باشند.بندي ارائه شده قابل تحلیل می ولضخامت متغیر با فرم

  توانایی رسیدن به ضخامت بهینه و همچنین خواصی مانند مقاومت گرمایی با استفاده از مواد ناهمگن وجود دارد. 

 . برشی هینظرپوسته متقارن، تحلیل الاستیک،  :کلیدي هاي واژه

  

Elastic formulation of non-homogenous symmetric shells with arbitrary curvature and 
variable thickness by first order shear deformation theory 

  

Department of Mechanical Engineering, Arak University, Arak, Iran M. J. Khoshgoftar 
  

Abstract  
Elastic analysis of a non-homogenous symmetric shells with arbitrary curvature and variable thickness is considered in the present 
research. First order Shear Deformation Theory and total potential energy approach is applied for obtaining the governing equations 
of non-homogenous symmetric shell. As a special case, the governing equations are rewritten for a cylinder with variable thickness. 
Analytical method for constant thickness and Perturbation method for variable thickness are used for solving the governing 
equations and obtaining results. The comparison between classical theory and First order Shear Deformation Theory (FSDT) are 
illustrated with some numerical results. Non-homogenous material, boundary condition effects, non-uniform pressure, arbitrary 
curvature with variable thickness are some advantages of current work. Functionally graded material is considered as non-
homogenous material. Gradation is considered for all mechanical properties along the thickness direction based on a power function. 
Homogenous material and non-homogenous material by difference in non-homogeneity parameter can be studied with the present 
research. There is some applications of varying thickness shells in industrial like aerospace engineering. We can reach to optimum 
design of thickness and also some property like high temperature residence by applying non homogenous material. 

Keywords: Symmetric shell, elastic analysis, deformation theory.  

  
 

  مقدمه - 1

هاي مهندسی هستند که انواع سازهپرکاربردترین ها یکی از پوسته

کنند. صنایع فضایی، ازده مکانیکی بالایی را ایجاد میبا کمترین مواد ب

هاي ي صنایع تولیدي از پوستهو عمده دریایی، هسته اي، نفت، آب

دنه هواپیما، لوله کنند. مخازن تحت فشار، بال و بمختلف استفاده می

هاي گنبدي، بدنه ها، سقفها، کلاهکها، موشککتها، بدنه را

ها، هاي اتمی، سیلوها، تجهیزات تصفیه، مخازن راکتورها، پرتابهاتومبیل

  باشند.هاي مختلف پوسته ها میها و هزاران نوع دیگر همه از کاربردسد

ییرات بر روي هندسه و ماده اعمال تغ به دنبالدانش پژوهان 

هاي مکانیکی اومت آنها را در برابر انواع تنشبتوانند مقها بوده تا پوسته

  و حرارتی افزایش و در صورت امکان وزن آنها را کاهش دهند.

گیرند که اي تحت شرایط خاصی قرار میبسیاري از اجزاي سازه

نیاز به عملکرد بهینه مواد استفاده شده دارند. به عنوان مثال بدنه یک 

هاي ی داشته باشد در حالی که سطح دندانهدنده باید سفتی مناسبچرخ

امروزه به خوبی مشخص آن باید سخت و مقاوم در برابر سایش باشد. 

ي یک شده است که تغییرات ناگهانی در ترکیب و خواص مواد سازنده

. همچنین ]7[ شود جزء منجر به تمرکز تنش در محل مذبور می

شد تمرکز تنش مشخص شده است اگر این تغییرات خواص تدریجی با

یابد. با این مقدمه کاربرد هر چه بیشتر موادي که داراي کاهش می

هستند احساس  نشاتغییرات تدریجی در ساختار میکروسکوپی ترکیب

  شود. می

هاي پرقدرت هاي اخیر با توسعه موتوردر سالاز سوي دیگر، 

ها نیاز به موادي با ماشین ها و دیگرها و راکتور، توربیناهوا فض صنایع

بنابر  احساس شده است. داراي استحکام بالامقاومت حرارتی بالا و 

هاي حرارتی بالا  مشکلاتی که در صنایع مختلف براي مواد تحت تنش

1 تابعی یا وجود داشت، دانشمندان علم مواد براي اولین بار مواد
FGM 

 د.را به عنوان مواد با تحمل حرارتی بالا پیشنهاد نمودن

ها و مخازن راکتور هاياین مواد در ساخت صفحات و پوسته

ها کاربرد بالایی دارند، زیرا این قطعات  اجزاي ماشین رها و دیگتوربین

                                                             
١ Functionally Graded Material 
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از دیگر حرارتی دارند.  2ناشی از کمانش 1آمادگی بالایی جهت واماندگی

اي، عدم گسستگی در نسبت به مواد کامپوزیت لایه FG مزایاي مواد

 FGطور که گفته شد در مواد باشد، زیرا همانها می اتصال لایهمحل 

  باشد.ترکیب مواد پیوسته می

 فشار تحت جدارضخیم سیلندر یک دقیق حل 1852 سال در لامی

. حل تحلیلی استوانه ناهمگن با ]1[ کرد ارائه را خارجی و داخلی

منتشر  ]2[الاستیسیته توسط رحیمی و همکاران  هینظراستفاده از 

گردید. آنها در واقع تنها جابجایی را در راستاي شعاعی در نظر گرفته و 

از جابجایی محوري صرف نظر کردند. با این فرض آنها توانستند حل 

 در ]3[ ازترك و توتونچوتحلیلی براي سیلندر مورد نظر ارایه کنند. 

 ضخیم جدار کروي و اي استوانه مخازن براي را دقیقی حل ، 2001 سال

 بر داخلی فشار اعمال با آنها. کردند ساخته شده از مواد هدفمند ارائه

 را کره و سیلندر در شده ایجاد تنش و مکان تغییر کره، و سیلندر

 مقایسه ایزوتروپیک کره و سیلندر نتایج با را حاصل نتایج و محاسبه

  .کردند

تا به امروز در مقاله ردي و ارسینیگا  3برشی هینظرتاریخچه اي از 

هاي مختلف  هینظرعلاوه بر بحث در رابطه با  آورده شده است. آنها ]4[

نتایج عددي به بحث درباره با ارائه مثال و  ،برشی براي ورق و پوسته

استوانه ساخته  ]5[هاي این روش پرداختند. قناد و همکاران قابلیت

برشی مرتبه اول مورد  هینظرا استفاده از شده از مواد هدفمند را ب

مطالعه قرار دادند. آنها با درنظر گرفتن تنها مدول الاستیسیته به 

هاي مختلف و به بازنویسی روابط بر اساس توان صورت تابع توانی

بدست آوردن ضرایب معادلات حاکم بر سیلندر اقدام نمودند. خوش 

حل دقیقی براي سیلندر ناهمگن تحت فشار غیر  ]6[گفتار و همکاران 

برشی مرتبه اول ارائه نمودند. آنها  هینظریکنواخت داخلی با استفاده از 

برشی مرتبه  هینظربا در نظر گرفتن فشار غیر یکنواخت و به کار بستن 

ها تغییرات میدان جابجایی تنها در نزدیکی مرزاول نشان دادند که 

  باشد.اط دور از مرز نیز حائز اهمیت میاهمیت نداشته بلکه در نق

مروري بر تحقیقات انجام گرفته در پوسته هاي استوانه اي ساخته 

انجام شده است. آنها به  ]7[ شده از مواد تابعی توسط داي و همکاران

 2015تا  2000ن زمینه بین سالهاي بررسی کارهاي انجام شده در ای

ی مرتبه اول را براي برش هینظر ]8[اسدي و همکاران پرداخته اند. 

تحلیل پوسته استوانه اي به کار بستند. آنها با حل سه بعدي پوسته 

مورد نظر با استفاده از تحلیل المان محدود به مقایسه و اعتبار سنجی 

 هستتحلیل الاستیک پو ]9[حل خود پرداختند. ایپکچی و همکاران 

جدار ضخیم مخروطی را انجام دادند. آنها ضخامت پوسته را متغیر و 

با به کار بستن آنها فشار داخلی را نیز غیر یکنواخت در نظر گرفتند. 

توانستند حل نیمه تحلیلی براي پاسخ پوسته مورد  4اغتشاشات هینظر

 ]10[. عارفی و رحیمی نمایندنظر ارائه و با نتایج المان محدود مقایسه 

هاي مختلف و تاثیر ناهمگنی ،با در نظر گرفتن بار حرارتی و مکانیکی

روش دار منتشر کردند. آنها نیز از ها را براي سیلندر دو سر گیرمرز

برشی براي تحلیل مسئله خود استفاده نمودند. زوزولیا  هینظرانرژي و 

                                                             
1 failure 
2 buckling 
3 Shear deformation theory 
4 Perturbation theory 

برشی را براي سیلندر ناهمگن مورد  هینظرهاي مختلف نیز حالت ]11[

نشان  اوبررسی قرار داد و حل خود را با حل الاستیسیته مقایسه نمود. 

قابل قبولی براي تحلیل  برشی مرتبه اول دقت هینظرداد علارغم اینکه 

توان به نتایج با برشی می هینظرهاي دهد اما با بالا بردن ترممسئله می

 دقت بیشتري دست پیدا کرد.

 با متقارن محوري پوسته یک براي عمومی بندي فرمول ]12[کانگ 

 به رسیدن براي تعادل روش از او. داد ارائه را متغیر ضخامت و انحنا

 سازه بر متغیر ضخامت اثر از او واقع در .بهره برد سیستم نهایی معادلات

 حاکم بر معادلات به توان نمی تعادل معادلات با که چرا کرد صرفنظر

به  ]13[وو و لیو  .برد بهره انرژي روش از باید و رسید سیستم

هاي کامپوزیتی جدار ضخیم با استفاده از روش بندي پوسته فرمول

انرژي پرداختند. آنها میدان جابجایی را براي هر لایه به صورت جداگانه 

برشی مرتبه بالا در نظر گرفته و سپس با اعمال  هینظربا استفاده از 

هاي خاص بدست آوردند. پاسخ پوسته را در حالترزي مناسب شرایط م

حل نیمه تحلیلی المان محدود براي پوسته  ]14[سانتوس و همکاران 

ساخته شده از مواد هدفمند ارائه نمودند. آنها با بسط توابع جابجایی با 

یه در راستاي شعاعی؛ مسئله سه بعدي را به مسئله استفاده از سري فور

  دوبعدي تبدیل کرده و سپس به ارائه روش حل براي آن پرداختند.

هاي متفاوتی بر روي پوسته ها در حالت ترمومکانیکی نیز تحلیل

حالت  ]15[انجام شده است. به عنوان نمونه بهتوي و اسلامی 

ورد بررسی ي استوانه اي تحت بار حرارتی را مترموالاستیسیته پوسته

برشی مرتبه اول استفاده نموده و خواص  هینظرقرار دادند. آنها نیز از 

 ]16[ همکاران و گفتار خوشماده را به صورت تابعی در نظر گرفتند. 

آنها  کردند.  ارائه 2009 سال در را مدرج سیلندر ترموالاستیک آنالیز

 تابع یک اساس بر و متغیر صورت به را الکتریکی و مکانیکی خواص تمام

 ترموالاستیک آنالیز به ]17[ همکاران و گرفتند. جباري نظر در توانی

 و تحت بار حرارتی ضخیم جدار ساخته شده از مواد هدفمندسیلندر

 به را مکان تغییر حسب بر مواد خواص تغییر آنها .پرداختند مکانیکی

 ابتدا در آنها .گرفتند نظر در شعاعی مختصات از تابعی متقارن و صورت

 سیلندر در متقارن بعدي دو میدان یک سیلندر در بر حاکم دماي توزیع

 دو تعادل حاکم، رابطه دو در دما توزیع اعمال با کردند. سپس ارائه

 معادله دو .آمد بدست مکان تغییر متغیر دو حسب بر نهایی ناویر معادله

 عمومی و خصوصی هايحل یافتن با غیر همگن ناویر جزئی دیفرانسیل

 ضخیم جدار لندرسی ترموالاستیک بررسی به ]18[شائو  .شدند حل

 لایه زیادي تعداد به را حرارتی پرداخت. شائو سیلندر و مکانیکی بار تحت

 کرد. حل لایه جداگانه هر براي را حاکم معادلات و کرده تقسیم هموژن

 و داخلی هايلایه براي همچنین و لایه دو هر بین را مرزي شرایط سپس

تحلیل  .نمودخارجی اعمال کرده و جواب نهایی مسئله را تعین 

 ]19[دینامیکی ترموالاستیک سیلندر با لایه ناهمگن توسط داي و رائو 

بررسی شد. آنها از روش دیفرانسیل محدود براي حل معادلات خود 

  استفاده کرده و دقت کار خود را نشان دادند.

هاي دینامیکی مختلف نیز برشی مرتبه اول حتی براي حالت هینظر

 ]20[بسیار به کار برده شده است. به عنوان نمونه زانگ و همکاران 

هاي مکانیکی و حرارتی متغیر را سیلندر ناهمگن دو سر گیردار تحت بار

تحلیل نمودند. آنها از اصل همیلتون استفاده کردند. آمابیلی و ردي 

برشی  هینظرارتعاشات پوسته با انحناي دلخواه را با استفاده از  ]21[

با ارائه مثال سیلندر دو سر  بالا مورد بررسی قرار دادند. آنها مرتبه



  

 

ار
فت

 گ
ش

خو
د 

وا
ج

د 
حم

م
 

71  

 

هاي غیر خطی را مورد مطالعه قرار دادند. تورنابن و تاثیر ترم ،دارگیر

به بررسی ارتعاشات آزاد پوسته هاي متقارن محوري  ]22[ویولا 

برشی مرتبه اول استفاده کرده و همچنین  هینظرپرداختند. آنها از 

 تربیع جنس پوسته را نیز از مواد هدفمند انتخاب کردند. آنها از روش

   براي حل معادلات استفاده نمودند. 1دیفرانسیل

 2این زمینه مقالاتی نیز با در نظر گرفتن خاصیت پیزوالکتریکدر 

بندي  فرمول  ]23[عارفی و رحیمی  براي پوسته به چاپ رسیده است. 

پیزوالکتریک را ارائه نمودند. آنها  با خاصیت ضخیم پوسته هاي ناهمگن

تحلیل  .امت آن را متغیر در نظر گرفتندانحناي پوسته را دلخواه و ضخ

کوپل تنش اصلاح شده  هینظروالتریک با استفاده از پوسته پیز

و همچنین پوسته پیزوالکتریک بر بستر  ]25[غیر محلی  هینظر،]24[

بندي آنها  توسط محققان مورد بررسی قرار گرفته و فرمول ]26[ وینکلر

 ]27[ همچنین تحلیل ارتعاشات پوسته پیزوالکتریک بدست آمده است.

در  ]28[بندي پوسته پیزوالکتریک در میدان مغناطیسی  و فرمول

  مقالات اخیر بررسی شده و به چاپ رسیده است.

بندي پوسته متقارن محوري با انحناي  در این مقاله به فرمول

برشی پرداخته خواهد شد.  هینظردلخواه و ضخامت متغیر با استفاده از 

به ارائه حل براي  مورد نظر،با بدست آوردن معادلات حاکم بر پوسته 

با در نظر گرفتن هاي مختلف و بررسی نتایج پرداخته خواهد شد. حالت

 هینظرفشار متغیر و ضخامت متغیر، ارائه ي حل با استفاده از 

اغتشاشات انجام شده است. تاثیر شرایط مرزي همراه با تغییرات فشار و 

جنس پوسته ناهمگن ضخامت متغیر مورد بررسی قرار خواهد گرفت. 

کند. در نهایت با شده که در راستاي ضخامت تغییر میدر نظر گرفته 

 بندي نشان داده خواهد شد. لیت هاي فرمولبارائه نتایج عددي قا

 

  بندي عمومی پوسته متقارن محوري فرمول - 2

در این قسمت با به کار بستن تئوري برشی مرتبه اول و روش 

ي دلخواه و پوسته متقارن محوري با انحناانرژي، معادلات حاکم بر 

مقطع پوسته مورد نظر به همراه  طرحوارهشود.  ضخامت متغیر ارائه می

نشان داده شده است. همان طور که در شکل  1محور تقارن در شکل 

تعریف  R2و  R1نشان داده شده است، انحناي پوسته با دو شعاع 

 R1نامند. النهاري میی پوسته را منحنی نصف شود. انحناي میان می

ه عمود شعاع انحنا در صفح R2ي نصف النهاري و شعاع انحنا در صفحه

 آیندباشد که توسط رابطه زیر بدست میي نصف النهاري میبر صفحه

]1[.   

)1(  
3

2 12 2 2
1 2

(1 r )
, (1 r )R R r

r


  


  

)دستگاه مختصات منحنی الخط  ,z, )   براي تعیین مختصات

زاویه بین عمود بر منحنی نصف  توان به کار برد. پوسته را می

 فاصله عمودي تا منحنی نصف النهاري و  zالنهاري و محور تقارن، 

 باشد.ي محیطی میزاویه

  

                                                             
1 DQM 
2 piezoelectric 

  
  مقطع پوسته متقارن محوري با انحناي دلخواه -1 شکل

  

به دلیل شرایط تقارن محوري، جابجایی در راستاي محیطی وجود 

باشد. با انتخاب تمام مشتقات در این راستا صفر می در نتیجهنداشته و 

زیر، به تحلیل سیلندر پرداخته برشی مرتبه اول به صورت  هینظر

  .]6[ شود می

)2(  
0 1

0 1

(z, ) ( ) ( )

0

(z, ) ( ) ( )z

u u u z

u

u v v z





  

  

 



 

  

  شوند:صورت زیر تعریف می جایی به جابه هاي که در آن، مولفه

)3(  
0 0

1 1
0 0

(0, ) (0, )z

z

z z

u u v u

uu
v u

z z





 

 

 

  
    

    

  

میزان دوران المان پوسته در صفحه  1uو   1vدر واقع مقادیر 

- با توجه به فرضیات مسئله روابط کرنشمیانی را نشان میدهند. 

  .]24[ شوندبازنویسی میت عمومی به صورت زیر جابجایی براي مختصا

)4(  

,

, ,z ,

cos( ) sin( )1
(u u )

1 1
u (u u )

2 2
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zz z z z z
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براي میدان جابجایی و استفاده از روابط  )2(با درنظر گرفتن روابط 

  هاي جابجایی بدست آورد:میتوان کرنش را بر حسب مؤلفه )4(

)5(  

(0) (1)

(0) (1)

(0) (1)

(0) (1)

zz zz zz
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  که در آن:

)6(  

0, 0 1, 1

0 0 1 1

1

1, 10, 0
1

cos( )u sin( )v cos( )u sin( ) v
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1
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(0) (1) معرف کرنش غشایی و  معرف کرنش خمشی در پوسته
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توان با استفاده از رابطه زیر تغییرات انرژي بر واحد حجم را می باشد.می

  .]6[ محاسبه نمود

)7(  
2 (

)

zz zz

z z z

U

R rd dz

   

 

       

  


  




  

روابط هوك در جابجایی و - با در اختیار داشتن میدان کرنش 

-استفاده از روابط زیر محاسبه می دستگاه مختصات عمومی، تنش ها با

  .]6[شوند 

)8(  
( ) 2 , ,

2

i zz i

z z

G i zz

G

 

 

       

 

    


  

روي خارجی را ، تغییرات کار نیPبا در نظر گرفتن فشار داخلی 

فشار داخلی بر حسب  توان با استفاده از رابطه زیر محاسبه نمود.می

غیر یکنواخت و به صورت  1دستگاه مختصات تعریف شده در شکل  

  شود. فشار داخلی در نظر گرفته می

)9(  2 (r, ,z )
2

z
t

W P u d



    


   

Uبا در نظر گرفتن اصل کار مجازي،  W  و جایگذاري روابط ،

و همچنین یک سري محاسبات ریاضی، معادلات رفتاري  )9(و  )7(

  حاکم بر پوسته متقارن محوري به صورت روابط زیر بدست خواهد آمد.
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باشد. در براي پوسته با انحناي دلخواه می معادلات بدست آمده

- هاي مسئله میهاي خاص به بررسی پاسخقسمت بعد با معرفی حالت

  پردازیم.

  

  حالت هاي خاص - 3

دلخواه و براي هر پوسته متقارن محوري با انحناي  )10( معادلات

-هایی از موارد پرکاربرد پوستهباشند. نمونهضخامت متغیر بر قرار می

  آورده شده است. 1هاي متقارن محوري در جدول 

 
  

  

  

  پرکاربردمعرفی تعدادي از انحناهاي  -1 جدول

نوع 

 پوسته
R1 R2  

  a  a  کروي

استوانه 

  اي
  a  

    مخروطی
0sin( )

r


  

3  سهموي

2

cos

a


  2

cos

a


  

  بیضوي
2 2

3
2 2 2 2 2(a sin b cos )

a b

 

  
2

12 2 2 2 2(a sin b cos )

a

 

 

  

-می اي استوانه هايپوست ها، پوست انواع پرکاربردترین از یکی

 سایر و ها کن مبادله ها،راکتور در مخازن، هاپوسته از دسته این .باشد

در این بخش، . دارد کاربرد نظامی و اي هسته شیمیایی، تجهیزات

سیلندر ناهمگن با ضخامت ثابت و متغیر و فشار غیر یکنواخت مورد 

هاي نوان نمونه اي پرکاربرد از پوستهبررسی قرار خواهد گرفت به ع

هاي اصلی منحنی نصف گیرد. شعاعمتقارن مورد بررسی قرار می

 2سیلندر در شکل  طرحوارهآورده شده است.  1النهاري در جدول 

  نشان داده شده است.

  

  سیلندر طرحواره -2لشک

  

 ،شود همان طور که در شکل مشاهده می
2


   1وR 

توان متغیر جدید زیر را معرفی و روابط را بر اساس ، بنابراین میمیباشد

  بازنویسی کرد.آن 

)11(  1R d dx   

، روابط )11(با در نظر گرفتن متغیر جدید معرفی شده در رابطه 

به صورت زیر  )10(حاکم بر سیلندر مورد نظر پس از بازنویسی روابط 

  بیان خواهد شد.
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براي سیلندر با ضخامت دلخواه بدست آمده است. در  )12(روابط 

ابت و ضخامت متغیر، به بررسی ادامه با معرفی سیلندر با ضخامت ث

  شود. هاي حل و تحلیل نتایج پرداخته میروش

  

 سیلندر ناهمگن جدار ثابت  - 3-1

ت به فرم ماتریسی به را براي سیلندر با جدار ثاب )12(روابط 

  نویسی کرد.توان باز صورت زیر می

)13(       
2

1 2 32

d d
A y A y A y F

dxdx
    

  که در آن 
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  و

)15(   
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را  )13(تمامی ضرایب در پیوست آورده شده است. جواب معادله 

 رابطهگیریم (به صورت مجموع جواب عمومی و خصوصی درنظر می

)16((.  

)16(       h p
y y y   

  توان به صورت تابع نمایی در نظر گرفت.حل همگن را می

)17(      mx
h

y v e  

ي با جایگذاري تابع نمایی در معادله همگن به معادله مشخصه

  رسیم.می )18(

)18(     2
1 2 3{[ ] } 0mxA m A m A e    

- مشخصه میرمینان صفر معادله شرط وجود جواب غیرصفر، دت

  ) نشان داده شده است.19این شرط در رابطه ( باشد.

)19(     2
1 2 3[ ] 0A m A m A    

با برابر صفر قرار دادن دترمینان، هشت مقدار براي مقادیر ویژه 

نشان  )20(رابطه  شکلآید که جواب نهایی به نمایی بدست میتابع 

  داده شده است.

)20(     
8

1

m xi
ih i

i

y C v e



  

واب دستگاه معادلات دیفرانسیل ضرایب نا مشخص ج Ciضرایب 

آیند. در اینجا اده از شرایط مرزي مسئله بدست میباشند که با استفمی

گیریم. جواب خصوصی بر به صورت دو سر گیردار در نظر میسیلندر را 

 شود. استوانه تعیین می اساس نحوه توزیع فشار در طول

  

 سیلندر ناهمگن جدار متغیر  - 3-2

ماتریسی به  شکلر به را براي سیلندر جدار متغی )12(روابط 

  توان باز نویسی کرد.صورت زیر می

)21(  1 2 3 4
{ } { }

[B ] [B { }] { }
d d y d d y

y B B y F
dx dx dx dx

     

  که در آن:
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  و
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دستگاه ، )21(مابقی ضرایب در پیوست آورده شده است. رابطه 

باشد. در این قسمت با رانسیل ناهمگن با ضرایب متغیر میمعادلات دیف

پردازیم. در شات به حل این دستگاه معادلات میاغتشا هینظراستفاده از 

صورت بی بعد گام اول این رابطه را با استفاده از تغییر متغیر زیر به 

  نماییم.می تبدیل
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)24(  
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دون بعد به صورت ، رابطه را به فرم ب)21(در  )24(با اعمال رابطه 

طول نسبت ضخامت به  نماییم که در آن ضریب زیر بازنویسی می

  باشد.سیلندر می

)25(  
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2 * * * *
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* * *
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  که در آن:
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 . براي حلدر اینجا ستاره نشانه پارامترهاي بدون بعد شده میباشد

هاي مختلفی در نظر گرفت چرا که با معادله بدون بعد شده باید متغیر

یابد. افزایش روند ها، روند تغییرات نیز افزایش مینزدیک شدن به مرز

باشد. بدین منظور ابتدا زمند متغیر با حساسیت بالاتري میتغییرات نیا

نقاط دور از مرز تحت عنوان حل بیرونی و سپس نقاط نزدیک به مرز 

تحت عنوان حل داخلی مورد بررسی قرار خواهد گرفت. حل بیرونی بر 

  شود. شاشات به صورت رابطه زیر بیان میاساس تئوري اغت

)28(  * * * 2 *
0 1 2 ...outy Y Y Y      

ي اغتشاشات، شامل روشهاي ریاضی است که براي یافتن  نظریه

پاسخ تقریبی براي مسئله اي که پاسخ دقیق آن قابل دسترسی نیست، 

به کار میرود. یافتن این جواب تقریبی با یک پاسخ دقیق در یک مسئله 

بتوان نظریه اغتشاش را زمانی میتوان به کاربرد که  .شود مرتبط آغاز می

اي که  مسئله را با افزودن یک عبارت کوچک به توصیف ریاضی مسئله

بندي نمود. نظریه اغتشاش به عبارتی به  قابل حل دقیق است، فرمول

شود  سري توانی از یک پارامتر کوچک براي پاسخ مورد نظر منجر می

ي قابل حل کامل را به صورت کمی بیان میکند.  که انحرافات از مسئله

ي قابل حل دقیق است و  جمله از این سري توانی، پاسخ مسئلهاولین 

ي اصلی را  جمالت بعدي، انحراف از این پاسخ به دلیل انحراف از مسئله

  .توصیف میکند

و برابر قرار دادن جملات هم  )25(در  )28(با جایگذاري رابطه 

  مرتبه، به دستگاه معادلات زیر خواهیم رسید.
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سري عملیات  با یک )28(ضرایب رابطه  )29(با استفاده از روابط 

باشد. همان طور که از پیش اشاره شد، براي جبري قابل محاسبه می

باشد. متغیر جدید با حساسیت بیشتري می حل داخلی نیاز به تعریف

  شود. جدید به صورت رابطه زیر بیان می این متغیر

)30(  
*

* x a





  

0a   1ابتداي سیلندر وa  دهد. با انتهاي سیلندر را نشان می

  و بازنویسی آن خواهیم داشت: )25(در  )30(جایگذاري رابطه 

)31(  

* *
* * * *
1 2 3

* * *
4

{ } { }
[B ] [B { }] [B ]

[B ]{ } { }

d d y d d y
y

d d d d

y F

   
 

 

  

-ناهمگن معادله میب رابطه و قسمت بر اساس بسط تیلور، ضرای

 تواند به صورت زیر بازنویسی شود.

)32(  

*
* *

*
0 0

*
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0 0
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dx
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به  )31(براي حل معادله دیفرانسیل  )33(همانند قبل، تابع تقریبی

 شود. کار گرفته می

)33(  * * * 2 *
0 1 2 ...iny y y y      

هاي و برابر قرار دادن مرتبه )31(در  )33(با جایگذاري رابطه 

کم بر مسئله به صورت مساوي پارامتر اغتشاشی، معادلات دیفرانسیل حا

  آید.زیر بدست می

)34(  

*
*
1
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*
* * *
2 3

* * *
4
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d d
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فرانسیل ناهمگن با ضرایب ثابت دستگاه معادلات دی )34(رابطه 

توان به صورت زیر درنظر شد. حل این دستگاه معادلات را میبامی

*گرفت که در آن 
ihy  حل همگن و*

ipy  حل خصوصی دستگاه
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 باشد.معادلات می

)35(  * * *
i ih ipy y y   

 شکلل همگن را به همان طور که در قسمت قبل نیز اشاره شد، ح

 توان نوشت:توابع نمایی می

)36(  
8

*

1

mj j
ih j

j

y c v e




  

هاي ویژه به ترتیب مقادیر ویژه و بردار jvو  jmکه در آن 

با توجه به  jcباشند. همچنین مقادیر یم )34(ماتریس مشخصه رابطه 

شرایط مرزي مسئله بدست خواهند آمد. با توجه به دو انتهاي سیلندر، 

ضریب بر اساس شرایط انتهایی دو  8وجود دارد. ضریب مجهول  16

ضریب دیگر بر اساس وجود پاسخ محدود در  8سیلندر بدست آمده و 

  شرایط معرفی شده در رابطه زیر بدست خواهند آمد.

پاسخ خصوصی سیستم بر اساس نحوه توزیع فشار داخلی بدست 

توان با انتخاب تابع مناسب و جایگذاري نمونه میخواهد آمد. به عنوان 

  آن در معادلات حاکم بر سیستم، ضرایب آن را بدست آورد.

ي حل تحلیلی اغتشاشات به ارائه هینظرار بستن تا کنون با به ک

ها و دور از آن پرداخته تقریبی سیلندر مورد نظر براي نقاط نزدیک مرز

خارجی  مجموع حل داخلی و حلشد. پاسخ نهایی و عمومی سیلندر از 

  آید.پوشان بدست می منهاي حل هم

)38(  * * *
out in overy y y J    

overJ باشد که در هر دو حل داخلی و قسمتی از جواب می

خارجی تکرار شده است. قسمت هم پوشان با دور شدن از مرزها در 

آید که حل خارجی بدست میها در دن به مرزحل داخلی یا نزدیک ش

  در رابطه زیر نشان داده شده است.

  

 نتایج عددي  -3- 3

در این قسمت به بررسی نتایج حاصل از تحلیل و حل ارائه شده 

هاي ساده تر، به مقایسه با ي حالتواهیم پرداخت. در ابتدا با ارائهخ

 1کلاسیک هینظرمقایسه بین  3پردازیم. شکل هاي قبلی میکار

برشی مرتبه اول با حل تحلیلی و حل اغتشاشی براي سیلندر  هینظر،]1[

با توجه دهد. را نشان می داخلی ابت تحت فشار یکنواختهمگن جدار ث

به اینکه در حل لامه شرایط مرزي تاثیر ندارد و حل براي سیلندر با 

برشی نیز میانه  هینظرل با استفاده از طول زیاد ارائه شده است، در ح

سیلندر در نظر گرفته شده است تا اثر شرایط مرزي در نمودار کمینه 

کلاسیک تغییرات جابجایی  هینظرشود،  همان طور که مشاهده میشود. 

شعاعی و در طول سیلندر را صرف نظر کرده و تنها تغییرات در راستاي 

همچنین حل بدست آمده از حل دهد. ضخامت را مد نظر قرار می

براین با در اغتشاشی با حل دقیق سیلندر بر یکدیگر تطابق دارند. بنا

کافی از بسط جواب، جواب اغتشاشی با حل  جملاتنظر گرفتن تعداد 

 هینظرها، حل دقیق به یکدیگر همگرا خواهد شد. با دور شدن از مرز

  ند.شواول و کلاسیک به یکدیگر نزدیک میبرشی مرتبه 

                                                             
1 Lame solution 

مقایسه حل براي سطح داخلی سیلندر و سطح  2در جدول 

با توجه به حل لامه،  هاي مختلف آورده شده است.  هینظرخارجی آن با 

ها نیز در میانه سیلندر ارائه شده است تا اثر شرایط مرزي در  سایر پاسخ

تحلیل المان محدود در  ها کمترین میزان اثر خود را داشته باشند. پاسخ

سیلندر  انجام شده است. ANSYSافزار  با استفاده از نرماینجا 

میلیمتر  60میلیمتر، شعاع خارجی  40سازي شده با شعاع داخلی  مدل

راي مگاپاسگال و دا 60متر تحت فشار یکنواخت داخلی  1و طول 

جهت مقایسه با حل  انتهاي آن میباشد. گاهی گیردار در دو شرایط تکیه

با خواص الاستیک  Zirconiaلامه، ماده در نظر گرفته شده 

244.26596E GPa  0.2882و   و همگن در نظر گرفته شده

داراي  انجام شده و مدل solidبندي مدل با استفاده از المان  المان است.

  المان میباشد. 20672

  
  برشی مرتبه اول هینظرکلاسیک و  هینظرمقدار حاصل از  -3شکل 

  

در سطح داخلی و خارجی سیلندر با  جابجایی شعاعی -2 جدول

  هاي مختلف و روش المان محدود هینظراستفاده از 

FEM- 
Ansys 

FSDT- 
perturbation 

FSDT- 
exact 

Lame 
solution  

z  

17959/1  17957/1  17957/1  17960/1  h/2 

35022/1  30652/1  30652/1  35360/1  -h/2  

  

، به معرفی ماده هاي بیشتر تحلیل ارائه شدهقابلیت براي بررسی

 همگن غیر میکروسکوپی نظر پردازیم. مواد تابعی ازناهمگن تابعی می

 سمت تا سازه سمت یک از پیوسته طور به آنها خواص مکانیکی و بوده

 نسبت تغییر با تدریجی صورت به مواد تغییرات این .کندتغییر می دیگر

 ژاپن در ماده این بار اولین براي .شود می ایجاد ساختاري ماده حجمی دو

دو  از مواد این معمولا . شد ساخته دانشمندان توسط 1984 در سال

 ساختاري سرامیک ماده . شود می ساخته فلز و سرامیک ساختاري ماده

 درجات ،دمامقابل  در زیاد مقاومت و کم گرماي انتقال ضریب علت به

 لازم پذیري انعطاف فلز ماده ساختاري و کرده تحمل را بالا بسیار حرارت

 عدم مشکلات خواص مکانیکی پیوسته تغییرات علت کند. بهمی فراهم را

 آید. ازنمی وجود وجود دارد به کامپوزیت هاي سازه در که پیوستگی

 با ها آن در تنش تغییرات نمودن مواد بهینه این برجسته بسیار نکات

مدل ریاضی زیر  .است ساختاري تغییرات مواد پروفیل مناسب تغییر

با توجه به فرم انتگرالی  براي ارائه خواص ماده تابعی انتخاب شده است.

  معادلات، محدودیتی در انتخاب نحوه توزیع خواص ماده وجود ندارد.

)40(  1
( ) ( )( )

2
n

c m m
z

p z p p p
t

     

گنی در راستاي سیلندر را نشان هاي مختلف ناهمتوزیع nضریب 

)37(  
0for x

for x L





 

 
  

)39(  * *
0 1over out x out xJ y y    
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 nخواص مکانیکی دو ماده مختلف و  cpو  mpدهد. که در آن می

با  Zirconiaضریب ناهمگنی ماده مورد نظر می باشد. 

244.26596E GPa  0.2882و   6وTi AIV  با

122.55676E GPa  0.28838235و   براي ارائه نتایج عددي

  انتخاب شده است.

ابتدا سیلندر ناهمگن با ضخامت ثابت و فشار غیر  در اینجا

نشان داده شده است، مورد  4یکنواخت که شماتیک آن در شکل 

سیلندر مورد نظر به صورت دو سر گیردار در نظر  بررسی قرار میگیرد.

توزیع  گرفته شده و فشار به صورت فشار داخلی اعمال میگردد.

. آورده شده است 5 جابجایی شعاعی در طول سطح داخلی در شکل

(رابطه  با حل دقیق ))38(رابطه ( اغتشاشات هینظرحل با استفاده از 

شود  شده است. همان طور که مشاهده می در این نمودار مقایسه ))16(

به دلیل کاهش فشار  هاي یکسانی از هر دو روش اخذ شده است.پاسخ

 در طول سیلندر شاهد کاهش میزان جابجایی میباشیم.

  

  
  سیلندر جدار ثابت تحت فشار غیر یکنواخت داخلی -4شکل 

  

  
توزیع جابجایی شعاعی در طول سطح داخلی سیلندر با  -5شکل 

  ضخامت ثابت و فشار غیر یکنواخت
  

  

توزیع جابجایی محوري در طول سطح داخلی سیلندر با ضخامت 

 آورده شده است. در اینجا نیز 6ثابت و فشار غیر یکنواخت در شکل 

ها نیز به خوبی حل ارائه شده با حل دقیق همخوانی داشته و تاثیر مرز

بدلیل در نظر گرفتن تکیه گاههاي ثابت در دو سر  نشان داده است.

سیلندر، توضیع جابجایی محوري در طول سیلندر دو مقدار مثبت و 

منفی دارد. مقدار صفر جابجایی با توضیع یکنواخت فشار میانه سیلندر 

 د که در اینجا با توجه به فشار غیر یکنواخت جابجا شده است.خواهد بو

 ا ضخامت متغیر و فشار یکنواخت کهدر ادامه سیلندر ناهمگن ب

نشان داده شده است، مورد مطالعه قرار گرفته  7آن در شکل  طرحواره

تغییرات ضخامت در راستاي طول سیلندر به صورت خطی در است. 

ا نیز شرایط مرزي به صورت سیلندر دو در اینجنظر گرفته شده است. 

سر گیردار تعریف شده و تنها فشار داخلی براي آن منظور گردیده 

است. توزیع جابجایی شعاعی در طول سطح داخلی سیلندر با ضخامت 

نشان داده شده است. در این نمودار  8متغیر و فشار یکنواخت در شکل 

ی نیز تغییر کرده و با تغییر ضخامت و فشار، میزان جابجایی شعاع

هاي همگن و ناهمگن با ضریب افزایش میابد. پاسخ سیلندر براي حالت

 با یکدیگر مقایسه شده است. 1ناهمگنی 

  
توزیع جابجایی محوري در طول سطح داخلی سیلندر با  -6شکل 

  ضخامت ثابت و فشار غیر یکنواخت

  

  

  سیلندر جدار متغیر تحت فشار داخلی -7 شکل

  
 با سیلندر داخلی سطح طول در شعاعی جابجایی توزیع -8 شکل

  یکنواخت فشار و متغیر ضخامت
  

توزیع جابجایی محوري در طول سطح داخلی سیلندر با ضخامت 

شده است. همان طور که  آورده 9متغیر و فشار یکنواخت در شکل 

میزان تغییرات جابجایی در راستاي طول با توجه به  شودمشاهده می

تغییرات  تغییرات ضخامت و فشار در میانه سیلندر ناچیز بوده ولی
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ن حالت زیاد بوده و در نتیجه ها در ایجابجایی محوري در نزدیکی مرز

  باشد.اي حاصل از آن نیز حائز اهمیت میهتنش

 داخلی سطح طول در محوري جابجایی توزیع -9شکل 

  یکنواخت فشار و متغیر ضخامت با سیلندر

  

توان با  ها در مختصات مورد نظر، می با مشخص شدن توزیع جابجایی

هاي وارد بر سیلندر مورد  ها و تنش )، کرنش8) و (5استفاده از روابط (

به عنوان نمونه نحوه توزیع تنش  نظر را به آسانی محاسیه نمود.

در شکل زیر نشان داده  4محیطی براي سیلندر معرفی شده در شکل 

همان طور که مشاهده می شود، اگر چه تنش محیطی به شده است. 

خواص ماده همگن بستگی ندارد اما مستقل از ضریب ناهمگنی نمی 

به کارآیی باشد. در نتیجه با انتخاب ضریب ناهمگنی مناسب می توانیم 

بهینه پوسته مورد نظر برسیم. کاهش ضریب ناهمگنی کاهش تنش 

محیطی را نشان داده است. در اینجا نیز نحوه توزیع تنش با فشار وارده 

  از لحاظ فیزیکی همخوانی دارد.

  
توزیع تنش محیطی در راستاي طول براي سطح  - 10شکل 

  داخلی

  

  نتیجه گیري - 4

هاي متقارن محوري ناهمگن با انحناي دلخواه و بندي پوسته فرمول

برشی  هینظرضخامت متغیر تحت فشار غیر یکنواخت با استفاده از 

مرتبه اول در این پژوهش ارائه شد. ابتدا با در نظر گرفتن میدان 

جابجایی خطی براي جابجایی شعاعی و محوري، معادلات حاکم بر 

دیم. در ادامه با معرفی انواع پوسته با استفاده از روش انرژي بدست آور

هاي حل در حالات خاص و با انحناي پرکاربرد به بررسی روشپوسته 

براي سیلندر جدار ثابت صحت سنجی روابط پرداخته شد. حل دقیق 

دار همگن و ناهمگن تحت فشار یکنواخت و غیر یکنواخت دو سر گیر

دار متغیر جداخلی و حل با استفاده از تئوري اغتشاشات براي سیلندر 

 هینظري نتایج عددي به مقایسه حالت کلاسیک و ارائه گردید. با ارائه

هاي متفاوت خته شد. نتایج عددي براي ناهمگنیبرشی مرتبه اول پردا

و همچنین فشار غیر یکنواخت ارائه گردید. با انتخاب ناهمگنی مناسب، 

  به عملکرد بهینه پوسته خواهیم رسید.

  

   پیوست -5

)41(  

11 1

12 13 1

2
14 1 15 5

16 17 5

2
18 5

( 1)( )

( 1 )( )

[ ( 1)]( ), [ ( 5)]( )

[ ( 5) ]( )

[ ( 5)]( )

A c R z

A A c z R z

A z c R z A c R z

A A c z R z

A z c R z

  

   

     

   

  

  

 

)42(  

21 1 22 1 1

23 1 5

24 1 1 5

25 1 26 1 5

27 1 1

28 1

[ ( 2)], [ ( 2 / ( )( ) 3)]( )

[ ( 2 / ( )) ( 5)]( )

[ ( 2 / ( )( ) 3) ( 5( ))]( )

[( 2)], [( 2( ))1 / ( ) ( 5)]( )

[( 2) / ( ) ( 3)]( )

[( 2( ))

A c A c R z z c R z

A z c R z c R z

A z c R z z c c z R z

A c A c z R z c R z

A c z R z c R z

A c z z

      

    

     

    

   

 1 5/ ( ) ( 3( )) ( 5)]( )R z c z z c R z   
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31 5 32 2

33 2 2

34 2 2

35 2 2

2 3

[( 5)]( ), [( 2(1 / ( )))]

[( 2( / ( )) 3)]

[( 2 3)(1 / ( ))) / ( )

[( 2( 1 / ( )) 3) / ( )

( 3( 1 / ( )) 3)]( )

A c R z A c R z

A c z R z c

A c c R z z R z

A c z R z c z R z

c z R z c R z
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11 11 12 13 11 14 11

2
15 44 16 17 44 18 44

B C B B zC B z C

B C B B zC B z C
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C
B B B z C

R z
B B z B B z B C B B z
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B B z B B z B C
R z
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