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 چکیده

با شکل آزاد پرداخته  هاي میندلین به تحلیل پوسته - لاو و رایزنر- هاي کیرشهف در این پژوهش با استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک و بر اساس نظریه

شود. براي تعریف  سازي دقیق هندسه مسئله و تقریب متغیرهاي مجهول از توابع پایه یکسانی استفاده می ایزوژئومتریک براي مدلشده است. در روش 

گیري از  ، با بهرهمیندلین - رایزنردر استفاده از نظریه  هندسه پوسته در هر دو نظریه از سطوح تولید شده با استفاده از تکنیک نربز استفاده شده است.

براي جایی  لاو براي پوسته از سه درجه آزادي جابه- شود. نظریه کیرشهف صورت دقیق محاسبه می پوسته به بردار نرمال بر سطح میانمفهوم نقاط مهار، 

میندلین از سه درجه  - یه رایزنرنظر است. C1جوید، پس نیازمند پیوستگی  میچرخشی نیز از همان متغیرها بهره  و براي درجات آزادهر نقطه کنترلی 

شود. براي بررسی دقت  نیاز آن تأمین می C0پیوستگی با جوید که  جایی و دو درجه آزادي چرخشی مستقل براي هر نقطه کنترلی بهره می آزادي جابه

طرح و ها، مسئله پوسته با شکل آزاد  ن روشهاي داراي حل تحلیلی ارائه شده و براي نشان دادن کارایی و توانایی ای ها چند مثال از پوسته این روش

  آمده مورد بحث و بررسی قرار گرفته است. نتایج بدست

 .میندلین - لاو، نظریه رایزنر- هاي با شکل آزاد، نظریه کیرشهف تحلیل ایزوژئومتریک، پوسته :کلیدي هاي واژه
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Abstract 
This paper presents isogeometric analysis of free form shells based on Kirchhoff-Love and Reissner-Mindlin theories. The 
isogeometric approach utilizes Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) for different order approximation of the variables 
defining the geometry as well as the unknown functions. The geometry is defined for both theories by the NURBS technique for 
surface generation. In the employed Reissner-Mindlin shell theory, by making use of the anchor point concept the normal vector is 
calculated accurately. The Kirchhoff-Love shell theory uses three displacements degrees of freedom per node, but the Reissner-
Mindlin theory uses five degrees of freedom, three displacements and two rotations. Also, for Kirchhoff-Love shell theory C1 
continuity of the NURBS basis functions is needed, while for the Reissner-Mindlin shell theory C0 continuity is sufficient. Several 
standard benchmark examples with available analytical solutions are presented to demonstrate the performance and accuracy of the 
approaches. Also, a new benchmark problem is designed to study the performance of the methods as well as the convergence 
behavior of the presented approach when applied to completely free form shells. 

Keywords: Isogeometric Analysis; Free Form Shells; Kirchhoff-Love Theory; Riessner-Mindlin Theory. 
 

  مقدمه - 1

 که هستند پرکاربردي بسیار مهندسی هاي سازه واقع در ها پوسته

 هوافضا و مکانیک عمران، مهندسی جمله از مختلف هاي زمینه در

 در ها پوسته کاربردهاي ترین مهم از برخی. دارند فراوانی کاربردهاي

 انتقال خطوط در وسیع استفاده توان می را هوافضا و مکانیک مهندسی

  .نمود بیان موشک و هواپیما خودرو، صنایع فشار، تحت مخازن سیالات،

شوند  صورت سطوح انحنادار نمایش داده می هایی که به تمامی سازه

با نام پوسته معروف هستند. دو پارامتر لازم جهت تعریف هندسی 

ها عبارتند از شکل سطح میانی و ضخامت در هر نقطه از پوسته.  پوسته

این انحنا داشته و همین امر تحلیل  ها ارتباط تنگاتنگی با تحلیل پوسته

ا ه مانند تیرها و یا ورقها  تر از سایر سازه ها را به مراتب پیچیده سازه

هاي خمشی و  دو نظریه مهم و پرکاربرد در تحلیل ورق .کرده است

- نظریه کیرشهف"ها معروف به  ها مطرح است. یکی از این نظریه پوسته

Rهاي نازك ( براي پوسته "1لاو �⁄ ≥ و نظریه دیگر  ]2و  1[) 20

Rهاي ضخیم ( براي پوسته "2میندلین - نظریه رایزنر" �⁄ < ) هستند 20

میندلین اثر  - توان گفت که نظریه رایزنر طور خلاصه می . به]3[

گیرد که این اثر براي  ها در نظر می هاي برشی را در پوسته تغییرشکل

نظر کردن است. به همین دلیل  هاي نازك ناچیز و قابل صرف پوسته

شود. با  لاو تجویز می- هاي نازك استفاده از نظریه کیرشهف براي پوسته

ها با استفاده از  وسعه تحلیل صفحات خمشی و پوستهاین حال در ت

هاي نازك  میندلین، هم براي پوسته - روش اجزاي محدود، نظریه رایزنر

هاي ضخیم مورد توجه بیشتري قرار گرفته است. این  و هم براي پوسته

موضوع به این دلیل است که در این نظریه چرخش و تغییر مکان 

شوند و استفاده از  م در نظر گرفته میعنوان دو متغیر مستقل از ه به

                                                             
1 Kirchhoff-Love Theory 
2 Reissner-Mindlin Theory 
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باشد. در حالی که نظریه  ها کافی می براي آن �Cهایی با پیوستگی  المان

است. مشکلی که در  �Cهایی با پیوستگی  لاو نیازمند المان- کیرشهف

هاي نازك  میندلین به خصوص براي پوسته - استفاده از نظریه رایزنر

است که به استفاده از توابع پایه  1شدگی برشی وجود دارد، پدیده قفل

شدگی  براي کاهش قفل هاي مختلفی شود. راه مرتبه پایین مربوط می

برشی در روش تحلیل ایزوژئومتریک پیشنهاد شده است که در این 

اشاره  ]6[و اکتر  ]5[، بوکلیر ]4[آدام  هاي توان به پژوهش زمینه می

  کرد.

است  2ي، مکانیک کاربرديهاي علوم کاربرد ترین شاخه یکی از مهم

و در این شاخه از علم، به بررسی مسائلی در حوزه علم مکانیک 

هاي مکانیک کاربردي، مکانیک  شود. یکی از زیر مجموعه پرداخته می

است. براي حل مسائل حوزه مکانیک، معمولا با یک یا چند  3محاسباتی

بینی رفتار  معادله دیفرانسیل برخورد خواهیم کرد که براي پیش

هاي تحت اثر  ها، تنش مکانیکی مسئله مورد نظر، مانند تغییر مکان

ها و شکل مودهاي طبیعی، بایستی به حل  بارهاي وارده و یا فرکانس

ه اصلی پیدایش روش ایزوژئومتریک استفاده از اید این معادلات تن داد.

سازي دقیق هندسه جسم و تقریب حل است.  یکسان در مدل  توابع پایه

در واقع این نکته که از توابع پایه مشابه براي تولید هندسه و تحلیل 

شود که  شود، با نام مفهوم ایزوپارامتریک نام برده می مسئله استفاده می

یز کاملا مرسوم و شناخته شده است. در روش در روش اجزاي محدود ن

ایزوژئومتریک و مفهوم قدیم روش ایزوپارامتریک مورد استفاده در روش 

اجزاي محدود کلاسیک، تفاوت اساسی وجود دارد. این تفاوت را 

توان بدین صورت بیان کرد که در روش ایزوپارامتریک روش اجزاي  می

کل)، ابتدا براي تقریب زدن حل محدود کلاسیک از توابع پایه (توابع ش

شود. اما  ها براي تولید هندسه جسم استفاده می مسئله و سپس از آن

افتد؛  صورت عکس اتفاق می در روش ایزوژئومتریک این فرایند کاملا به

اي که قادر به تولید دقیق یا نسبتا دقیق هندسه  یعنی از توابع پایه

  شود. حل مسئله استفاده می زننده عنوان توابع تقریب جسم هستند، به

براي هر  ]7[در این پژوهش استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک 

ها و دو  ي پوسته پیشنهاد شده است. توصیف کاملی از پوسته دو نظریه

ارائه  2004در سال  ]8[ها توسط بیسچف  ي مهم حاکم بر آن نظریه

سازي  مدل ي کاملی از فرضیات رایج شده است. در این مرجع خلاصه

ها و نیز نحوه حل به روش اجزاي محدود ارائه شده است. از  در پوسته

اولین کارها در مورد استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک براي حل 

هاي کایندل  توان به پژوهش لاو می- ها بر اساس نظریه کیرشهف پوسته

ک اشاره کرد که در آن از پیوستگی بالایی که روش ایزوژئومتری ]9[

است. نگوین و همکارانش نوع  کند به خوبی استفاده شده راهم میف

هاي بدون  را براي پوسته  اسپلاین - ها موسوم به تی دیگري از اسپلاین

-از فرضیات کیرشهف ]10[چرخش پیشنهاد دادند. بنسون و همکاران 

. گویال و ندسازي استفاده کرد در نقاط گسسته ها لاو و اقناع آن

سازي  لاو و گسسته- هاي کیرشهف به بررسی پوسته ]11[همکارانش 

  .پرداختند 4ها با استفاده از نربزها آن

                                                             
1 Shear Locking 
2 Applied Mechanic 
3 Computational Mechanic 
4 Non-Uniform Rational B-Spline (NURBS) 

میندلین را در  - تحلیل پوسته رایزنر ]12[بنسون و همکارانش 

 - اي رایزنر تحلیل پوسته ]13[اجرا کردند. اهم و یون  Ls-dynaافزار  نرم

ها  اسپلاین - و تیبندي ایزوژئومتریک  میندلین را با استفاده از فرمول

و همچنین بوکلیر و همکارانش  ]14[انجام دادند. حسینی و همکاران 

دادند. دارنیچ و همکاران  ارائهالمان پوسته جامد ایزوژئومتریک را  ]15[

میندلین با استفاده از  - هاي رایزنر نیز به تحلیل پوسته ]16[

بندي غیرخطی هندسی و روش ایزوژئومتریک براي محاسبه  فرمول

اي خود را  بردار جهتی آن پرداختند. ایشان همچنین نسخه چند وصله

هاي  و پوسته ها تحلیل ورق ]18و  17[ نیکویی و حسنی توسعه دادند.

میندلین و بکارگیري  - فاده از نظریه رایزنرچندلایه هوشمند را با است

سازي  روش تحلیل ایزوژئومتریک پیشنهاد دادند. تحلیل و بهینه

انجام شد.  ]19[ لیها با استفاده از روش ایزوژئومتریک توسط  پوسته

در کار دیگري تحلیل ایزوژئومتریک  ]20[و همکاران  لیهمچنین، 

که ارائه دادند. پدیده اي را بر اساس ترکیب شب هاي پوسته سازه

هاي نازك با استفاده از روش  ها و پوسته شدگی در ورق قفل

مورد  ]21[میندلین توسط هو و همکاران  - ایزوژئومتریک و نظریه رایزنر

  بررسی قرار گرفت.

 - ي رایزنر خصیصه مهم دیگري که در تحلیل ایزوژئومتریک پوسته

وئی) براي بیان درجات میندلین مطرح است، بحث بردار جهتی (بردار س

آزادي چرخشی است. علت مشکل در تعریف بردار جهتی و عدم امکان 

توابع  نخست اینکهتعریف آنها بر روي نقاط کنترلی دو مسئله زیر است. 

مرسوم در روش ایزوژئومتریک، مانند نربزها، بر خلاف توابع شکل 

مسائل در بیشتر  دوم اینکه. ]22[اجزاي محدود، درونیاب نیستند 

سازي را تشکیل  اي، اکثر نقاط کنترلی، که در واقع نقاط گسسته پوسته

کنند، بر روي سطح  ها در اجزاي محدود را بازي می داده و نقش گره

شود.  شوند و مختصات در فضاي پارامتریک تعریف نمی پوسته واقع نمی

هایی براي تصویر نقاط کنترلی توسط بنسون  براي رفع این مشکل روش

  ارائه شده است. ]4[و آدام و همکاران  ]23[

هاي با شکل دلخواه و  در این مقاله سعی بر این شده است تا پوسته

با استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک و با تکیه بر هر دو نظریه  5آزاد

پوسته  و تعریف دقیق بردار نرمال میان میندلین - لاو و رایزنر- کیرشهف

براي نشان دادن  مورد بحث و بررسی قرار گیرند. با توجه به نقاط مهار

هایی که حل تحلیل آنها وجود دارد  توانایی روش ایزوژئومتریک، مثال

مورد بحث قرار گرفته است که دقت بالا و کارایی این روش، از لحاظ 

دهد. با توجه به نتایج بدست  زمانی و هزینه کم محاسبات را نشان می

توانایی این روش در حل هر نوع پوسته با  آمده از حل مسائل موجود،

این موضوع را در مثال  .توان انتظار داشت شکل دلخواه و آزاد را می

  توان مشاهده نمود. اي با شکل دلخواه است، می آخر، که پوسته
  

  اسپلاین و نربز - بی - 2

آشنا  پارامتريها باید با فضاي  ها و نربز اسپلاین - براي توصیف بی

بعد از بردار گرهی  فی آن در یکشد که براي معر

� = {��, ��, … , هاي آن  درایهشود، که  استفاده می {������

است که فضاي پارامتري را به  ��اي از اعداد حقیقی غیر نزولی  مجموعه

حال با داشتن یک بردار گرهی، توابع پایه کند.  هایی تقسیم می بخش

                                                             
5 Free Form Shell 
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pاز مرتبه  (�)�,��اسپلاین  - بی = تعریف  )1(صورت رابطه  به 0

  :]22[ شوند می

)1(  ��,�(�) = �
��    اگر         1 ⩽ � ⩽ ����

در غیر این صورت             0
 

صورت رابطه  توجه به روابط بازگشتی بهاسپلاین با  - توابع پایه بی

  شوند: ) بیان می2(

)2(  
��,�(�) =

� − ��

���� − ��

��,���(�) 

              +��,�(�) =
� − ��

���� − ��

��,���(�) 

ها است، فقط به بیان  از آنجا که این پژوهش حول محور پوسته

از  �کنیم. یک سطح نربز که در جهت  روابط سطوح نربز بسند می

) بیان 3صورت رابطه ( باشد، به qاز درجه  �و در جهت  pدرجه 

  شود: می

)3(  �(�, �) =
∑ ∑ ��,�(�)��,�(�)��,���,�

�
���

�
���

∑ ∑ ��,�(�)��,�(�)��,�
�
���

�
���

 

باشد که در دو جهت  شبکه نقاط کنترلی می {�,��}که در آن 

 - توابع پایه بی ��,���ها و  وزن {�,��}تعریف شده است. همچنین 

اند. اگر در  باشند که بر روي بردارهاي گرهی تعریف شده اسپلاین می

  :شود) تعریف 4صورت رابطه ( اي را به اي نسبی تکه ) تابع پایه3رابطه (

)4(  ��,�(�, �) =
��,�(�)��,�(�)��,�

∑ ∑ ��,�(�)��,�(�)��,�
�
���

�
���

 

  :توان نوشت میپس براي سطوح نربز 

)5(  �(�, �) = � � ��,�(�, �)��,�

�

���

�

���

  

  

  اي پرکاربرد هاي پوسته نظریه - 3

 ها پوسته و خمشی هاي ورق تحلیل در پرکاربرد و مهم ي نظریه دو

 براي "لاو- کیرشهف نظریه" به معروف ها نظریه این از یکی. است مطرح

 هاي پوسته براي "میندلین - رایزنر نظریه" دیگري و نازك هاي پوسته

 تحلیل از استفاده با روابط بندي فرمول ادامه، در. هستند ضخیم

 مدل و هندسه ایجاد در نربز پایه توابع بر مبتنی ایزوژئومتریک

  .است شده آورده نظریه دو هر اساس بر  پوسته محاسباتی
  

  لاو-نظریه کیرشهف - 3-1

 فرض و شود می گرفته نادیده برشی تغییرشکل نظریه، این در

 یافته تغییرشکل پوسته میانی سطح بر همواره جهتی بردار شود می

 میانی سطح بر عمود هاي صفحه در همچنین،. ماند می باقی عمود

 باقی عمود و صفحه همچنان تغییرشکل از بعد و نداده رخ اعوجاجی

 و خطی هندسه گرفتن نظر در با نازك هاي پوسته تغییرشکل .مانند می

 تشریح قابل طور کامل به پوسته میان سطح تغییرشکل از استفاده

 تمختصا از گیري بهره با پوسته میان سطح نگاشت. ]9[ هستند

��پارامتري  = �� و � =  یک از 1موقعیت بردار. گیرد می صورت �

  :آید می بدست) 6( رابطه صورت به 2مرجع هندسه در مادي نقطه

                                                             
1 Position vector 
2 Reference geometry 

)6(  �(�, �, �) = ��(�, �) +
1

2
ℎ���(�, �) 

 3یافته تغییرشکل هندسه براي را موقعیت بردار) 6( رابطه همانند

  :آید بدست می) 7( رابطه از استفاده با

)7(  �(�, �, �) = �(�, �) +
1

2
ℎ��(�, �) 

1−که  ≤ � ≤  �ضخامت پوسته و  ℎمختصات راستاي ضخامت،  1

,�)��بردار یکه نرمال پوسته است. توابع  ,�)�و  (� سطح  (�

صورت  به 5و تغییرشکل یافته 4مرجعپوسته را در پیکربندي  میان

جایی از هر نقطه دلخواه  کنند. همچنین میدان جابه پارامتري تبیین می

  آید: ) بدست می8صورت رابطه ( پوسته به

)8(  �(�, �, �) = �(�, �, �) − �(�, �, �) 

لاو مبنی بر عمود بودن بردار نرمال به - با توجه به فرض کیرشهف

و  ��پوسته پیکربندي تغییرشکل یافته، بردارهاي یکه نرمال  سطح میان

  شوند: ) استخراج می9صورت رابطه ( ) به7) و (6با توجه به روابط ( �

)9(  �� =
�,�

� × �,�
�

��,�
� × �,�

� �
;     � =

�,� × �,�

��,� × �,��
 

 {1,2}هاي یونانی استفاده شده است که مقادیر  در ادامه از اندیس

  دهند. را به خود اختصاص می

براي هر نقطه دلخواه از پوسته و سطح  6وارد همبردارهاي پایه 

  شود: ) تعریف می10صورت رابطه ( به مرجع میانی آن با پیکربندي

)10(  �� =
��

���
= �,�

� + ���
� ; �� =

��

��
= �� 

براي هر نقطه دلخواه از پوسته و  وارد همهمچنین بردارهاي پایه 

) 11صورت رابطه ( سطح میانی آن با پیکربندي تغییرشکل یافته به

  شود: تعریف می

)11(  �� =
∂�

∂ξ�
= �,� + ���; �� =

∂�

∂�
= � 

توان به دو بخش، بخش ثابت ناشی از نیروهاي  تانسور کرنش را می

غشایی و بخش خطی ناشی از خمش، تقسیم کرد. در ادامه ضرایب 

  ) ارائه خواهند شد:12صورت رابطه ( ، کرنش بهوارد هم

)12(  ��� = ��� + ���� =
1

2
�g�� − ���� + ����� − ���� 

صورت رابطه  و تانسور انحنا سطح به وارد همکه تانسور متریک 

  شوند: ) تعریف می13(

)13(  
g�� = ��. ��;      ��� = ��. ��; 

��� = −��,�. �;   ��� = −��,�. �� 

اي از اصل کار  ي پوسته براي رسیدن به معادله تعادل حاکم بر سازه

رابطه  شود که در مجازي براي نیروهاي داخلی و خارجی استفاده می

  ) بیان شده است:14(

)14(  �� = ����� + �����  

  ) نوشته شود:15تواند به شکل رابطه ( تانسور تنش می

                                                             
3 Deformed geometry 
4 Reference configuration 
5 Deformed configuration 
6 Covariant base vector 
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)15(  �

���

���

���

� =
�

1 − ��
�
1 � 0
� 1 0
0 0 (1 − �) 2⁄

� �
���

���

2���

� 

ضریب  �ضریب الاستیک و  �ها،  کرنش ���ها،  تنش ���که 

  پواسون هستند.

فقط محدود به  بعدي ي نازك، توصیف سه ي پوسته براي نظریه

هاي عمودي عرضی در نظر گرفته  پوسته شده و تنش سطح میان

���شوند ( نمی = 0.(  

) و توابع 6در اینجا ابتدا سطح پوسته اولیه را با استفاده از رابطه (

  :شود زده میپایه نربز، تقریب 

)16(  ��(�, �) = � ��(�, �)��

�

���

 

  :شود ) بیان می17صورت رابطه ( بهجایی نیز  میدان جابه

)17(  �(�, �) = � ��(�, �)��

�

���

 

 )18(هاي  صورت رابطه هاي خمشی به هاي غشایی و کرنش کرنش

  آیند: بدست می )19(و 

)18(  �(�, �) = � ��
� (�, �)��

�

���

 

  و

)19(  �(�, �) = � ��
� (�, �)��

�

���

 

��هاي  براي ماتریس
��و  �

   خواهیم داشت: �

)20(  B�
� = �

�,�
� φ,�

� . e� �,�
� φ,�

� . e� �,�
� φ,�

� . e�

�,�
� φ,�

� . e� �,�
� φ,�

� . e� �,�
� φ,�

� . e�

��,�
� φ,�

� + �,�
� φ,�

� �. e� ��,�
� φ,�

� + �,�
� φ,�

� �. e� ��,�
� φ,�

� + �,�
� φ,�

� �. e�

� 

  و

)21(  ��
� = �

����
� . �� ����

� . �� ����
� . ��

����
� . �� ����

� . �� ����
� . ��

2����
� . �� 2����

� . �� 2����
� . ��

� 

بردارهاي پایه در دستگاه مختصات متعامد  ��و  ��،  ��که در آن 

����هستند و براي 
  خواهیم داشت: �

)22(  
B���

� = φ,��
� . t�

1

��̅
��,�

� �φ,�
� × t�� − �,�

� �φ,�
� × t��� 

           +
1

��̅

��,�
� �φ,��

� × φ,�
� � − �,�

� �φ,��
� × φ,�

� �� 

با ترکیب همزمان نیروهاي غشایی و خمشی و نوشتن رابطه خطی 

صورت رابطه  به �جایی براي بدست آوردن مجهولات گرهی  جابه - نیرو

  :) خواهد بود23(

)23(  �� = � 

ي غشایی و خمشی در ماتریس ها سختی 1بندي در نهایت با سرهم

بدست خواهد آمد و با حل ) 24صورت رابطه ( به �ماتریس کلی  کلی

  گردند. ) مجهولات مسئله معین می23معادله (

)24(  ��� = � �ℎ(��
� )����

� +
ℎ�

12
(��

� )����
� � ��̅d�d�

�

 

  

                                                             
1 Assembly 

  میندلین -نظریه رایزنر -2- 3

هاي نازك و اعمال  طور که در قسمت قبل، درباره پوسته همان

لاو توضیح داده شد، یکی از معایب این نظریه عدم -نظریه کیرشهف

درنظر گرفتن تغییرشکل برشی است. براي رفع این مشکل، رایزنر 

ي قبل، تغییرشکل  اي معرفی کرد که بر خلاف نظریه ) نظریه1945(

) تکامل 1954ن نظریه توسط میندلین (گیرد. ای برشی را در نظر می

  .]3[میندلین شهرت یافت  - یافت و به نظریه رایزنر

ي عمود بر  صفحهفرضیه حاکم بر این نظریه این گونه است که 

 تواند و میماند  پوسته، بعد از تغییرشکل نیز صفحه باقی می سطح میان

سازد  م میاین فرض این امکان را فراه .نباشدپوسته عمود  بر سطح میان

  ها در نظر گرفته شوند. صورت مستقل از تغییر مکان ها به که چرخش

در این بخش مبانی این نظریه و روابط حاکم بر پوسته بیان 

شود. روند کار بدین گونه است که براي هر نقطه پوسته یک دستگاه  می

شود که فرضیات مکانیکی مبتنی بر این  مختصات محلی تعریف می

کند. در نهایت با داشتن زوایاي  دستگاه معنا پیدا می نظریه در این

د ورهاي دستگاه کلی و با اعمال قواعمحورهاي دستگاه مذکور با مح

مربوط به چرخش محورهاي مختصات، نتایج به دستگاه مختصات کلی 

یابد. به بیان دیگر، در این بخش فرض بر این است که  انتقال می

 بر هم منطبق نیستند.هاي مختصات محلی و کلی  دستگاه

 اي در تحلیل ایزوژئومتریک، سطح هاي پوسته براي ایجاد المان

شود. هر نقطه بر  با استفاده از سطوح نربز توصیف می میانی سازه پوسته

باشد؛ سه درجه آزادي  روي سطح پوسته داراي پنج درجه آزادي می

تغییر مکانی و دو درجه آزادي چرخشی. از آنجا که نقاط کنترلی بر 

) و نیز باید دستگاه 1شکل روي سطح سازه پوسته قرار ندارند (

صیف درجات آزادي چرخشی مختصات محلی در هر نقطه براي تو

هاي گوناگونی براي ایجاد این نقاط از نگاشت  وجود داشته باشد، روش

نقاط کنترلی بر روي سطح میانی پوسته، که معروف به نقاط مهار 

 .]12[ هستند، تعریف شده است

بندي حاضر، که مبتنی بر توابع نربز و نقاط کنترلی  در فرمول

طور مستقیم روي نقاط کنترلی  را به توان بردارهاي متعامد است، نمی

تعریف نمود و در نتیجه امکان اختصاص درجات آزادي چرخشی به 

نقاط کنترلی وجود ندارد. جهت رفع این مشکل، یک الگوي نگاشت 

تواند مورد استفاده قرار گیرد. بدین منظور، هر نقطه کنترلی به یک  می

شود  سته نگاشته مینقطه در فضاي فیزیکی و روي سطح میانی سازه پو

از  یکی .شوند یم فینقطه تعر نیا يرو یچرخش يآزاد و درجات

 یمحاسبات نهیروش هز نیفاصله را با آن دارد، است. اشکال ا نیتر ساده

  نیکه کمتر یانیاز سطح م يا با نقطه یها، نگاشت هر نقطه کنترل روش
 

  
ایجاد دستگاه مختصات محلی بر روي تصویر نقطه کنترلی و  -1شکل 

  سطح پوسته
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اي باید یک روش تکراري  زیاد آن است. براي پیدا کردن چنین نقطه

کار گرفته شود. این هزینه با ریزتر شدن  مانند جستجوي نیوتن به

در این پژوهش از روش مذکور به علت  یابد. شبکه به سرعت افزایش می

ه و از یک الگوي ساده استفاده هزینه بالاي محاسباتی صرف نظر شد

شود. نگاشت مورد استفاده بدین صورت است که براي هر نقطه  می

شود. البته توجه شود که  کنترلی یک نقطه در فضاي گرهی متناظر می

یک قرار ندارند. در این روش، نقطه  به این نقاط در یک تناظر یک

 شده و به نقطه نگاشته ،با روش بیان شده ،بر روي پوسته ��کنترلی 

��
  ).1شکل شود ( ، که مبدا دستگاه مختصات محلی است، تبدیل می¢

توان نقطه متناظر هر نقطه  صورت قرار دادي می با این حال، به

، نقطه �,��کنترلی را روي فضاي گرهی تعریف نمود. براي هر تابع پایه 

��مهار که با  = ����, ) 25صورت رابطه ( شود، به نمایش داده می ����

  قابل تعریف است:

)25(  ��� = �

���(���) �⁄ اگر � فرد باشد                          

1

2
����(�) �⁄ + ���(�) �⁄ اگر � زوج باشد   �

 

  .بدست خواهد آمد) 25نیز مشابه رابطه ( ���

شود که براي  شود، این تعریف طوري انجام می چنانچه ملاحظه می

ها و براي درجات زوج این نقاط  توابع از درجه فرد نقاط مهار همان گره

  هاي گرهی قرار گیرند. مرکز دهانه

میندلین  - ي رایزنر هاي پوسته بر اساس نظریه در ایجاد المان

  شود: ) بیان می26صورت رابطه ( ، بردار موقعیت به]12[

)26(  � = �
�
�
�

� = � ��(�, �)��

�

���

+ � � ��(�, �)���

��

2

�

���

 

 [1 1−]��ضخامت پوسته، و  ��ام، �مختصات نقطه کنترلی  ��که 

بردار نرمال دقیق نقطه مهار  ���مختصات راستاي ضخامت است. 

  شود: ) بیان می27صورت رابطه ( مربوطه است که به

)27(  ��� =
�,� × �,�

��,� × �,��
 

 گر بیان معادله این راست سمت اول جمله ،)26( رابطه به توجه با

همچنین  .است پوسته ضخامت گر بیان دوم، جمله و پوسته میان سطح

  :شود می بیان) 28( صورت رابطه به جایی جابه بردار

)28(  � = �
�
�
�

� = � ��(�, �) �

��

��

��

�

�

���

+ � � ��(�, �)��

��

2
�
���

���
�

�

���

 

شامل دو بردار دیگر است که امتدادي اختیاري داشته و  ��

  شود: ) بیان می29صورت رابطه ( به

)29(  �� = [−��� ���] 

چرخش متناظر با این بردارهاي  ��� و ���) 28همچنین در رابطه (

  باشند. جهتی می

بندي ایزوژئومتریک پوسته و بدست آوردن ماتریس سختی  فرمول

یابی به این  گیرد. براي دست آن، با توجه به اصل کار مجازي صورت می

گیري بر روي پوسته است. براي این کار، یک المان  مهم نیاز به انتگرال

گیري به  شود. نقاط انتگرال معرفی می گیري عددي پایه براي انتگرال

خوبی از المان پایه به فضاي پارامتري و از آنجا به فضاي فیزیکی 

). براي ایجاد ارتباط بین فضاي فیزیکی و 2شوند (شکل  نگاشته می

  ) است:30رابطه ( جاکوبیپارامتري نیاز به ماتریس 

)30(  �� = �

�,� �,� �,�

�,� �,� �,�

�,� �,� �,�

� 

شود،  گیري گوس در فضاي پایه انجام می با توجه به اینکه انتگرال

ي  نیاز به تبدیلی دیگر از فضاي پارامتري نربز به فضاي پایه

 شود: ) معرفی می31صورت رابطه ( این تبدیل بهگیري است.  انتگرال

)31(  

� =
��

2
(�� − ��) +

1

2
(�� + ��) 

� =
�̂

2
(�� − ��) +

1

2
(�� + ��) 

� = �� 

 را توان آن می شود که می �� یجاکوباین تبدیل منجر به ایجاد 

  :نمود) بیان 32صورت رابطه ( به

)32(  �� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1

2
(�� − ��) 0 0

0
1

2
(�� − ��) 0

0 0 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

، xجایی را نسبت به پارامترهاي  جابهها مشتقات  براي یافتن کرنش

y  وz آیند: ) بدست می33صورت رابطه ( به  

)33(  
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⎪
⎪
⎪
⎨
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⎪
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⎧
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�,�
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⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
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⎫

 

  شود: ) محاسبه می34صورت رابطه ( به � یجاکوبکه در آن 

)34(  � = ���� 

  بنابراین خواهیم داشت:

)35(  ⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

�,�
�,�
�,�
�,�
�,�
�,�
�,�
�,�
�,�⎭

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

= � ��

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

��

��

��

���

���⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

= �

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡��,� 0 0 −�� �ℓ�,� � �� + ℓ� � ��,�� �� �ℓ�,� � �� + ℓ� � ��,��

��,� 0 0 −�� �ℓ�,� � �� + ℓ� � ��,�� �� �ℓ�,� � �� + ℓ� � ��,��

0 0 0 −ℓ� � ��

ℎ�

2
ℓ� � ��

ℎ�

2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 −�� � ��

ℎ�

2
�� � ��

ℎ�

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

��
� 

��که در آن  =
��

�
جایی از  جابه - که سرانجام، روابط کرنش است. �

  ) بدست خواهند آمد:35) تا (26ترکیب روابط (

)36(  ����  ���  ���  ���  ���  ����
�

= � ����
� 

�که  جایی = صورت رابطه  ماتریس تبدیل مختصات به �و  ����

  شوند. ) بیان می38صورت رابطه ( به �) و 37(
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  ]24[ گیري فضاهاي فیزیکی، پارامتري و پایه در انتگرال -2شکل 

  

)37(  

�

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

ℓ�
� ��

� ��
� ℓ��� ���� ℓ���

ℓ�
� ��

� ��
� ℓ��� ���� ℓ���

ℓ�
� ��

� ��
� ℓ��� ���� ℓ���

2ℓ�ℓ� 2���� 2���� ℓ��� + ℓ��� ���� + ���� ℓ��� + ℓ���

2ℓ�ℓ� 2���� 2���� ℓ��� + ℓ��� ���� + ���� ℓ��� + ℓ���

2ℓ�ℓ� 2���� 2���� ℓ��� + ℓ��� ���� + ���� ℓ��� + ℓ���⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

  و

)38(  � =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  شود: ) معرفی می39صورت رابطه ( به �در نتیجه ماتریس سختی 

)39(  

� = � ����d�

�

 = � � � ����|����|d��d�̂d��

�

��

�

��

�

��

 

       = � ��
����|����|

��

���

�� 

وزن نقاط  ��گیري گوسی،  مجموع نقاط انتگرال ��که در آن، 

 باشد. ماتریس مواد می �ماتریس مشتقات نربز و  �گیري،  انتگرال

 

 نتایج عددي - 4

در این پژوهش براي نشان دادن کارایی روش تحلیل مطرح شده 

. گیرند ها، دو دسته از مسائل مورد بحث و بررسی قرار می در پوسته

دسته اول مسائلی موسوم به مسائل معیار هستند که مبناي مناسبی 

اند و  هاي تحلیل خطی ارتجاعی پوسته براي سنجش درستی روش

ها با شکل آزاد هستند که در اینجا  دسته دوم مسائلی مربوط به پوسته

  گیرند. مورد بررسی قرار می

 مسائل معیار پوسته شامل سه مسئله استوانه تحت فشار با

لو هستند که در  - کره تحت فشار و بام اسکوردلیس دیافراگم صلب، نیم

. در هر یک از این ]25[ها پرداخته شده است  ادامه به تشریح آن

هاي مختلف بر مبناي دو  بندي ها، تحلیل ایزوژئومتریک با شبکه مثال

انجام شده و نتایج با  "میندلین -رایزنر"و  "لاو -کیرشهف"ي  نظریه

  حل تحلیلی مقایسه شده است.
  

  مسائل معیار - 4-1

اي تحت فشار با دیافراگم صلب است. این مسئله  مثال اول، استوانه

هاي عددي براي دو حالت خمشی  هاي روش ترین آزمون یکی از بحرانی

مشاهده  3. سازه مذکور چنانچه در شکل ]25[ باشد و غشایی می

�شود، تحت دو بار متمرکز  می = راستا و خلاف جهت در راستاي  هم 1

گاه دیافراگم  قطر خود قرار گرفته است. مرزهاي استوانه تحت تکیه

صلب قرار دارند که به غیر از تغییرمکان در جهت محور استوانه و 

چرخش حول محور مماس بر مرز، سایر درجات آزادي آن مقید است. 

ها،  تصات نقاط کنترلی مورد استفاده به همراه مقادیر وزنهمچنین مخ

) 40صورت رابطه ( پارامترهاي مسئله بهقابل مشاهده است.  1در جدول 

  شود: بیان می

)40(  � = 3 × 10�;  � = 0.3;  � = 300;  � = 600;   � = 3  

  

  
و شرایط  اي تحت فشار با دیافراگم صلب پوسته استوانه -3شکل 

  مرزي

  

 �طول و  �شعاع،  �ضریب پواسون،  �مدول الاستیسیته،  �که 

باشد. به دلیل تقارن مضاعف موجود در مسئله، تنها  ضخامت استوانه می

  شود. سازي می استوانه مدل یک هشتم
  

  هاي نقاط کنترلی استوانه تحت فشار مختصات و وزن -1 جدول

  وزن  x y  z  نقطه

1  300  0  0  1  

2  300  300  0  71/0  

3  0  300  0  1  

4  300  0  300 1  

5  300  300  300 71/0  

6  0  300  300 1  

  

تابع نربز حل شده است. از حل  5و  4، 3، 2این مسئله با درجات 

تحلیلی این مسئله مقدار تغییرمکان شعاعی نقطه زیر بار متمرکز، برابر 
5 -10×8248/1uref = 20[آید  بدست می[.  

، 10، 5براي حل ایزوژئومتریک این مسئله شبکه نقاط کنترلی با 

نمودار  4. شکل شود ه میطه در هر لبه درنظر گرفتنق 65و  35، 20

-همگرایی پاسخ براي مسئله مذکور را با استفاده از دو نظریه کیرشهف

دهد. همچنین، کانتور تغییرشکل  میندلین نشان می - لاو و رایزنر

  قابل مشاهده است. 5شکل  اي در شعاعی پوسته استوانه
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  میندلین -نظریه رایزنر(ب) لاو   -نظریه کیرشهفنمودار همگرایی خیز شعاعی بیشینه استوانه تحت فشار (الف)  -4شکل 
  

  
  کانتور تغییرمکان شعاعی استوانه تحت فشار -5شکل 

  

لو تحت اثر وزن  -سازه بام اسکوردلیسمثال دوم به تحلیل 

پردازد. این مسئله معیار استانداردي براي مسائل پوسته  خودش می

باشد که در آن نیروهاي غشایی نقش نیروهاي غالب را بازي  می

این سازه را با پارامترهاي هندسی تعریف  6. شکل ]25[ کنند می

گاه دیافراگم  دهد. دو مرز خمیده سازه تحت تکیه اش نشان می شده

صلب قرار دارند که اجازه حرکت در راستاي محور سازه و چرخش حول 

صورت رابطه  پارامترهاي مسئله به دهد. محور مماس بر مرز را به آن می

  شود: ) بیان می41(

)41(  � = 4.32 × 10�;  � = 0.0;  � = 25;  � = 50;  � = 0.25  

 

  
گاه  لو تحت وزن خودش با تکیه -پوسته بام اسکوردلیس -6شکل 

  دیافراگم صلب

  

طول  �شعاع انحنا،  �ضریب پواسون،  �مدول الاستیسیته،  �که 

باشد. با توجه به تقارن، تنها یک چهارم  ضخامت بام اسکوردلیس می �و 

رود.  کار می سازي و تحلیل به سازه با شرایط مرزي مناسب جهت مدل

  تابع نربز حل شده است. 5و  4، 3، 2این مسئله با درجات 

از حل تحلیلی این مسئله مقدار تغییرمکان میانی لبه آزاد برابر 

3024/0uref = کانتور تغییرمکان قائم  7. شکل ]25[آید  بدست می

  دهد. بدست آمده از حل ایزوژئومتریک این مسئله را نشان می
  

  
  لو -کانتور تغییرمکان قائم بام اسکوردلیس -7شکل 

  

، 10، 5نقاط کنترلی با   براي حل ایزوژئومتریک این مسئله شبکه

شود. همگرایی  نقطه کنترلی در هر لبه درنظر گرفته می  35و  20

پاسخ این تغییرمکان در نقطه میانی لبه آزاد با استفاده از دو نظریه ذکر 

  نشان داده شده است. 8شده در شکل 

است  9ار مطابق شکل کره تحت فش مثال سوم یک سازه پوسته نیم

�که توسط دو نیروي شعاعی خلاف جهت هم با بزرگی  = بارگذاري  2

کره آزاد است. همچنین مختصات نقاط  شده است. لبه تحتانی نیم

ذکر شده  2ها، در جدول  کنترلی مورد استفاده به همراه مقادیر وزن

  شود: ) بیان می42صورت رابطه ( است. پارامترهاي مسئله به

)42(  � = 6.825 × 10�;  � = 0.3;  � = 10;  � = 0.04  

 �کره و  شعاع نیم �ضریب پواسون،  �مدول الاستیسیته،  �که 

بندي پوسته  باشد. این مسئله معیار مناسبی از فرمول ضخامت سازه می

باشد. همچنین  در ارائه مودهاي تغییرشکل بدون تغییر حجم می

شود. با توجه به  توان گفت که هیچ کرنش غشایی در آن ایجاد نمی می

  گردد. تقارن مسئله، تنها یک چهارم آن مدل می
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  )ب(  )الف(

  میندلین -لاو   (ب) نظریه رایزنر-(الف) نظریه کیرشهف لو -اسکوردلیسبام نمودار همگرایی خیز بیشینه نرمال  -8شکل 
  

  

  
  کره تحت فشار نیمپوسته  -9شکل 

  

حل تحلیلی براي تغییرمکان شعاعی نقطه زیر بار متمرکز مقدار 

. کانتور تغییرمکان شعاعی ]25[دهد  را نشان می = 094/0urefخیز 

حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک و نمودار همگرایی خیز شعاعی نقطه زیر 

دهنده  ناند که نشا نشان داده شده 11و  10هاي  ترتیب در شکل بار، به

  اي است. هاي پوسته کارایی روش حاضر براي تحلیل سازه

، که مقایسه دو نظریه 11و  8، 5هاي  طور که در شکل همان

شود  موجود با استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک است، مشاهده می

میندلین با به کار بردن درجات آزادي چرخشی مستقل،  -نظریه رایزنر

  اند، در رسیدن به دارهاي نرمال دقیق حاصل شدهگیري از بر که با بهره

  

  کره تحت فشار هاي نقاط کنترلی نیم مختصات و وزن -2 جدول

  وزن  x y  z  نقطه

1  10  0  0  1  

2  10  10  0  71/0  

3  0  10  0  1  

4  10  0  10  71/0  

5  10  10  10  5/0  

6  0  10  10  71/0  

7  0  0  10  1  

8  0  0  10  71/0  

9  0  0  10  1  

  

  

  
  کره تحت فشار کانتور تغییرمکان شعاعی نیم - 10شکل 

  

کند؛ یعنی با  لاو عمل می-تر از نظریه کیرشهف تر و سریع جواب، دقیق

استفاده از تعداد نقاط کنترلی کمتر و یا بکارگیري توابع پایه مرتبه 

  شود. میتر به جواب تحلیلی همگرا  تر سریع پایین

  

  مسائل پوسته با شکل آزاد - 4-2

اي با شکل دلخواه جهت بررسی کارایی  ي پوسته مثال چهارم سازه

اي به همراه  کند. شکل اولیه این سازه پوسته روش ارائه شده را بیان می

همچنین  نشان داده شده است. 12کنترلی آن در شکل  نقطه 16

ها، در جدول  دیر وزنمختصات نقاط کنترلی مورد استفاده به همراه مقا

  قابل رؤیت است. 3

گاه ساده مقید شده  ي خود توسط تکیه سازه مذکور در چهار گوشه

��و تحت اثر بار گسترده یکنواخت  = بر واحد سطح در جهت  100

) بیان 43صورت رابطه ( قرار دارد. پارامترهاي این مسئله به zمحور 

  شود: می

)43(  � = 2.5 × 10�;   � = 0.29;   � = 0.3 

ضخامت سازه  �ضریب پواسون و  �مدول الاستیسیته،  �که 

 باشد که در همه نقاط ثابت فرض شده است. براي پوسته شکل آزاد می

این پوسته شکل آزاد، با استفاده از دو بردار گرهی 

Ξ = Ηو  {0,0,0,0,1,1,1,1} = و همچنین  {0,0,0,0,1,1,1,1}

ي پوسته و  نقطه کنترلی در هر لبه 35و  19، 11، 7، 5هایی با  شبکه

 همگرا =9839/0uخیز قائم بیشینه به مقدار  5و  4، 3درجات تابع نربز 

نشان داده شده  13یافته در شکل  کلشده است. کانتور پوسته تغییرش

  است و همچنین، نمودار همگرایی خیز قائم بیشینه با استفاده از دو
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  میندلین -نظریه رایزنرلاو   (ب) -کره تحت فشار (الف) نظریه کیرشهف نمودار همگرایی خیز شعاعی بیشینه نیم -11شکل 

  

  
  پوسته شکل آزاد به همراه نقاط کنترلی -12شکل 

  

  آورده شده است. 14میندلین در شکل  -لاو و رایزنر -روش کیرشهف

 بررسیاي با شکل دلخواه مورد  جا که در این مسئله پوسته از آن

قرار گرفته است مرجعی براي مقایسه وجود ندارد؛ با این وجود، 

  همگرایی پاسخ و شکل تغییر یافته پوسته شکل آزاد نشان از کارآمدي
  

  هاي نقاط کنترلی پوسته شکل آزاد مختصات و وزن -3 جدول

  وزن  x y  z  نقطه

1  10 -  10 -  2  1  

2  10 -  924/2 -  698/1  1  

3  10 -  987/2  244/5  1  

4  10 -  10  2/1  1  

5  563/2 -  10 -  112/1  1  

6  563/2 -  924/2 -  277/0  1  

7  563/2 -  987/2  855/3  1  

8  563/2 -  10  875/0  1  

9  98/2  10 -  212/5  1  

10  98/2  924/2 -  519/14  1  

11  98/2  987/2  088/1 -  1  

12  98/2  10  659/6  1  

13  10  10 -  3  1  

14  10  924/2 -  753/0  1  

15  10  987/2  084/2  1  

16  10  10  4  1  
  

  این روش در حل مسائل پوسته با هر شکل دلخواهی دارد.
  

  
  کانتور خیز قائم پوسته شکل آزاد -13شکل 

  

  گیري نتیجه -5

هاي شکل آزاد با استفاده از روش  در این مقاله، تحلیل پوسته

میندلین  - لاو و رایزنر-گیري از دو نظریه کیرشهف ایزوژئومتریک و بهره

هاي پیچیده  ها به دلیل داشتن انحنا جزوه سازه انجام گرفت. پوسته

ها دشوارتر از سایر  سازي و تحلیل آن شوند، از این رو مدل محسوب می

سازي  هاي مدل  باشد. در این پژوهش، براي رفع پیچیدگی می ها سازه

پوسته از توابع پایه نربز و براي تحلیل آن از روش ایزوژئومتریک 

ها مزایاي  استفاده شد. استفاده از روش ایزوژئومتریک در تحلیل پوسته

سازي دقیق هندسه و همگرایی سریع با در نظر  فراوانی از جمله مدل

رلی و درجات آزادي کمتر نسبت به روش اجزاي گرفتن نقاط کنت

محدود کلاسیک دارد. در این مقاله همچنین، براي تعریف درجات 

 میندلین از تعریف دقیق بردار -آزادي چرخشی مستقل در نظریه رایزنر

نرمال بهره گرفته شد که سبب بهبود دقت حل شد. براي نشان دادن 

سائل معیار حل گردید که ها، مسائلی موسوم به م کارایی این روش

منیدلین با تعداد نقاط کنترلی کمتر  -مشاهده شد نظریه رایزنر

لاو دارد و علت آن هم در -همگرایی بهتري نسبت به نظریه کیرشهف

برشی است. با توجه به نتایج بدست آمده مشخص  جملاتنظر گرفتن 

و درجه ها  سازي پوسته گردید که با افزایش تعداد نقاط کنترلی در مدل

 توابع پایه، نتایج به حل تحلیلی بسیار نزدیک شده و نتایج حاصل از

 دقت مطلوبی برخوردار هستند. در نهایت از این روش براي تحلیل

 گیري از هر دو نظریه استفاده شد و براي پوسته با شکل آزاد با بهره

خیز بیشینه مشاهده شد که هر دو نظریه با دقت خوبی به 

 -گونه که دیده شد نظریه رایزنر سیدند، اما همانر 9839/0مقدار

کند  سرعت همگرایی بالاتري به جواب مورد نظر میل می میندلین با
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