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  چکیده

الکترواستاتیک و  تحت تحریک حسگر زیستشده است.  پرداخته حسگر زیستشده به بررسی رفتار تنش کوپل اصلاح نظریهبا استفاده از ، حاضر مطالعهدر 

طور مولکولی کازیمیر بههاي پیشین، در مطالعه حاضر اثر پارامترهاي اندازه، وجود لایه سطحی و نیروي بینبرخلاف پژوهش در سیال است.ور همچنین غوطه

در نهایت میزان است. شده و روش عددي استفاده شدهاصلاحآدومیان استاتیکی غیرخطی، از روش تجزیه  حل معادله رمنظوبهشود. همزمان در نظر گرفته می

است. مقایسه نتایج حاصل از روش حل تحلیلی  حسگر مورد مطالعه قرار گرفته زیست نانو توکشیولتاژ بر تنش سطحی  ماده، اثرتأثیر پارامترهاي اندازه طول 

تواند به عنوان روشی مؤثر و کارآمد براي تحلیل پایداري و می هقت بسیار بالایی برخوردار بوددهد که این روش از دبا روش عددي و مراجع نشان می آدومیان

در هر دو حالت  توکشیبا در نظر گرفتن اثر لایه سطحی و افزایش پارامتر اثر اندازه، ولتاژ  نتایج حاکی از آن است که .مورد استفاده قرار گیرد حسگرها زیست نانو

  یابد.کاهش می توکشیافزایش نیروي کازیمیر، ولتاژ علاوه بر این با حضور لایه سطحی و  شود.از حالتی است که از اثر سطح صرفنظر می ربیشتعددي و تحلیلی 

  .سطحیشده، اثر اصلاح آدومیانروش تجزیه ، توکشیناپایداري شده، تنش کوپل اصلاح نظریهسگر، ح زیست کلیدي: هاي واژه

  

 

Investigating the Static Pull-in Instability of Biosensors  
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Abstract  
In this study, the behaviour of biosensors is investigated by using the modified coupled stress theory. The biosensor is 
electrostatically stimulated and also immersed in the fluid. Unlike previous studies, in the present study, the size effect parameters, 
surface layer, and intermolecular Casimir force are considered simultaneously. In order to solve the nonlinear static equation, the 
Modified Adomian Decomposition (MAD) method and the numerical method are used. Finally, the effect of the length of the 
material and also the effect of stress on the pull-in voltage is studied as well. Comparing the results of the Adomian analytical 
solution with numerical methods and reported results in the literature, show that the method has high accuracy and can be used as an 
effective and efficient method for analyzing the stability of Nano-bio sensors. The results indicate that by considering the surface 
effect and also increasing the size effect parameter, the pull-in voltage in both numerical and analytical modes is more than the 
situation which surface effect is neglected. In addition, with the presence of the surface layer and the increase of the Casimir force, 
the pull-in voltage is reduced. 

Keywords: Bio-Sensor, Modified Couple Stress Theory, Pull In Instability, Modified Adomian Decomposition, Surface Effect. 

  

 

   مقدمه - 1

و  1اي از حسگرهانانوالکترومکانیکی مجموعههاي سیستم

هاي اخیر مورد توجه بسیاري از محققان هستند که در دهه 2ها محرك

اساس نوع مکانیزم تحریکشان  برریزساختارها اند. این قرار گرفته

هاي تحریک این ترین مکانیزماز مهم شوند. یکیبندي می طبقه

هایی که کار سیستماساس  باشد.ستاتیک میاتحریک الکترو ها، اختارس

قرار دادن با  چنان است که شونداندازي میبا این نوع از تحریک راه

                                                             
1 Sensor 
2 Actuators 

بین تریکی با استفاده از اعمال ولتاژ الک هايدر معرض میدان سیستم

شخصی از هم که در ابتدا با فاصله محرك تالکترود ثابت و الکترود م

شده از یک مقدار بحرانی اژ اعمالکه ولتباشد. هنگامیاند، میقرار گرفته

سمت که در واقع همان نانوتیر است به متحرك، الکترود بیشتر شود

دهد و شود و سیستم پایداري خود را از دست میخم می ثابتاکترود 

ي پدیده ن پدیده،ای شود که عملاً بهي ناپایداري میوارد محدوده

یده در آن رخ به ولتاژي که این پد. شودمی گفته 3توکشیناپایداري 

حاسبه ولتاژ رو تعیین و مشود. از اینگفته می 4توکشیدهد، ولتاژ  می

                                                             
3 Pull-In Instability 
4 Pull- In Voltage 
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ضروري است. در ها امري نوع از سیستمدر طراحی این  توکشی

پیرامون ناپایداري  ايگسترده، مطالعات نهاي اخیر محققا سال

ه در کدلیل کاربردهاي فراوانی به هاي نانوالکترومکانیکسیستمدر

ه آنجاک ازاند. همچنین دارند، انجام داده هامحركطراحی نانوحسگرها و 

کرو در حد ما ها آنتواند متفاوت از رفتار می رفتار مواد در ابعاد نانو،

کلاسیک در مطالعه رفتار پیوسته  نظریهلذا استفاده از باشد، 

 رو نیازاساختارهاي میکرو و نانو از دقت کافی برخوردار نخواهد بود. 

هاي مکانیک محیط  نظریه تر ریزساختارها،دقیق سازي مدل منظور به

ها داراي پارامتر مقیاس نظریهاین . اند شده ارائه غیرکلاسیک پیوسته

 که از زه را نیز لحاظ نمایندند اثر انداتوانمی باشند و در نتیجهطول می

کوپل ، تنش ]1[ 1کرنش گرادیان هاينظریه توان به آن جمله می

تنش  نظریه، ]3[3الاستیسیته غیرمحلی نظریه ،]2[ 2شده اصلاح

در  .و غیره اشاره کرد ]5[ 5شده گرادیان کرنش اصلاح نظریه ]4[4کوپل

 روابط ارائه یتنش کوپل و شکل اصلاح شده آن علاوه بر سادگ نظریه

 مورد مطالعه در هايستمیع سانوا در ارائه پاسخ زین ییدقت بالا شده،

 کوپل تنش نظریهدر . مشاهده شده است یکیگوناگون مکان هايدهیپد

 کی تنها به ه،، علاوه بر دو ثابت لامها نظریهنسبت به دیگر  شده اصلاح

 ازیرفتار ماده به ابعاد آن ن یوابستگ انیطول براي ب اسیمتر مقپارا

 و یماده است و به صورت تجرب یکیخواص مکانثابت از  نی. ااست

 .]6[ شود یم نییتع یشگاهیآزما

یک مدل غیرخطی از یک میکرو تیر  ]7[ همکارانو  عبدالرحمن

این مدل اثر کشیدگی  تحت تحریک الکترواستاتیک را ارائه دادند. در

 صورت بهرا  ریت کرویمها جابجایی صفحه میانی لحاظ شده است. آن

کمک ی و دینامیکی در نظر گرفتند و به مجموع جابجایی استاتیک

مرزي معادله استاتیکی را حل و  ویژههاي عددي مسائل مقدار روش

دست آوردند. سپس با حل مسئله مقدار ویژه جابجایی استاتیکی را به

 موقعیت استاتیکی است، شکل ارتعاشات سیستم حول کننده فیتوصکه 

و  ي طبیعی سیستم را استخراج کردند. لی یینهامود و فرکانس

بر شده  تنش کوپل اصلاح نظریهاثر اندازه را با استفاده از  ]8[ همکاران

ها  . آن. قراردادندمورد مطالعه  هاي الکترواستاتیکرفتار میکرو محرك

دادند که میکرو تیرِ داراي ضخامت کم، عملکردي با انحراف  نشان

رو اگر ضخامت ازاین ولتاژ بحرانی بیشتري خواهد داشت.بحرانی کمتر و 

باشد در این  توجه قابلتیر در مقایسه با پارامتر مقیاس طول ماده 

خیز و  ]9[ همکارانو  فردرهایی  .کندصورت اثر اندازه اهمیت پیدا می

یکونی را بر اساس سیلرگیردار ستاتیکی میکرو تیرهاي یکسناپایداري ا

ها در این مطالعه اثرات  شده ارائه دادند. آن اصلاحتنش کوپل  نظریه

را نادیده گرفتند و تنها اثر نیروي الکترواستاتیک ی مولکول نیبنیروهاي 

با استفاده از  ]10[ همکارانو  کانگ را در معادلات خود اعمال نمودند.

شده به بررسی اثرات اندازه بر تغییر شکل  تنش کوپل اصلاح نظریه

ی پرداختند و همچنین به صورت برنول لریاو ریت کرویماستاتیکی در 

 خصوصیات مکانیکی مؤثر استآزمایشگاهی نشان دادند که اندازه بر 

بررسی و تحلیل  براي 2005راي اولین بار در سال ب ]11[ کانگ و چن

                                                             
1 Strain Gradient Theory 
2 Modified Couple Stress Theory 
3 Nonlocal Elasticity Theory 
4 Couple Stress Theory 
5 Modified Strain Gradient Theory 

معادلات حاکم بر یک کلید میکروالکترواستاتیک از روش تجزیه 

 یغیرخطمعادلات  نوین در حل يهاکه از روش 6شده اصلاح آدومیان

مورد بحث استفاده کردند و دقت روش تحلیلی مورد استفاده را ، است

تنش کوپل  نظریهبا استفاده از  ]12[ همکارانطادي بنی و . قرار دادند

شده، به مطالعه و بررسی رفتار اصلاح آدومیانشده و روش تجزیه  اصلاح

استاتیکی نانو تیرهاي الکترواستاتیک با شرایط مرزي الاستیک تحت 

ها نشان یق آنتحقل مولکولی کازیمیر پرداختند. حاص تأثیر نیروي بین

شود و اثر می توکشیمولکولی باعث کاهش ولتاژ  دهد که نیروي بینمی

سروش و همکاران  .شودمی توکشیاندازه باعث افزایش ولتاژ و جابجایی 

بررسی اثر  شده به اصلاح آدومیانبا استفاده از روش تجزیه  ]13[

هاي یکسرگیردار  نیروهاي کازیمیر و واندوالس بر ناپایداري نانو محرك

پرداختند. در این پژوهش مشاهده شد که حضور نیروهاي بین مولکولی 

رفتار استاتیکی  ]14[ و همکاران کوچی شود. سبب کاهش خیز تیر می

و با در نظر گرفتن  گیرداري را تحت اثر نیروي کازیمیرنانو محرك یکسر

طح) مورد بررسی مانده سطح و الاستیسیته س اثرات سطحی( تنش باقی

 آدومیانتجزیه از روش جهت حل معادله حاکم بر سیستم قرار دادند. 

 يبرا یدهد اثرات سطح ینشان م آنها جینتااستفاده کردند.  شدهاصلاح

 بود.برخوردار خواهد  يشتریب تیاهماز با ضخامت کم  يها محرك

 شده واصلاح کوپل تنش نظریهاستفاده از با  ]15[ همکارانو  آبادي نقره

رفتار نانو کلیدهاي به بررسی شده اصلاحآدومیان حل تحلیلی 

پرداختند.  ور در سیال الکترولیتگیردار غوطهسر  الکترواستاتیکی دو

افزایش غلظت یونی باعث افزایش دهد که ها نشان میآنحاصل تحقیق 

اندازه، ولتاژ  همچنین با افزایش پارامتر اثر. شودولتاژ پولین کلید می

تنش  نظریهها در پژوهش خود ادعا کردند که . آنشودزیاد می توکشی

بیشتري را  توکشیکلاسیک، ولتاژ  نظریه سبت بهشده نکوپل اصلاح

نانو کلید یکسر گیرداري را  ]16[باز و همکاران  کند. قلمبینی میپیش

با حضور نیروي کازیمیر به روش تحلیلی سري توانی حل کرده  و نتایج 

  شده مقایسه کردند. اصلاح آدومیانخود را با روش تجزیه 

بررسی پدیده  که شودشین مشاهده میهاي پیبا بررسی پژوهش

با حضور و کوچک، لایه سطحی  مقیاس اتاثر با در نظر گرفتن توکشی

تاکنون مورد شده  اصلاح آدومیانبه روش تجزیه  مولکولی نیروهاي بین

اثرات هاي پیشین، منظور توسعه مدلتوجه محققین نبوده است. لذا به

ظور در منبدیناست. در نظر گرفته شده همزمان لایه سطح و اندازه

 نظریهپژوهش حاضر، با در نظر گرفتن اثرات تنش سطحی بر مبناي 

تنش  نظریهو اثرات وابسته به اندازه بر مبناي  8و مورداك 7گورتین

 توکشیبر ناپایداري  پدیده اثر سطحی ریتأثبه بررسی  شدهکوپل اصلاح

رگیردار حسگر از یک نانوتیر یکس زیستپردازیم. می حسگر زیستنانو 

تاژ الکتریکی اعمال شده یک ول ،شود که در انتهاي گیردارتشکیل می

تیر اویلر برنولی  نظریهحسگر از  سازي نانو زیستمدلجهت است. 

. براي حل معادله استاتیکی از روش تحلیلی تجزیه شود استفاده می

از روش حل  دست آمدهبهنتایج شود. شده استفاده میاصلاح آدومیان

  شود.می دییتأمقایسه شده و ، ]14[جع و مر عددي تحلیلی با روش

  

                                                             
6 Modified Adomian Decomposition Method 
7 Gurtin 
8 Murdach 
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  بندي مسئلهفرمول -2

   سازي مسئلهمدل -1- 2

 . دهدرگیردار را نشان میسیک حسگر زیستنمایی از یک  1 شکل

سازي نانو  جهت مدلشود از شکل ملاحظه میطور که همان

تیر  تیر اویلر برنولی استفاده شده است. نظریهمورد نظر از  حسگر زیست

و یک الکترود ساکن تشکیل شده  h، ضخامتLطولرگیردار بهسیک

از الکترود ساکن قرار دارد. با اعمال  1Hاست. تیر در یک فاصله اولیه

 ین تیر و الکترود ساکن، نیروي الکترواستاتیکی بوجودبولتاژ الکتریکی 

  آید.می

 
L  

 
  

 
 
 
 
 
 

  با حضور لایه سطحی. حسگر زیست نمایی از نانو  -1شکل

  

 معادلات -2- 2

   شدهاصلاحتنش کوپل  نظریهمروري بر  -3- 2

غیرکلاسیک پیوسته  نظریهشده یک تنش کوپل اصلاح نظریه

محاسبه اثرات اندازه در مقیاس کوچک، در  قادر به نظریه. این است

تانسور تنش  ،نظریهاین براساس باشد. ساختارها مینانو رفتار مکانیکی 

در باشد. کوپل متقارن بوده و تنها شامل یک پارامتر مقیاس طول می

تانسور انرژي کرنش تابعی از هر دو تانسور کرنش ( مربوط به  نظریهاین 

بر اساس این  .باشدمی ) و انحنا (مربوط به تانسور تنش کوپل)تنش

، انرژي کرنشینظریه
b

U براي یک ماده الاستیک همگن که فضايV 

  :]2[کند عبارت است از را اشغال می

)1(   b ij ij ij ij

1
U m dV    

2
      

ij ،کوشی تانسور تنش ij تانسور کرنش، ijجایی که در 

بخش عرضی تانسور تنش کوپل بوده که  ijmو انحنامتقارن  تانسور

  .شوندطبق روابط زیر محاسبه می

)2(   ij ij ij2 tr          

)3(   ij i , j j,i

1
ε u u

2
   

)4(  2
ij ijm 2 l       

)5(   ij i , j j,i

1
 

2
      

 ,    که برحسب مدول یانگ و ضریب پوآسون لامه ثوابت 

  .شوندتعریف می زیر صورت به

)6(  
    

Ev E
λ          

1 v 1 2v 2 1 v
 

  
 

l  مقایسه ر د باشد کهو خاصیتی از ماده می مقیاس طول پارامتر

بردار چرخشی  بردار جابجایی و uباشد.با ابعاد جسم کوچک می

  باشند. که از رابطه زیر قابل محاسبه می باشند می

       

)7(   1
 curl u

2
 
 

 

از نوع  ییهارفتار سازه یچگونگ حیتوض يبرا ياریبس يهانظریه

 لریاو نظریه ر،یت نظریه نیتر شده شناختهو  نیتریمیقد وجود دارد. ریت

براي تیرهایی که  نظریهاین باشد. می ریت کیکلاس نظریه ای یبرنول

. گیردها به دیگر ابعاد زیاد است مورد استفاده قرار مینسبت طول آن
صورت ھجابجایي بمیدان ، نظریھاین طبق 

 .]١٧[گردد میزیر تعریف 

)8(  
 

 
 

 

   

1

2

3

w x, t
u x,z, t z    

x

u x,z, t 0   

u x, z, t  w x, t   


 







 

2که یجایدر  31  ,u ,u  u راستاهاي یدان جابجایی درمx, y, z و بوده

 w با باشد. اي از تیر بر محور خنثی مینقطهجابجایی عرضی

، )3(در رابطه  )8(هاي میدان جابجایی از رابطه مؤلفهجایگذاري 

  شوند.صورت زیر نتیجه میهاي کرنش به مؤلفه

)9(  

2

xx 2

xy xz yz yy zz

w
z     

x

 0


  



         

  

صورت هاي بردار چرخشی بهمؤلفه) 8(و  )7(همچنین از روابط 

 شوند.زیر نتیجه می

)10(  
x z y

w
0   ,   

x


      


 

معادلات صورت  انحنا و تانسور تنش کوپل به تانسور صفرغیر مؤلفه

 شوند: ) بیان می12) و (11(

)11(  
2

xy 2

1 w
     

2 x


  


 

)12(  
2

2
xy 2

w
m l

x


 


 

 در آمده بدست هايکرنش و )2رابطه ( از استفاده با ترتیب بدین

) تا 13توان در روابط (را می کلاسیک تنش تانسور )، اعضاي9رابطه (

 .) ارائه نمود15(

)13(  
 

  

2

xx 2

E 1 v w
z

1 2v 1 v x

  
   

   
 

)14(  
  

2

yy zz 2

Ev w
z

1 2v 1 v x

 
     

   
 

)15(  xz yz xy 0       

کیبار ریت کی يبرا b 5h بزرگ، اثر پواسون  يا نسبت منظرب

ساده  ریت هیها در نظرفرمول يسازمنظور سادهبهتوان می است و زیناچ

) 16در قالب رابطه (نتیجه معادلات بالا  رد .]18[ شودگرفته  دهیناد

 .شوندنوشته می

)16(  

2

xx 2

yy zz xy xz yz

w
E z   

x

0

 
   

 

         

  

 نظریه تیر براساس کرنشی نانو انرژي فوق، روابطبه توجه با بنابراین

1H 

 الکترود ثابت

 الکترود متحرك
V  

2H

 

 1سیال 

 2سیال
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  از: عبارتست شده اصلاح تنش کوپل

)17(  

 

 

 

L

b xx xx xy xy

0 A

2
L

x xy 20

2L 2
2

2

0

1
U 2m dA dx

2

1 w
M Y dx

2 x

1 w
EI Al dx

2 x

    


  



 
   

 

 





 

گورتین و  نظریهبا در نظر گرفتن اثرات تنش سطحی بر مبناي 

صورت زیر بیان هاي سطحی بهت ساختاري براي لایهمورداك، معادلا

 .]19[شوند می

)18(  
   s s s

0 0 0 pp 0 0 0 ,

s
k 0 k,

2 u

u

     

 

                

  
 

,  درون صفحه و دکارتینشان دهنده مختصاتk مشخصه 

)،  18( ) در معادله9ذاري معادله (با جایگ .است ايصفحه رونب نیکارتز

 آیند.  دست میصورت زیر بههاي سطحی بهصفر تنشهاي غیرمؤلفه

)19(  

2

xx 0 0 2

zx 0

w
E z

x

w

x

 
     

 


  



 

0مدول الاستیسیته لایه سطحی، 0Eبالادر معادله  0,   ثوابت

  باشد.لامه لایه سطحی می

)20(  0 0 0E 2   
 

صورت زیر نوشته کرنشی لایه سطحی با ضخامت صفر بهانرژي 

  :]19[شود می

)21   (   
L

s k k ,

0

1
U u dsdx

2
          

 ریمعادله زبه) 21( در معادله )19( ) و18( تبا قراردادن معادلا

  :میرسیم

)22(  

2L 2 2

s 0 0 02 2

0

22L 2

0 0 0 0 2

0

1 w w w
U E z z dsdx

2 x x x

1 w w
S E I dx

2 x x

        
                       

    
      

     

 



 

0مستطیلی پارامترهايمقاطع  براي 0I ,S
صورت زیر تعریف به 

 .]19[شوند  می

)23(  

2 3
2

0

0

bh h
I z ds

2 6

S 2b

  



  

صورت ) انرژي پتانسیل کل سیستم به17( ) و22( از معادلات

  خواهد بود. )24رابطه (

)24(  
   

2 2L 2
2 * *

T 0 0 0 02

0

1 w w
U EI Al E I S dx

2 x x

    
       

   


 



سطحی را  ولی) و لایهبرنیلر انرژي جنبشی نانولوله (مدل تیر او 

 بیان نمود: )26(و  )25(صورت روابط توان بهمی

)25(  
2L

beam

0

1 w
T dAdx

2 t

 
  

 
   

)26(  
2L

surface layer 0

0

1 w
T ds dx

2 t

 
   

 
  

واحد تیر، کار انجام طول با در نظر گرفتن نیروهاي خارجی بر 

  :صورت زیر نوشتتوان بهیشده توسط نیروهاي خارجی را م

)27(     
L

ext

0

w  q x  w x  dx                

در معادله بالا q x ، باشند که نیروهاي خارجی موثر میمجموع

  عبارتند از:

)28(    elec cas dampq x q q q    

ی مولکولنیب يروین ک،یالکترواستات يروین شامل روهایناین 

بندي صورت زیر فرمولباشد که بهال میسی میراییکازیمیر و نیروي 

   شوند.می

در  و نیروسبب اعمال  الکترود متحرك و ثابتاعمال ولتاژ بین 

در نظر حال با  شود.سمت پایین میخم شدن الکترود متحرك بهنتیجه 

، نیروي سیال الکتریکو اثر ديلبه میدانگرفتن ضریب اثر 

شود  صورت زیر بازنویسی میتیر به واحد نانوطول بر الکترواستاتیک 

]20[ .  

)29(  
  

 2
10

elec 2

1

H wK bV
f 1 0.65

b2 H w x,t

 
  

  
 

الکتریک ديثابت  ε،ثابت الکترودفاصله اولیه بین تیر و  1Hکه

12و الکترود دو بین محیط 2 2
0 8.854 10 c / Nm    ضریب گذردهی

ضریب ثابت دي الکتریک سیال  Kدر معادله بالا. باشدخلآ می

  باشد.  می

نیروي  فضاي میکرو و نانو، نیروهایی همچون ا انتقال ساختارها بهب

مقدار نیروي بین . گذارندمی ساختارهابر اثرات خود را کازیمیر 

، براي دو صفحه رساناي موازي نانو تیر مولکولی کازیمیر بر واحد طول

زیر  صورتاند بهنانومتر از یکدیگر قرار گرفته 20ر فاصله بیش از که د

  .]21[آید دست میبه

 )30(  
  

2

c 4

1

hcb
F

240 H w x, t





 

34hدر رابطه بالا،  1.055 10 Js  2ثابت پلانگ تقسیم بر و

8 mc 2.998 10
s

  نانوباشد. این رابطه فقط براي مینور سرعت 

1Hتیرهاي که نسبت 
1

b
 دباشبرقرار است قابل استفاده می.  

 يهایژگیتواند بر ویم نانولوله اطراف عیلازم به ذکر است که ما

 صورت بهاطراف  عیما یاصل يروی. نباشد رگذاریتأث تیرنانو یارتعاش

 Cبا یک ضریب میرایی معادل تأثیر. این شودیظاهر م میرایینیروي 

معادل  میرایینیروي  جهیدرنت. ]22[ شودتقریب زده میواحد طول بر 

 .شودزیر نوشته می صورت بهسیال 

)31(  d

w
F C  

t


 


 

C  صورت زیر باشد که بهواحد میطول بر  میراییضریب معادل

  .]22[ شودبیان می

)32(  
3 3

1 1
3 3
1 2

b b
C  

H H

  
  
 

 

1 b,باشندسیال و عرض تیر می لزجتترتیب به.  
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استخراج معادلات حاکم بر حرکت سیستم از اصل جهت 

شود بندي میشود، که به صورت زیر فرمولاستفاده می 1همیلتون

]17[.  

)33(    
t

b s ext
0

T U U w dt 0         

و  )33(در معادله  )31(تا  )24(پس از جایگذاري معادلات 

جایی ، معادله دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر جابهجزگیري جزءبهانتگرال

  .شودصورت زیر استخراج میبه حسگر زیستعرضی 

)34(  

 

  
  

  

4 2
2

0 0 0 04 2

2 3 3

0 0 2 3 3
1 2

2 2
10

2 4

1 1

w w
w 0   EI Al E I A S

x t

w b b w
S  

x H H t

H w x, tK bV hcb
1 0.65

b2 H w x, t 240 H w x, t

 
           

    
    

  

  
   

   

 

xسرگیردار درشرایط مرزي تیر یک 0 ,  x L  صورت زیر به

 شوند:تعریف می

)35(  

 

 

       2
0 0 0

w 0, t w (0, t) 0          

w L, t 0

EI Al E I w L, t 2 b w L, t 0             

 

 

      

 

 ریت یخمش یسفت که شودیم دهیصورت واضح ده) ب34له (معاددر 

تیر، کیکلاس نظریه یخمش یسفت EI. شودیم لیقسمت تشک سهاز 
2 Al0و کوپل اصلاح شده ه تنشیارتباط با نظر رد 0E I

سفتی خمشی  

رفتار  l یمعادله پارامتر مشخصه طول نی. در اباشدیم لایه سطحی

 کند. یر را بیان میتنانو اندازه وابسته به

سازي و بعد سازي معادله حاکم سبب ایجاد مفاهیم جدید، سادهبی

شود در نتیجه از تغییر متغیرهاي هاي فیزیکی میتوضیح بهتر پدیده

معادلات و شرایط مرزي حاکم بر مسئله سازي بعدجهت بی ،زیر

   شود.استفاده می

)36(  

4
*

*
1

* * 2 *2
0 0 0 0 0 0

1 2

3 34
1 1

* 3 3
1 2

4 2 4
01

3 5
1 1

2

x w t AL
X    , W     ,      , t

H t EI

S S E IAl
  ,   ,

A EI EI EI

b b
c

EIt H H

K
,

L

L

L

VbL0.65H hcbL
     ,   

b 2H EI 240EIH


    

 
       



  
  

 

 




    

 

صورت زیر بیان بعد بهو شرایط مرزي بیبعد شده حاکم معادله بی

صورت  ) به37در معادله ( ذکر است که پارامتر  لازم به شوند.می

1 2     شود. معرفی می  

)37(     
 

  
 

4 2 2

2 44 2 2

W W W W
1 1 c   1  1 W

X X 1 W 1 W

   
        

   









 

)38(  
   

 

     

W 0, W 0, 0   

 W L, 0

1 W L, W L, 0

   

  

       

 

 شده و کیتحر V میولتاژ مستق تحت ریوتنانکه  شودیفرض م

                                                             
1 Hamilton principle 

وجود آمدهبه یکیاستات زیخ حول سپس، شودیم جابجا s W X
 زیخ

یکینامید d W X,
 صورتبه ریت یکل زیخ تاًی. نهاشود ایجاد می

 .باشدیم ریصورت زبه یکینامیو د یکیاستات زیخ مجموع

)39(       s dW X,  W X  W X,     

 استاتیکی توکشیمقاله حاضر، جهت بررسی ناپایداري در 

تغییرات شود و پوشی می، از آثار اینرسی و استهلاك چشمحسگر زیست

عبارت دیگر تنها معادله استاتیکی گیرد. بهولتاژ به آرامی صورت می

در معادله  )39(با جایگذاري رابطه گیرد. سیستم مورد بررسی قرار می

وابسته به  جملاتغیرخطی استاتیکی نانوتیر با حذف  ، معادله)34(

 د.آیدست میزیر به صورت به) 34زمان در معادله (

)40(   
     

4 2
s s

2 44 2
ss s

W W
1

X X 1 W1 W 1 W

   
 




    

    

)41(  

 

 

   
22

0 0 0

W 0, W (0, ) 0          

W L, 0

E I 2 bLAl
1 W L, W L, 0             

EI EI EI

   

  

  
       

 

 

  
 آدومیاني روش تجزیه استاتیکی به معادلهحل  -2-4

  شده: اصلاح

دارند،  ماهیت غیرخطی نیروي الکترواستایک و کازیمیر کهاز آنجا

 روشرو از از اینبر خواهد بود. و زمان حل معادله استاتیکی پیچیده

قدرتمند براي حل معادلات  یک روششده که اصلاح آدومیانتجزیه 

صورت یک سري جواب به در این روششود. استفاده می غیرخطی است

که با افزایش تعداد جملات سري به جواب  آیدیدست مبه ینامتناه

بعد بی ) بر ترم40طرفین معادله ( با تقسیم .شودیهمگرا م معادله دقیق

 1  جایگذاريو با   s y x 1 W x در نهایت معادله استاتیکی 

  شود: بازنویسی می )42رابطه ( صورت به

)42(  
       

4 2

4 24 2

y y 1

x x 1 y xy x y x

     
    
     

 

)43(  
1


 

 
 

توان در  شده را می اصلاح آدومیانمفاهیم اساسی روش تجزیه 

  پیوست مطالعه نمود. 

)  40ادله (پاسخ معشده،  اصلاح آدومیانبا استفاده از روش تجزیه 

  .دست آوردصورت زیر به بهتوان  میرا 

)44(     sW x 1 y x   
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)45(  

   

 

    

 

 

s n 0 1 2 3
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1

6

W x 1 y x 1 y y y y

1 1
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.
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1
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1
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1محاسبه دو ضریب مجهول اکنون جهت 2C ,C،  ابتدا باید به

مقادیر مناسبی اختصاص داده شود.  )45رابطه ( بعد درپارامترهاي بی

دست معادله به دو تیر، انتهاي آزاد در ط مرزيایبه ازاي شر سپس

ضرایب دستگاه دو معادله دو مجهول ایجاد شده، آید که با حل می

1 2C ,C دآیندست میبه.  

  

  اعتبارسنجی - 3

این مقاله، نتایج منظور اعتبارسنجی روش حل ارائه شده در به

 آدومیانروش حل تجزیه  شده وتنش کوپل اصلاح نظریهمبتنی بر 

 2 هايشکل .انددهمقایسه ش ]14[با نتایج موجود در مرجع شده اصلاح

مقدار اولیه در واقع تغییر مکان سیستم را براي ولتاژهاي اعمالی از  3و 

 آدومیانعددي و روش تجزیه در دو حالت  توکشیصفر تا مقدار 

بعد سیستم است و محور محور افقی طول بی .دهدنشان می شده اصلاح

مکان استاتیکی سیستم را تحت نیروهاي الکترواستاتیک عمودي تغییر 

که با شود با توجه به شکل مشخص میدهد. نشان میو کازیمیر 

به سیستم، تغییر مکان استاتیکی سیستم افزایش  ولتاژ اعمالی ایشافز

  .یابدمی

 
به روش  تغییر مکان استاتیکی به ازاي ولتاژهاي مختلف -2شکل  

0عددي 00,E 0  
  

  

به روش  تغییر مکان استاتیکی به ازاي ولتاژهاي مختلف -3شکل

شدهاصلاح آدومیانتجزیه 
 

0 0E 0  
  

  

دهد.  سیستم نشان می توکشیبر ولتاژ را میدان لبه اثر  4شکل 

شود که با افزایش نسبت  طور که از شکل مشخص است نتیجه می همان

1H

b
  شود. ، سیستم در ولتاژهاي بالاتري وارد محدوده ناپایداري می

  

 
به روش عددي و  توکشیاثر پارامتر میدان لبه بر ولتاژ  – 4شکل        

  شدهاصلاح آدومیانتجزیه 

  

توان میشود می مشاهده 4و  3، 2ي هاگونه که از شکلهمان

تطابق خوبی برقرار  ]14[نتیجه گرفت که میان پژوهش حاضر و مرجع 

به دو روش  توکشیبه اعتبارسنجی و مقایسه ولتاژ  1در جدول . است

 است.پرداخته شده ]14[شده با مرجع اصلاح آدومیانعددي و تجزیه 

نتایج در این جدول بدون در نظر گرفتن اثر اندازه ذکر است که لازم به

شده شود که نتایج ارائهاست. از مقایسه نتایج مشاهده میشده حاصل

  باشد.داراي دقت خوبی با مرجع مورد نظر می

 
  ]14[کار حاضر و مرجع  توکشیولتاژ  - 1جدول 

 ]14[مرجع   کار حاضر  رامترپا

  699/5  671/5  تحلیلی توکشیولتاژ 

  424/5  393/5  عددي توکشیولتاژ 

 

  حث و نتایجب - 4

)، با 40، رابطه (حسگر زیستمنظور بررسی ناپایداري استاتیکی به

شده، حل شده و تاثیر پارامترهاياصلاح آدومیانروش تحلیلی تجزیه 

1
0

H
, , ,h

b
   بررسی شده است. ابعاد و مشخصات فیزیکی مدل مورد

 ه است.نظر در جدول زیر آمد
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  حسگر زیستنانو مشخضات هندسی و فیزیکی  -2جدول

  پارامتر مقدار

1000 (nm)  (L)طول 

250 (nm)  (b)عرض 

50 (nm)  (h)ضخامت 

50 (nm) H)1فاصلیه اولیه دو الکترود  )  

76 Gpa  (E)مدول الاستیسیته 

)نسبت پواسون 37/0 ) 

)0تنش سطحی 89/0 ) 

E)0سطحمدول الاستیسیته  22/1 ) 

  (K) دي الکتریک ثابت  1

  

براي نشان دادن تاثیر فاصله بین دو الکترود بر پایداري نانو 

تنش کوپل  نظریهبا استفاده از  توکشیمورد مطالعه، ولتاژ  حسگر زیست

، به ازاء یک ضخامت 5شود. با توجه به شکل شده محاسبه میاصلاح

  باید.افزایش می توکشیمشخص، با افزایش فاصله بین دو الکترود، ولتاژ 

  

 
با فاصله اولیه بین دو الکترود به ازاء ضخامت هاي  توکشیتغییر ولتاژ   -5شکل

 متفاوت 
 1 0 00.5 , 0,E 0    

  

  

با افزایش پارامتر اثر اندازه دهد کهنشان می 6شکل 
2Al

EI

 
 
 

تاژ ، ول

نانو تر شدن رفتار شود که این موضوع بیانگر سختزیاد می توکشی

تنش  نظریهکه از شکل مشخص است، باشد. همانطور می حسگر زیست

شده کوپل اصلاح
2Al

0
EI

 
 

  
کلاسیک نظریهنسبت به 

2Al
0

EI

 
 

 
 

کند کند. نتیجه حاصل بیان میبینی میي را پیشبیشتر توکشیولتاژ 

ري با اثر حسگتوان از رها در ولتاژهاي بالاتر، میحسگکه براي عملکرد 

  استفاده کرد.  بیشترياندازه 

 

  
در نظر  بدون بعد ولتاژپارامتر بیاثر اندازه بر  تاثیر پارامتر  -6شکل 

 .شدهاصلاح آدومیانتجزیه حالت عددي و دو  در سطح اثر گرفتن

 1 0 00,1,1.5 , 0 , E 0    

   

، مدول حسگر زیستمنظور مطالعه تاثیر پدیده اثر سطح بر رفتار به

در نظر  89/0و  22/1ترتیب ه سطح و تنش سطحی را بهسیتالاستی

شود. این حل می) براي مقادیر مختلف اثر اندازه 40و معادله ( گیریممی

ه حاصل نشان باشد. نتیجمی 6کننده شکل قع تکمیلشکل در وا

و افزایش پارامتر اثر اندازه ولتاژ  دهد با در نظر گرفتن اثر سطح می

 از حالتی است که از اثر بیشتردر هر دو حالت عددي و تحلیلی  توکشی

  شود.صرفنظر می سطح

  

  
با در  توکشیولتاژ  بعدپارامتر بیپارامتر اثر اندازه بر ریتاث  - 7شکل  

 .شدهاصلاح آدومیان هیو تجز يحالت عدد اثر سطح در دو گرفتننظر 

 1 0 00,1,1.5 , 0.89,E 1.22    

   
بعد  کازیمیر را بر پارامتر ولتاژ بی لایه سطحی و نیروياثر  8شکل 

شود، افزایش نیروي طور که از شکل مشاهده میدهد. هماننشان می

دیگر وجود شود. از طرف بعد میکازیمیر سبب کاهش پارامتر ولتاژ بی

 بعدشود پارامتر ولتاژ بیلایه سطحی در کنار نیروي کازیمیر باعث می

به  شود.از حالتی باشد که از وجود لایه سطحی صرفنظر می بیشتر

ر وضعیت دیرت حسگر زیستنانو عبارت دیگر با وجود لایه سطحی 

 پایداري خود را از دست دهد.
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   توکشیتاثیر نیروي کازیمیر و لایه سطحی بر ولتاژ  -8شکل

 1 0 00.5 , 0.89 ,E 1.22    
  

  

 کوپل هاي کلاسیک و تنشنظریهدهنده تأثیر نشان 9شکل 

باشند. تأثیر میتیر  نانوطول صورت تابعی از پولین به بر ولتاژ شده اصلاح

. شده است داده نشان توکشیاندازه بر ولتاژ  و اثر حسگر زیستنانو طول 

تري در ولتاژهاي پایین سیستم شودباعث میتیر  نانوبزرگتر شدن طول 

، حسگر زیستنانو  طول همچنین با افزایش .ناپایداري برسد به حالت

 نظریه اختلاف بین دو عبارت دیگر یا به توکشیتأثیر اثر اندازه بر ولتاژ 

  .یابدیکاهش م شدهکلاسیک و تنش کوپل اصلاح

 

 
و اثر اندازه حسگر زیستبا طول نانو  توکشیتغییر ولتاژ  -9شکل 

 0 0h 50(nm), 0.89 ,E 1.22     

  

  گیرينتیجه - 5

 نانودر این مقاله تغییر مکان استاتیکی وابسته به اندازه 

و با در نظر  نیروي کازیمیرنیروي الکترواستاتیک و  تحت حسگر زیست

روش تحلیلی  عددي و با استفاده از روش سطحی گرفتن اثرات لایه

 توکشی ، ولتاژاثر اندازهبررسی شد. پارامتر شده اصلاح آدومیانتجزیه 

، اثر نیروي کازیمیر، طول نانوتیر و لکترواستاتیک، اثرات لایه سطحیا

دست آمده با در این پژوهش بررسی گردید. نتایج بهاثر میدان لبه 

 استخراج شده از دقتمقایسه و نشان داده شد که نتایج  ]14[مرجع 

-توان بهنتایج حاصل از پژوهش را میدر ادامه باشد. برخوردار میخوبی 

  صورت زیر بیان نمود:

، ولتاژ هنتایج مشخص شد که با افزایش پارامتر اثر انداز با توجه به

تر شدن رفتار نانو شود که این موضوع بیانگر سختزیاد می توکشی

شده تنش کوپل اصلاح نظریهت دیگر عبارباشد. بهمی حسگر زیست

 دهد.بیشتري را نتیجه می توکشیکلاسیک، ولتاژ  نظریهنسبت به 

با در نظر گرفتن اثر لایه سطحی و افزایش همچنین ملاحظه شد 

در هر دو حالت عددي و تحلیلی بیشتر  توکشیپارامتر اثر اندازه، ولتاژ 

هنگامیکه اثر  شود.از حالتی است که از اثر لایه سطحی صرفنظر می

یک  به ازاءشود رفتن اثر لایه سطحی بررسی میاندازه بدون در نظر گ

 توکشیضخامت مشخص، با افزایش فاصله بین دو الکترود، ولتاژ 

ین اتوان به آن اشاره کرد یکی دیگر از نتایجی که می .بایدافزایش می

ود شحضور لایه سطحی در کنار نیروي کازیمیر باعث میاست که 

از حالتی باشد که از وجود لایه سطحی  بیشتربعد پارامتر ولتاژ بی

اختلاف  حسگر زیستنانو  طول همچنین با افزایش  .شودصرفنظر می

  .یابدیکاهش م شده کلاسیک و تنش کوپل اصلاح نظریه بین دو

  

  پیوست - 6

  معادله دیفرانسیل غیرخطی زیر را در نظر بگیرید.

  )1- الف(
       

4 2

4 24 2

y y 1

x x 1 y xy x y x

     
    
     

 

  )2- الف(
1


 

 
 

  کنیم.عملگرهاي دیفرانسیلی و انتگرالی را به صورت زیر تعریف می

عملگر    

  دیفرانسیلی
 

 

   
n

n

n

d
L

dx
  

  عملگر معکوس         
x xn

0 0
L ... dx...dx


    

  :شودبازنویسی می صورت زیر) به1- الف( صورت معادلهاین در

  )3- الف(      4 2
n nL y x L y x N x, y x          

 ی کازیمیر و نیروي الکترواستاتیکخارج روهايیجملات شامل ن 

ی رخطیتابع غ صورت به   N x, y x 23[ مفروض است[.  

  )4- الف(
      

n

n v 0
n 0 v 1

Ny x, y x A C v,n h y


 

    

عملگر nL   بر ي انتخاب شود که با اعمال آنا گونه بهبایدL تابع ،

 y x شود. زادآnA1 0هایی برحسبايچندجمله 2y , y , y  که به

- 25[آیند می دستبههاي آدمین معروفند و از روابط زیر چندجمله

24[.  

)5- الف(  
  i

i

v v
k
p i i

pi i 1 i 1i

i

1
C v,n  y       k p n    

k !

 n>0       0 i n      1 p  n-v+1 

 

 

   

   

)6- الف(      
v

v 0 0v
0

d
h y f y

dy
  

زیر  ، معادله)1- الف( از سمت چپ رابطه گیريا چهار بار انتگرالب

  شود.نتیجه می

  )7- الف( 
4

2 3
0 1 1 24

y 1 1
 dx y x x cx c x

x 2! 3!


     


 

0ثابت ا ادغام علامت منفی در ضرایبب  1 1 2 , ,c , c   و اعمال

 صورتمعادله حاکم به)، 3- (الف رابطه سمت راستبه معکوسعملگر 

  . شودزیر نوشته می
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)8- الف(      2 3 2 4

n 0 1 1 2 n n

n 0 n 0 n 0

1 1
y x x c x c x L y x L A

2! 3!

  
 

  

   
        

   
    

,1 0توان ضرایب ثابت با اعمال شرایط مرزي ابتداي تیر، می   را

  دست آورد:فرم زیر بهبه

  )9- الف(   0 1y 0 1           y 0 0       

صورت زیر شده، جملات سري به ن اصلاحامیوآد تجزیهدر روش 

  .]25[ شوندتخصیص داده می

0  )10- الف( 0y 1    

  )11- الف(   2 3 2 4
1 1 2 0 0

1 1
y c x c x L y L A

2! 3!
      

  )12- الف(   2 4
n n 1 n 1y L y L A          n 2       

     

، محاسبه شده اصلاح آدومیانترین قسمت روش تجزیه  مهم

تابع اصلی وابسته  هايلهمج به هااین جملهاست.  nAهاي اي چندجمله

صورت زیر قابل به )5- الف(و  )4- الف( است و با استفاده از روابط

  باشند. محاسبه می

  

  )13- الف(   
 0 0 0 4 2

0 0 0

1
A N y         N y

1 y y y

   
      

   

 

  )14- الف(
     1 1 0 1 0A C 1,1 h y y N y      

 
 

 5 3 2
0 0 0 0

1
  N y 4 y 2 y y

1
       


 

  )15- الف(
           2

2 1 0 2 0 2 0 1 0

1
A C 1,2 h y C 2,2 h y y N y y N y  

2!
  

 
 

 6 4 3
0 0 0 0

1
  N y 20 y 6 y 2 y     

1
         

 
 

  )16- الف(

           

     

3 1 0 2 0 3 0

3
3 0 1 2 0 1 0

A C 1,3 h y C 2,3 h y C 3,3 h y

1
y N y y y y y y

3!
N N

  

   
 

 
 

 7 5 4
0 0 0 0

1
    N y 120 y 24 y 6 y     

1
        

 
 

 مجموعه روابط، آدومیانحال با استفاده از روابط جملات سري 

عمجموع جملات سري تاب) و 16- الف) تا (13- (الف y x
 

توان می

  دست آورد. ادله استاتیکی را بهپاسخ مع

  

  تشکر و قدردانی - 7

نویسندگان بدینوسیله از حمایت مالی معاونت پژوهش و فناوري 

در  )GN: SCU.EM98.98دانشگاه شهید چمران اهواز در قالب پژوهانه (

  نمایند. انجام این تحقیق تشکر و قدردانی می
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