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    چكيده
با استفاده از روش انرژي تحت شرايط تكيه  ساندويچياثرات فشارهاي خارجي و تقويت كننده ها روي ارتعاشات يك پوسته استوانه اي  به بررسي مقالهر اين د

اني متشكل از ماده تشكيل شده است از كه لايه هاي داخلي و خارجي از فولاد ضد زنگ و لايه مي سه لايه شده است. اين پوستهپرداخته  گاهي نامتقارن
حركت به روش انرژي و بكار  تمعادلاآمده است. بدست مرتبه اول تغيير شكل برشي  نظريهبر اساس  ساندويچيآلومينيوم مي باشد. معادلات پوسته استوانه اي 

 - ساده و آزاد - آزاد، گيردار-به صورت گيردار ويچيساندبردن روش ريتز استخراج شده اند. شرايط تكيه گاهي نامتقارن در لبه هاي دو انتهاي پوسته استوانه اي 
ثير شرايط تكيه ساده در نظر گرفته شده است. نتايج حاصل از روش ارائه شده با نتايج ديگر محققان مقايسه و تطابق مناسبي مشاهده شده است. در نهايت تا

 مورد مطالعه قرار گرفته است. ساندويچيانه اي گاهي نامتقارن، فشارهاي خارجي و تقويت كننده ها روي ارتعاشات پوسته استو

 .پوسته استوانه اي ساندويچي ؛شرايط نامتقارن ؛روش انرژي ؛تقويت كننده ؛فشار ؛ارتعاشات :كليدي واژه هاي

  
Analysis of Effects External Pressures and Stiffeners on Vibration of Sandwich 

Cylindrical Shell Based on Energy Method under Asymmetrical Boundary Conditions 
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Abstract 
In this paper presents the effects external pressures and stiffeners on vibration of sandwich cylindrical shell based on energy method 
under asymmetrical boundary conditions. The sandwich shell is formed by three layers where the inner and outer layers are stainless 
steel and the middle layer is aluminum. The sandwich cylindrical shell equations are established based on first order shear 
deformation theory (FSDT). The governing equations of motion were employed, using energy functional and by applying the Ritz 
method. The asymmetrical boundary conditions represented by end conditions of the sandwich cylindrical shell are clamped-free (C-
F), clamped-simply support (C-SS) and free- simply support (F-SS). The presented results are compared with those available in the 
literature and great agreement is observed. Finally, the effects asymmetrical boundary conditions, external pressures and stiffeners on 
vibration of sandwich cylindrical shell are studied. 
Keywords: Vibration, Pressure, Stiffeners, Energy Method, Asymmetrical Conditions, Sandwich Cylindrical Shell. 

  

  مقدمه - ١
هاي مختلف نه اي در بسياري از كاربردها در زمينهاستوا هاي پوسته   

استفاده  مورد هاي دريايي و غيرهمانند هوا فضا، عمران، مكانيك، سازه
هاي ها، كشتي ها، شاتل. اين پوسته ها در هواپيما]١[قرار مي گيرند

فضايي، موشك ها، مخازن تحت فشار، مخازن نفت، زيردريايي ها به كار 
ته از تقويت كننده راي افزايش استحكام و سفتي پوسشوند. ب گرفته مي

. پوسته استوانه اي در اثر بارهاي ديناميك دچار استفاده مي شود
ارتعاش و كمانش مي شوند كه شناخت خصوصيات آنها مانند فركانس 
ها و بار كمانشي بسيار حياتي مي باشد. امروزه با توجه به طراحي 

لازم است كه اينگونه سازها بهينه پوسته هاي سبك با استحكام بالا 
  باشند.

زماني كه در معرض تغيير شكل هاي  ،پوسته هاي استوانه اي طويل   
بزرگ قرار مي گيرند به وسيله تقويت كننده ها استحكام آنها افزايش 

ارتعاشات آزاد يك پوسته استوانه اي با  ]٢[مي يابد. نجفي و واربارتون 
ارتعاشات آزاد يك  ]٣[د. شارما و جونز سخت كننده ها را بررسي كردن

پوسته استوانه اي دايره اي با سخت كننده ها بر اساس شرايط مرزي 
  رفتار يك پوسته  ]۴[آزاد را بررسي نمودند. اشنايدريا و زالتب - گيردار

استوانه اي با سخت كننده ها تحت بار استاتيكي را مطالعه كردند. يان 
اشي يك پوسته استوانه اي غوطه ور با خصوصيات ارتع ]۵[و همكاران 

استوانه  هاي پوسته ]۶[سخت كننده ها را بررسي كردند. وانگ و لين 
هاي با توجه به كاربردرا مورد مطالعه قرار دادند. اي با سخت كننده ها 

ويژه و مهم اين سازه ها، مطالعه و بررسي فركانس هاي طبيعي آنها 
  باشد.بسيار حائز اهميت مي

معادلات حركت را براي يك پوسته استوانه  ]٧[رنولد و واربورتون آ   
شكل مدهاي فركانسي را مطالعه  ]٨[اي نازك ارائه كردند. بلوينس 

يك فرمول فركانسي براي پوسته هاي استوانه اي  ]٩[كرد، سودل 
دايره اي ارائه كرد و براي حالت هاي مختلف تغيير شكل هاي پوسته 

تحليل فركانس هاي طبيعي و  ]١٠[رد. چانگ نتايج را استخراج ك
شكل مدهاي يك پوسته استوانه اي شكل را بررسي كرد. تحقيقات در 

 توان به ردي ارتباط با تغييرات ضخامت پوسته هاي استوانه اي  را مي
نسبت داد. آنها فركانسهاي طبيعي مختلف را با  ]١٢[و سودل  ]١١[

ج كردند و معادلات حاكم را تغيير دادن نسبت ضخامت پوسته استخرا
 بر اساس تئوري كلاسيك به دست آوردند. 

تحليل ارتعاشي پوسته هاي استوانه اي   ]١٣[ليو و همكاران    
چرخشي با سخت كننده ها تحت شرايط مرزي دلخواه را مورد مطالعه 
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قرار دادند. پوسته داراي يك لايه و شرايط تكيه گاهي دلخواه در طول 
گرفته شده بود. آنها اثرات سرعت چرخشي روي يك  پوسته در نظر

  پوسته استوانه اي با سخت كننده ها را تحت ارتعاشات آزاد نشان دادند. 
ارتعاشات  ]١۵[و شن و همكاران  ]١۴[رامامورتي و پاتابيرامان    

پوسته هاي استوانه اي ايزوتروپيك تحت بار هاي ديناميكي را بررسي 
يك تحليل اجزاي محدود براي  ]١۶[مكاران نمودند. ساراوانان و ه

پوسته هاي استوانه اي چند لايه مورد مطالعه و بررسي قرار دادند. آنها 
از يك پوسته چند لايه پر شده از سيال استفاده كردند. استفاده از روش 
گالركين براي بدست آوردن معادلات حركت براي يك پوسته استوانه 

مطالعه شد. ملك زاده و  ]١٧[ اي چند لايه چرخشي توسط هوآ
شبيه سازي روي پاسخ ديناميكي يك پوسته استوانه  ]١٨[همكاران 

اي چند لايه را مورد مطالعه قرار دادند. شرايط مرزي انتخاب شده از 
آزاد و تئوري استفاده شده در تحقيق از نوع مرتبه سوم - نوع گيردار

  تغيير شكل برشي بود.
با ساندويچي  اي استوانهعي پوسته هاي مطالعه فركانس هاي طبي   

 در تقويت كننده و فشار از جنبه هاي مهم كاربرد موفق پوسته ها
صنعت مي باشد. آنها به عنوان پوسته هاي استوانه اي طويل استفاده 
مي شوند مانند هواپيما ها، زيردريايي ها و غيره. اين پوسته هاي 

كاهش استحكام دستخوش استوانه اي بدون تقويت كننده ها به علت 
]. پوسته هاي ١٩تغيير شكل و در نهايت منجر به شكست مي شوند [

استوانه اي چند لايه اغلب موثرتر و مفيدتر از پوسته هاي استوانه اي 
ك لايه مي باشند. علت اين امر بهبود در خواص مكانيكي لايه ها مي 

ومت فشاري، . سازه هاي چند لايه به علت سختي بالاتر، مقا]٢٠[باشد
حد خستگي، ميرايي بهتر و خصوصيات جذب شوك قادر هستند اثرات 

در ميان سازه هاي مختلف پوسته انرژي را در ميان لايه ها توزيع كنند. 
ارتعاشات پوسته هاي استوانه اي ساندويچي تحليل هاي استوانه اي، 

  .]٢۴- ٢١[را مي توان در اين مراجع يافت تقويت شده 
هيچكدام از كارهاي انجام شده در زمينه ارتعاشات  تا كنون در   

ها، اثر همزمان پارامترهاي سه رينك تقويتي و فشارهاي خارجي  پوسته
 نظريهآن هم با در نظر گرفتن ساندويچي هاي سه لايه  روي پوسته

مرتبه اول تغيير شكل برشي بررسي نشده است. در اين تحقيق، محل 
ده و در نتايج ارائه شده اثر تغييرات اين رينگ ها ثابت در نظر گرفته نش

پارامتر روي فركانس هاي طبيعي نيز با جزئيات تفسير شده است. 
همچنين اثر شرايط مرزي مختلف روي ارتعاشات هم كمتر مورد توجه 

  قرار گرفته است.
هدف از اين تحقيق كه مراحل آن بسيار دقيق انجام شده است    

 اي استوانه  پوستهارتعاشات آزاد يك مطالعه يك روش تحليلي براي 
تقويت شده با سه رينگ تحت فشار خارجي مي باشد. ساندويچي 

با سه رينگ تقويتي و فشار ساندويچي معادلات پوسته استوانه اي 
آمده است. بدست مرتبه اول تغيير شكل برشي  نظريهبر اساس خارجي 
تكنيك ريتز حاكم حركت به روش انرژي و بكار بردن  تمعادلاسپس، 

) و هسته (آلومينيوم) كاملا به فولادرويه ها ( استخراج شده اند. 
يكديگر چسبيده مي باشند به طوري كه جابجايي نسبي بين آنها در 
محل اتصال وجود نداشته باشد. تقويت كننده ها داراي مقطع 
مستطيلي هستند و كاملا از لحاظ هندسي و جنس يكسان بوده و 

ساندويچي پيكربندي پوسته استوانه اي . برابر مي باشدفاصله بين آنها 

تقويتي تشكيل شده است از سه لايه ايزوتروپيك كه لايه هاي داخلي و 
خارجي از فولاد ضد زنگ و لايه مياني متشكل از ماده آلومينيوم مي 
باشد. شرايط مرزي مختلف انتخاب شده در لبه هاي دو انتهاي پوسته 

 - ساده و آزاد - آزاد، گيردار- به صورت گيردارساندويچي استوانه اي 
ساده در نظر گرفته شده است. تاثير فشارهاي خارجي، موقعيت رينگ 

خصوصيات مختلف روي  نامتقارن هاي تقويتي و شرايط مرزي
  فركانسهاي طبيعي مورد ارزيابي و بررسي قرار گرفته شده است.

  

  تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي - ٢
در  كه دهد مي نشان را بحث مورد مسئله كلي دسه طرحهن ١ شكل   

تقويت شده تحت فشارهاي خارجي ساندويچي آن يك پوسته استوانه 
و فشار  b، موقعيت رينگ هاي تقويتي L، طول R، شعاع hبا ضخامت 

قرار دارد. يك سيستم مختصات متعامد در سطح مياني  Pخارجي 
,xپوسته چند لايه در امتداد  θ, z اب شده است. تغيير مكان هاي انتخ
,uپوسته استوانه اي چند لايه  v, w  در سطح مياني پوسته درنظر گرفته

بين سه لايه ساندويچي مي شود. ضخامت پوسته استوانه اي 
ايزوتروپيك تقسيم مي شود كه لايه هاي داخلي و خارجي از فولاد ضد 

  زنگ و لايه مياني متشكل از ماده آلومينيوم مي باشد.

مرتبه اول تغيير شكل برشي براي  نظريهميدان جابجايي بر اساس    
يك نقطه اختياري در سيستم مختصات استوانه اي به صورت زير بيان 

  مي شود:
(x, θ, z) = u଴(x, θ) + zψ୶(x, θ) 

ϑ(x, θ, z) = ϑ଴(x, θ) + zψ஘(x, θ)                                              (١) 
   ω(x, θ, z) = ω଴(x, θ)  

 
,u(xكه در آن  θ, z) ،ϑ(x, θ, z)  وω(x, θ, z)  اجزاي جابه جايي در

,z ،u଴(xو  x ،ϑجهات  θ) ،ϑ଴(x, θ)  وω଴(x, θ)  اجزاي جابجايي در
,ψ୶(xسطح مياني پوسته چند لايه و  θ) ،ψ஘(x, θ)  نرمال هاي

  د.چرخشي سطح مياني پوسته چند لايه مي باشن
  

  جابجايي- روابط كرنش - ١-٢
تقويت  ساندويچيجابجايي براي يك پوسته استوانه اي - روابط كرنش   

شده با سه رينگ تحت فشارهاي خارجي بصورت زير در نظر گرفته 
 شود: مي

 
(٢)    

𝜀ଵ̅ଵ =
1

𝐴ଵ

𝜕𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝜕𝑥
+

1

𝐴ଵ𝐴ଶ

𝜕𝐴ଵ

𝜕𝜃
𝜗(𝑥, 𝜃, 𝑧)

+
𝜔(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝑅ଵ

 

(3)  𝜀ଶ̅ଶ =
1

𝐴ଶ

𝜕𝜗(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝜕𝜃
+

1

𝐴ଵ𝐴ଶ

𝜕𝐴ଶ

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧)

+
𝜔(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝑅ଶ

 

(4)  𝜀ଵ̅ଶ =
𝐴ଶ

𝐴ଵ

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜗(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝐴ଶ

) +
𝐴ଵ

𝐴ଶ

𝜕

𝜕𝜃
(
𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝐴ଵ

) 

(5)  𝜀ଵ̅ଷ = 𝐴ଵ

𝜕

𝜕𝑧
(
𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝐴ଵ

) +
1

𝐴ଵ

𝜕𝜔(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝜕𝑥
 

(٦)  𝜀ଶ̅ଷ = 𝐴ଶ

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜗(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝐴ଶ

) +
1

𝐴ଶ

𝜕𝜔(𝑥, 𝜃, 𝑧)

𝜕𝜃
 

(٧)  𝜀ଷ̅ଷ = 0 
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  تقويت شدهساندويچي  اي استوانه  پوستهيك هندسه  ١-شكل  

 
مرتبه اول تغيير شكل برشي توسط اثرات تغيير شكل برشي در  نظريه

 نظريهفرمول بندي پوسته در نظر گرفته مي شود و طبق فرضيات اين 
خطوط عمود بر صفحه مياني پس از تغيير شكل بر صفحه عمود 
نخواهند ماند و زاويه چرخش آنها متفاوت با زاويه چرخش فرض شده 

پارامترهاي لامه مي  Aଶو  Aଵ كه در اين روابط. كلاسيك است نظريهدر 
  :]١٢[شوندباشند و به صورت زير بيان مي 

(٨)  𝐴ଵ =
∂r

∂x
 

(٩)  𝐴ଶ =
∂r

∂θ
 

  
) و به كار ٢ (- (٧)جابجايي - ر روابط كرنشد) ١( جايگذاري رابطه با

  ند:آي روابط زير بدست ميبردن سيستم مختصات استوانه اي 
  

(١٠)  𝜀ଵ̅ଵ =
𝜕𝑢଴(𝑥, 𝜃, )

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜓௫(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
 

  
(١١)  

  
  

𝜀ଶ̅ଶ =
𝜕𝜗଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+ 𝑧

𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+

𝜔଴(𝑥, 𝜃)

𝑅
 

  
)١٢(  
  

𝜀ଵ̅ଶ =
𝜕𝜗଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
𝑧(

𝜕𝜓௫(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃

+
𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
) 

  
)١3(  

𝜀ଵ̅ଷ = 𝜓௫(𝑥, 𝜃) +
𝜕𝜔଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
 

 
)١4(  𝜀ଶ̅ଷ = 𝜓ఏ(𝑥, 𝜃) +

𝜕𝜔଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
 

  

مرتبه اول  نظريهجابجايي به فرم ماتريسي با استفاده از - روابط كرنش
  شوند: تغيير شكل برشي بصورت زير در نظر گرفته مي

  

(١5)  
൝
𝜀ଵ̅ଵ

𝜀ଶ̅ଶ

𝜀ଵ̅ଶ

ൡ = ቐ

𝜀ଵଵ
଴

𝜀ଶଶ
଴

𝜀ଵଶ
଴

ቑ + z ൝
𝐿ଵଵ

𝐿ଶଶ

𝐿ଵଶ

ൡ 

  

(١٦)  ൜
εതଵଷ

εതଶଷ
ൠ = ቄ

γଵଷ

γଶଷ
ቅ 

زير در نظر گرفته  صورتجابجايي به - كه در اين روابط مقادير كرنش
 شوند: مي

 
(١٧)  

  ቐ

𝜀ଵଵ
଴

𝜀ଶଶ
଴

𝜀ଵଶ
଴

ቑ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

∂𝑢଴(𝑥, θ)

∂𝑥
∂𝑣଴(𝑥, 𝜃)

𝑅 ∂𝜃
+

𝜔଴(𝑥, 𝜃)

𝑅
∂𝑣଴(𝑥, 𝜃)

∂𝑥
+

∂𝑢଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

  
(١٨)  

൝
𝐿ଵଵ

𝐿ଶଶ

𝐿ଵଶ

ൡ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

∂𝜓௫(𝑥, 𝜃)

∂𝑥
∂𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝑅 ∂𝜃
∂𝜓௫(𝑥, 𝜃)

𝑅 ∂𝜃
+

∂𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

∂𝑥 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

  
(١٩)  

ቄ
𝛾ଵଷ

𝛾ଶଷ
ቅ = ൞

𝜓௫(𝑥, 𝜃) +
∂𝜔଴(𝑥, 𝜃)

∂𝑥

𝜓ఏ(𝑥, 𝜃) +
∂𝜔଴(𝑥, 𝜃)

𝑅 ∂𝜃

ൢ 

  
εଵଵ كه در اين روابط 

଴ ،εଶଶ
଴  نرمال هاي كرنش در سطح مياني پوسته

εଵଶچند لايه، 
଴ ،γଵଷ ،γଶଷ  كرنش هاي برشي در سطح مياني پوسته

پيچش  Lଵଶتغييرات سطح مياني در منحني و  Lଵଵ ،Lଶଶ چند لايه،
  مي باشد.ساندويچي سطح پوسته 

  كرنش- تنشروابط  - ٣
تقويت ساندويچي كرنش براي يك پوسته استوانه اي - روابط تنش   

شده با سه رينگ تحت فشارهاي خارجي با شرايط تنش صفحه اي 
 شود: در نظر گرفته مي (٢٠) رابطهبصورت 

(٢٠)  {𝜎ത} = [𝑄ത]{𝜀}̅ 
  

ماتريس سختي  [Qഥ]بردار كرنش و  {εത}بردار تنش،  {σഥ}در اين رابطه 
  مي باشند و به صورت زير در نظر گرفته مي شوند:

(٢١)  {𝜎ത}் = {𝜎തଵଵ𝜎തଶଶ 𝜎തଵଶ 𝜎തଵଷ 𝜎തଶଷ } 

(٢٢)  {𝜀}்̅ = {𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଶ̅ଶ 𝜀ଵ̅ଶ 𝜀ଵ̅ଷ 𝜀ଶ̅ଷ } 



 

 
١٨٢ 

حل
ت

 لي
ت

ثرا
ا

 
رها

شا
ف

 ي
رج

خا
 ي

قو
و ت

ي
 ت

 رو
 ها

ده
كنن

 ي
ت

شا
تعا

ار
 ... 

 
(٢3)       

  
[𝑄ത] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑄തଵଵ

𝑄തଶଵ

0
0
0

   

𝑄തଵଶ

𝑄തଶଶ

0
0
0

   

0
0

𝑄ത଺଺

0
0

   

0
0
0

𝑄തହହ

0

   

0
0
0
0

𝑄തସସ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

                              

  

  شود: زير تعريف مي شكلبه  (٢٠)سپس معادله
  

(٢4)  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜎തଵଵ

𝜎തଶଶ

𝜎തଵଶ

𝜎തଵଷ

𝜎തଶଷ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑄തଵଵ

𝑄തଶଵ

0
0
0

   

𝑄തଵଶ

𝑄തଶଶ

0
0
0

   

0
0

𝑄ത଺଺

0
0

   

0
0
0

𝑄തହହ

0

   

0
0
0
0

𝑄തସସ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜀ଵ̅ଵ

𝜀ଶ̅ଶ

𝜀ଵ̅ଶ

𝜀ଵ̅ଷ

𝜀ଶ̅ଷ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

  

تقويت شده اجزاي ماتريس يچي ساندو اي استوانه  پوستهبراي يك 
𝑸ഥسختي  𝐢𝐣 :به صورت زير تعريف مي گردند 

(٢5)  𝑄തଵଵ =
𝐸

1 − 𝜗ଶ
 

(٢٦)  𝑄തଵଶ =
𝜗𝐸

(1 − 𝜗ଶ)
 

(٢٧)  𝑄തଶଵ =
𝜗𝐸

(1 − 𝜗ଶ)
 

(٢٨)  𝑄തଶଶ =
𝐸

𝐴(1 − 𝜗ଶ)
 

(٢٩)  𝑄ത଺଺ =
𝐸

2(1 − 𝜗)
 

(3٠)  𝑄തସସ =
𝐸

2(1 − 𝜗)
 

(3١)  𝑄തହହ =
𝐸

2(1 − 𝜗)
 

  گردند: منتجه ها به صورت زير تعريف مي
 

(3٢)  

{𝑁௫  𝑁ఏ  𝑁௫ఏ 𝐻௫  𝐻ఏ}

= න {𝜎തଵଵ 𝜎തଶଶ 𝜎തଵଶ 𝜎തଵଷ 𝜎തଶଷ }

௛
ଶൗ

ି௛
ଶൗ

𝑑𝑧 

 
(33)  {𝑀௫   𝑀ఏ  𝑀௫ఏ } = න {𝜎തଵଵ 𝜎തଶଶ 𝜎തଵଶ}

௛
ଶൗ

ି௛
ଶൗ

𝑧𝑑𝑧 
  

و سپس  )٢4(در معادله  )١4( تا  )١٠( پس از جايگزيني معادلات 
فرم تركيبي منتجه ها به  )33(و  )3٢(جايگزين كردن در معادلات 

  شود: صورت زير در نظر گرفته مي
  
  

(34)  {𝑵} = [𝑰]{𝜺ത} 
 

 :عبارتند از {𝛆ത}و  [𝐈]، {𝐍}در اين رابطه 

(35)  
  

{𝑁}் = {𝑁௫ 𝑁ఏ  𝑁௫ఏ 𝑀௫ 𝑀ఏ 𝑀௑ఏ  𝐻௫ 𝐻௫ఏ} 

 
 

(3٦) 
 
  

[𝐼] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑋ଵଵ

𝑋ଵଶ

𝑋ଵ଺

𝑌ଵଵ

𝑌ଵଶ

𝑌ଵ଺

0
0

  

𝑋ଵଶ

𝑋ଶଶ

𝑋ଶ଺

𝑌ଵଶ

𝑌ଶଶ

𝑌ଶ଺

0
0

  

𝑋ଵ଺

𝑋ଶ଺

𝑋଺଺

𝑌ଵ଺

𝑌ଶ଺

𝑌଺଺

0
0

  

𝑌ଵଵ

𝑌ଵଶ

𝑌ଵ଺

𝑍ଵଵ

𝑍ଵଶ

𝑍ଵ଺

0
0

  

𝑌ଵଶ

𝑌ଶଶ

𝑌ଶ଺

𝑍ଵଶ

𝑍ଶଶ

𝑍ଶ଺

0
0

  

𝑌ଵ଺

𝑌ଶ଺

𝑌଺଺

𝑍ଵ଺

𝑍ଶ଺

𝑍଺଺

0
0

  

0
0
0
0
0
0

𝑉ସସ

𝑉ସହ

  

0
0
0
0
0
0

𝑉ସହ

𝑉ହହ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(3٧)  {𝜺ത}𝑻 = {𝜺ത𝟏𝟏 𝜺ത𝟐𝟐 𝜺ത𝟏𝟐 𝜺ത𝟏𝟏 𝜺ത𝟐𝟐 𝜺ത𝟏𝟐 𝜺ത𝟏𝟑 𝜺ത𝟐𝟑} 
  

  به صورت زير تعريف مي شوند: V୧୨و  X୧୨ ،Y୧୨ Z୧୨ (3٦)هدر معادل
 

(3٨)  (𝑋୧୨ 𝑌୧୨ 𝑍୧୨) = න 𝑄୧୨(1 𝑍 𝑍ଶ)𝑑𝑧

௛
ଶൗ

ି௛
ଶൗ

 

 
(3٩)  

  

𝑉୧୨ = න 𝑄୧୨ 𝑑𝑧

௛
ଶൗ

ି௛
ଶൗ

 

تقويت شده تشكيل شده از  ساندويچي اي استوانه  پوستهبراي يك    
به صورت زير در نظر گرفته مي  V୧୨و  X୧୨ ،Y୧୨ Z୧୨لايه هاي مختلف 

  شوند:
 

(4٠)  𝑋୧୨ = ෍ 𝑄୧୨
୩

ୌ

୩ୀଵ

(ℎ௞ − ℎ௞ିଵ) 

 
(4١)  𝑌୧୨ =

1

2
෍ 𝑄୧୨

୩

ୌ

୩ୀଵ

(ℎ௞ − ℎ௞ିଵ
ଶ ) 

 
(4٢)  𝑍୧୨ =

1

3
෍ 𝑄୧୨

୩

ୌ

୩ୀଵ

(ℎ௞
ଷ − ℎ௞ିଵ

ଷ ) 

 
(43)  𝑉୧୨ = ෍ 𝑄୧୨

୩

ୌ

୩ୀଵ

(ℎ௞ − ℎ௞ିଵ) 
 

فاصله از سطح مياني پوسته استوانه  𝐡𝐤ି𝟏و  𝐡𝐤كه در اين معادلات 
𝐐𝐢𝐣مي باشند.  امين لايه kبه سطح بيروني و داخلي ساندويچي اي 

𝐤 
در يك پوسته استوانه اي شماره لايه ها  Hامين لايه و  kسختي 

در  (3٧)و  (3٦)، (35)با جايگزيني معادلات  مي باشند.ساندويچي 
  خواهيم داشت (34)معادله 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(44)  

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

𝑁௫

𝑁ఏ

𝑁௫ఏ

𝑀௫

𝑀ఏ

𝑀௫ఏ

𝐻௫

𝐻௫ఏ ⎭
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑋ଵଵ

𝑋ଵଶ

𝑋ଵ଺

𝑌ଵଵ

𝑌ଵଶ

𝑌ଵ଺

0
0

  

𝑋ଵଶ

𝑋ଶଶ

𝑋ଶ଺

𝑌ଵଶ

𝑌ଶଶ

𝑌ଶ଺

0
0

  

𝑋ଵ଺

𝑋ଶ଺

𝑋଺଺

𝑌ଵ଺

𝑌ଶ଺

𝑌଺଺

0
0

  

𝑌ଵଵ

𝑌ଵଶ

𝑌ଵ଺

𝑍ଵଵ

𝑍ଵଶ

𝑍ଵ଺

0
0

  

𝑌ଵଶ

𝑌ଶଶ

𝑌ଶ଺

𝑍ଵଶ

𝑍ଶଶ

𝑍ଶ଺

0
0

  

𝑌ଵ଺

𝑌ଶ଺

𝑌଺଺

𝑍ଵ଺

𝑍ଶ଺

𝑍଺଺

0
0

  

0
0
0
0
0
0

𝑉ସସ

𝑉ସହ

  

0
0
0
0
0
0

𝑉ସହ

𝑉ହହ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

× 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

𝜕𝑢଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜓௫(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
𝜕𝜗଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+ 𝑧

𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+

𝑤଴(𝑥, 𝜃)

𝑅
𝜕𝜗଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+ 𝑧(

𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+

𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
)

𝜕𝑢଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜓௫(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
𝜕𝜗଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+ 𝑧

𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+

𝑤଴(𝑥, 𝜃)

𝑅
𝜕𝜗଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+ 𝑧(

𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃
+

𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
)

𝜓௫(𝑥, 𝜃) +
𝜕𝑤଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥

𝜓ఏ(𝑥, 𝜃) +
𝜕𝑤଴(𝑥, 𝜃)

𝑅𝜕𝜃 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

 

  معادلات انرژي - ٤
تقويت شده تحت  ساندويچي اي استوانه  پوستهحال به بررسي انرژي    

  پرداخته  مي شود ١فشار خارجي همانند شكل 
 

  انرژي كرنشي - ١- ٤
تقويت شده تحت ساندويچي  اي استوانه  پوستهانرژي كرنشي يك    

مرتبه اول تغيير شكل برشي به شرح زير نظريه فشار خارجي بر اساس 
  : :]٢5[است
(45)  𝑈 =

1

2
න න {𝜀}்̅[𝐼]{𝜀}̅𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥

ଶగ

଴

௅

଴

 

 (45)در معادله انرژي كرنشي  𝑻{𝜺ത}و  [𝐈]، {𝐍}ايگزاري روابط با ج
  خواهيم داشت:



 

 
١٨3 

 

ا ع
رض

د 
حم

م
ي

وند
س

يز 
 يبائ

 
 
 
 
 
 
  
  
  
 

(4٦)  

𝑈 =
1

2
න න {𝜀ଵ̅ଵ

ଶ 𝑋ଵଵ + 𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଶ̅ଶ𝑋ଵଶ + 𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଵ̅ଶ𝑋ଵ଺ + 𝜀ଵ̅ଵ
ଶ 𝑌ଵଵ

ଶగ

଴

௅

଴

+ 𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଶ̅ଶ𝑌ଵଶ + 𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଵ̅ଶ𝑌ଵ଺

+ 𝜀ଶ̅ଶ𝜀ଵ̅ଵ𝑋ଵଶ + 𝜀ଶ̅ଶ
ଶ 𝑋ଶଶ

+ 𝜀ଶ̅ଶ𝜀ଵ̅ଶ𝑋ଶ଺ + 𝜀ଶ̅ଶ𝜀ଵ̅ଵ𝑌ଵଶ + 𝜀ଶ̅ଶ
ଶ 𝑌ଶଶ

+ 𝜀ଶ̅ଶ𝜀ଵ̅ଶ𝑌ଶ଺ + 𝜀ଵ̅ଶ𝜀ଵ̅ଵ𝑋ଵ଺

+ 𝜀ଵ̅ଶ𝜀ଶ̅ଶ𝑋ଶ଺ + 𝜀ଵ̅ଶ
ଶ 𝑋଺଺ + 𝜀ଵ̅ଶ𝜀ଵ̅ଵ𝑌ଵ଺

+ 𝜀ଵ̅ଶ𝜀ଶ̅ଶ𝑌ଶ଺ + 𝜀ଵ̅ଶ
ଶ 𝑌଺଺ + 𝜀ଵ̅ଵ

ଶ 𝑌ଵଵ

+ 𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଶ̅ଶ𝑌ଵଶ + 𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଵ̅ଶ𝑌ଵ଺ + 𝜀ଵ̅ଵ
ଶ 𝑍ଵଵ

+ 𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଶ̅ଶ𝑍ଵଶ + 𝜀ଵ̅ଵ𝜀ଵ̅ଶ𝑍ଵ଺

+ 𝜀ଶ̅ଶ𝜀ଵ̅ଵ𝑌ଵଶ + 𝜀ଶ̅ଶ
ଶ 𝑌ଶଶ + 𝜀ଶ̅ଶ𝜀ଵ̅ଶ𝑌ଶ଺

+ 𝜀ଶ̅ଶ𝜀ଵ̅ଵ𝑍ଵଶ + 𝜀ଶ̅ଶ
ଶ 𝑍ଶଶ + 𝜀ଶ̅ଶ𝜀ଵ̅ଶ𝑍ଶ଺

+ 𝜀ଵ̅ଶ𝜀ଵ̅ଵ𝑌ଵ଺ + 𝜀ଵ̅ଶ𝜀ଶ̅ଶ𝑌ଶ଺ + 𝜀ଵ̅ଶ
ଶ 𝑌଺଺

+ 𝜀ଵ̅ଶ𝜀ଵ̅ଵ𝑍ଵ଺ + 𝜀ଵ̅ଶ𝜀ଶ̅ଶ𝑍ଶ଺ + 𝜀ଵ̅ଶ
ଶ 𝑍଺଺

+ 𝜀ଵ̅ଷ
ଶ 𝑉ସସ + 𝜀ଵ̅ଷ𝜀ଶ̅ଷ𝑉ସହ + 𝜀ଶ̅ଷ𝜀ଵ̅ଷ𝑉ସହ

+ 𝜀ଶ̅ଷ
ଶ 𝑉ହହ}𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥 

 

  انرژي جنبشي -٢-٤
تقويت شده تحت ساندويچي  اي استوانه  پوستهانرژي جنبشي يك    

فشار خارجي بر اساس تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي به فرم زير 
  تعريف مي شود:

 
 
 

(4٧)  

𝑇 =
1

2
න න 𝜌் ൝ቆ

𝜕𝑢଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑡
ቇ

ଶ

+ ቆ
𝜕𝑣଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑡
ቇ

ଶଶగ

଴

௅

଴

+ ቆ
𝜕𝜔଴(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑡
ቇ

ଶ

+ ቆ
𝜕𝜓௫(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑡
ቇ

ଶ

+ ቆ
𝜕𝜓ఏ(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑡
ቇ

ଶ

ൡ 𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥 

  به صورت زير تعريف مي گردد: 𝝆𝐓چگالي  (4٧)كه در معادله 
 

(4٨)  
  

𝜌୘ = ෍ 𝜌୩

ୌ

୩ୀଵ

(ℎ୩ − ℎ୩ିଵ) 

  انرژي پتانسيل فشار خارجي - ٣- ٤
شده  ساندويچي اي استوانه  پوستهانرژي پتانسيل فشار خارجي يك     

مرتبه اول تغيير شكل برشي به صورت زير بدست مي نظريه بر اساس 
 آيد

𝐸ா௫௧௘௥௡௔௟ =
௉ಶೣ೟೐ೝ೙ೌ೗

ସ
∫ ∫ ቀ

డఠబ(௫,ఏ)

డ௫
ቁ

ଶ

𝑅ଶ𝑑𝜃𝑑𝑥
ଶగ

଴

௅

଴
        (4٩) 

 اي استوانه  پوستهفركانس طبيعي يك در نهايت تابع انرژي براي پاسخ 
 نظريهتقويت شده با سه رينگ تحت فشار خارجي بر اساس ساندويچي 

  مرتبه اول تغيير شكل برشي به صورت زير مي باشد:
(5٠)  𝐹 = 𝑈 − 𝑇 + 𝐸ா௫௧௘௥௡௔௟    

  ميدان جابجايي - 5
 اي استوانه  پوستهايي براي فركانس طبيعي يك ميدان جابج   

مرتبه اول  نظريهتقويت شده با سه رينگ و فشار بر اساس ساندويچي 
  :]٢٦[تعريف مي شودتغيير شكل برشي به صورت زير 

 
 
 
 

(5١)  

𝑢଴(𝑥, 𝜃) = Eഥଵ

∂Ω(𝑥)

∂𝑥
cos(𝑛𝜃)cos(𝜔𝑡) 

𝜗଴(𝑥, 𝜃) = EഥଶΩ(𝑥)sin(𝑛𝜃)cos(𝜔𝑡) 

𝜔଴(𝑥, 𝜃) = EഥଷΩ(𝑥) ෑ(𝑥 − 𝑏୧)
ఓ౟

ୌ

୧ୀଵ

cos(𝑛𝜃)cos(𝜔𝑡) 

𝜓୶(𝑥, 𝜃) = Eഥସ

∂Ω(𝑥)

∂𝑥
cos(𝑛𝜃)cos(𝜔𝑡) 

𝜓஘(𝑥, 𝜃) = EഥହΩ(𝑥)sin(𝑛𝜃)cos(𝜔𝑡) 
ارتعاشي مي  ثابت هاي دامنه 𝑬ഥ𝟓و  𝑬ഥ𝟏 ،𝑬ഥ𝟐 ،𝑬ഥ𝟑 ،𝑬ഥ𝟒كه  در آن 

مي  صدقشرايط مرزي در تابع محوري مي باشد كه  𝛀(𝒙)باشند. 

پارامتري است كه  𝝁𝐢تعداد رينگ،  Hموقعيت تقويت كننده،  𝒃𝐢كند. 
  با توجه به وجود سه رينگ مقدارش سه مي باشد.

به عنوان يك تابع تير و به صورت زير انتخاب  𝛀(𝒙)تابع محوري    
  :]٢٧[مي شود

 
 

 

(5٢)  

Ω(𝑥) = 𝛹ଵcosh ൬
𝛷୫𝑥

𝐿
൰ + 𝛹ଶcos ൬

𝛷୫𝑥

𝐿
൰

− 𝜇௠ ቆ𝛹ଷsinh ൬
𝛷୫𝑥

𝐿
൰

+ 𝛹ସsin ൬
𝛷୫𝑥

𝐿
൰ቇ 

𝜳𝒊(𝒊مقادير  (5٢) كه در معادله = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒) ،𝜱𝐦 و 𝝁𝒎 براي 
بق جدول مطا ساده - ساده و آزاد - زاد، گيردارآ- گيردارشرايط مرزي 

  داده شده است. ١شماره 
  

𝚿𝐢(𝐢مقادير  ١- جدول = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒) ،𝚽𝐦  و𝛍𝐦  براي شرايط مرزي 

  ساده -ساده و آزاد -آزاد، گيردار-گيردار

𝛷୫ 𝛹௜(𝑖  شرايط مرزي = 1, 2,3,4) 𝜇௠ 
 

- گيردار
 آزاد

  

(2𝑚 − 1)𝜋

2
 

𝛹ଵ = 1, 𝛹ଶ

= −1 
𝛹ଷ = 1, 𝛹ସ

= −1 

sinhΦ௠ − sinΦ௠

coshΦ௠ + cosΦ௠

 

  

- گيردار
 ساده

  

(4𝑚 + 1)𝜋

4
 

𝛹ଵ = 1, 𝛹ଶ

= −1 
𝛹ଷ = 1, 𝛹ସ

= −1 

coshΦ௠ − cosΦ௠

sinhΦ௠ − sinΦ௠

 

  

4𝑚)  ساده- آزاد + 1)𝜋

4
 

𝛹ଵ = 1, 𝛹ଶ = 1 
𝛹ଷ = 1, 𝛹ସ = 1 

coshΦ௠ − cosΦ௠

sinhΦ௠ − sinΦ௠

 

  

  

  روش ريتز - 6
ريتز براي پاسخ فركانس طبيعي يك  تحليلي روش از تحقيق، اين در   

تقويت شده با سه رينگ تحت فشار خارجي ساندويچي  اي استوانه  پوسته
مرتبه اول تغيير شكل برشي استفاده شده است و تابع  نظريهبر اساس 

  انرژي به صورت زير تعريف مي شود:
(53)  

  

𝐹 = 𝑈௠௔௫ − 𝑇௠௔௫ + 𝐸ா௫௧௘௥௡௔௟  

) و به كاربردن 4٩) و (4٧)، (4٦) در معادلات (5١جايگزيني معادله (با 
  :خواهيم داشت Fروش ريتز با به حداقل رساندن تابع انرژي 

 
 
 
 

(54)  

∂(𝑈௠௔௫ − 𝑇௠௔௫ + 𝐸ா௫௧௘௥௡௔௟)

∂𝐸തଵ

= 0 

∂(𝑈௠௔௫ − 𝑇௠௔௫ + 𝐸ா௫௧௘௥௡௔௟)

∂𝐸തଶ

= 0 

∂(𝑈௠௔௫ − 𝑇௠௔௫ + 𝐸ா௫௧௘௥௡௔௟)

∂𝐸തଷ

= 0 

∂(𝑈௠௔௫ − 𝑇௠௔௫ + 𝐸ா௫௧௘௥௡௔௟)

∂𝐸തସ

= 0 

∂(𝑈௠௔௫ − 𝑇௠௔௫ + 𝐸ா௫௧௘௥௡௔௟)

∂𝐸തହ

= 0 

 مقدار معادله حركت وجود دارد، بنابراين معادلهپنج  (54) در رابطه

  :مي آيد بدست زير صورت مشخصه به
 
 

(55)  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶ଵଵ

𝐶ଶଵ

𝐶ଷଵ

𝐶ସଵ

𝐶ହଵ

𝐶ଵଶ

𝐶ଶଶ

𝐶ଷଶ

𝐶ସଶ

𝐶ହଶ

𝐶ଵଷ

𝐶ଶଷ

𝐶ଷଷ

𝐶ସଷ

𝐶ହଷ

𝐶ଵସ

𝐶ଶସ

𝐶ଷସ

𝐶ସସ

𝐶ହସ

𝐶ଵହ

𝐶ଶହ

𝐶ଷହ

𝐶ସହ

𝐶ହହ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

Eഥଵ

Eഥଶ

Eഥଷ

Eഥସ

Eഥହ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0
0
0
0
0⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

ضرايب به صورت  ماتريس براي داشتن جواب غير صفر بايد دترمينان
  زير صفر شود:
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(5٦)  ห𝐶௜௝ห = 0                         (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 5) 

  ) خواهيم داشت:5٦عادله (م معادله حل با نهايت در
  

(5٧)  𝛿଴𝜔ଵ଴ + 𝛿ଵ𝜔଼ + 𝛿ଶ𝜔଺ + 𝛿ଷ𝜔ସ + 𝛿ସ𝜔ଶ + 𝛿ହ = 0 
  

بالا داراي پنج جواب مثبت و پنج جواب  ١٠معادله مشخصه درجه 
  پوستههاي مثبت فركانس هاي طبيعي  منفي مي باشد. جواب

تحت فشار خارجي  تقويت شده با سه رينگساندويچي  اي استوانه
  هستند كه كوچكترين آنها جواب مورد قبول اين تحقيق مي باشد.

 ٢ خواص مواد سه لايه استفاده شده در پوسته استوانه اي در جدول
  نشان داده شده است.

  

  خواص مواد سه لايه ٢- جدول
 E  نوع مواد  موقعيت

(N/m2)  
  

𝝑 𝝆 (
𝐤𝐠

𝐦𝟑
) 

لايه 
  خارجي

 فولاد زنگ
  نزن

2.1×1011  0.28  7.8×103 

  

لايه 
  مياني

 103×2.7  0.35  1010×7.0  آلومينيوم

  

لايه 
  خارجي

 فولاد زنگ
  نزن

2.1×1011  0.28  7.8×103 

  

  

  همگرايي و مقايسه پژوهش - ٧
 اي استوانه  پوستهفركانس هاي طبيعي يك  بهتر درك منظور به   

 ظريهسه رينگ تحت فشار خارجي بر اساس ن تقويت شده باساندويچي 
شده،  ارائه تحليلي روابط بررسي صحت مرتبه اول تغيير شكل برشي و

نتايج منتشر شده در ادبيات موضوع مقايسه شده است. نتايج حاصل با 
مقايسه فركانس طبيعي پوسته استوانه اي بدون تقويت  3در جدول 

كننده و فشار خارجي در نظر گرفته و نتايج پارامتر فركانسي 

Γ = ω𝑅ට(1 − 𝜗ଶ)𝜌
𝐸ൗ  كلاسيك مرجع  نظريهبدست آمده از با نتايج
  مقايسه گرديده است.) ١٠(

  

Γفركانسي پارامتر  ٣- جدول = ωRට(1 − ϑଶ)ρ
E

ൗ  براي يك پوسته

  استوانه اي بدون رينگ و فشار خارجي
تحقيق 
 حاضر

  شرايط مرزي h/R L/R m n (10)چانگ 

آزاد- گيردار ٢ 1 ١.١١۴ 0.0۵ ٣٠٧۶.0 ٣١٢٩.0  
0.3١٣٣ 0.٣٠٨١ 0.05 2 .٨٨ آزاد- گيردار ٢ ٢   

آزاد- گيردار 2 ٣ ٠٧.۵ 0.0۵ ٣٠٧٩.0 ٣٠٩٧.0  

 

بدون ي پوسته استوانه اي برا (Hz)ي در دومين مقايسه، فركانس طبيع
كلاسيك تحت شرايط  نظريهتقويت كننده و فشار خارجي با استفاده از 

در جدول  (٢٨)تكيه گاهي ساده حاصل شده از تحقيق حاضر و مرجع 
 نشان داده شده است. 4
  
  
  
 

براي يك پوسته استوانه اي بدون  (Hz)فركانس طبيعي  ٤- جدول

 تقويت كننده و فشار خارجي تحت شرايط تكيه گاهي ساده

 (L/R = 20, h/R = 0.002)  
 m n  (28)   ارشد و همكاران  تحقيق حاضر

13.497 13.645 1 1 
4.367 4.625 1 2 
4.277 4.331 1 3 
7.598 7.366 1 4 

11.821 11.775 1 5 
 

در تمامي مقايسه هاي  4و  3تطابق بين نتايج ارائه شده در جداول 
صورت گرفته شده نشان از دقت و صحت روش ارائه شده دارد. با اين 

مرتبه اول تغيير  نظريهحال تفاوت بسيار جزئي نتايج به علت استفاده از 
ه با تئوري كلاسيك استفاده شده شكل برشي در تحقيق حاضر در مقايس

استفاده از سه رينگ و فشار خارجي براي يك ع مي باشد. در مراج
تا كنون در هيچ  با شرايط مرزي نامتقارنساندويچي پوسته استوانه اي 

  مرجعي يافت نشده است.
  

  بحث بر روي نتايج - ٨
بدون تقويت ساندويچي استوانه اي  پوسته - ١ - ٨

  كننده و فشار
بدون ساندويچي  اي استوانه  پوستهاين بخش، پاسخ فركانسي يك در    

تقويت كننده و فشار خارجي براي اعداد موج محيطي مختلف و شرايط 
 ٢تحليل قرار مي گيرد. شكل  تجزيه و مختلف مورد نامتقارن مرزي

بدون ساندويچي  اي استوانه  پوستهتاثير فركانس هاي طبيعي روي يك 
نشان مي دهد. با توجه به شكل،  را خارجي تقويت كننده و فشار

مختلف نامتقارن مشخص مي شود كه براي هر سه شرايط مرزي 
فركانس هاي طبيعي در ابتدا كاهش و سپس افزايش مي يابند. 
همچنين، نتايج نشان مي دهد كه فركانس هاي طبيعي با شرايط مرزي 

شرايط مرزي  بالاتر از دو نوع ديگر است و به همين ترتيب ساده- آزاد
  پوستهاز دو نوع ديگر پايين تر مي باشد. در حالت  آزاد- گيردار
بدون تقويت كننده و فشار خارجي كمترين  ساندويچي اي استوانه

  اتفاق مي افتد. 3و  ٢فركانس هاي طبيعي در اعداد موج محيطي 
  

  
ساندويچي  اي استوانهتغييرات پاسخ فركانس طبيعي پوسته  ٢-شكل  

  مختلفنامتقارن   ار خارجي و تقويت كننده با سه شرط مرزيبدون فش
(h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1)  
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بدون تقويت ساندويچي پوسته استوانه اي - ٢ - ٨
  فشار باكننده 

بدون ساندويچي  اي استوانه  پوستهدر اين قسمت، پاسخ فركانسي يك    
لف و شرايط تقويت كننده با فشار خارجي براي اعداد موج محيطي مخت

 ٧تا  5 جدول هايمختلف مورد تحليل قرار مي گيرد.  نامتقارن مرزي
بدون ساندويچي  اي استوانه  پوستهپاسخ فركانس هاي طبيعي يك 

تقويت كننده با فشار خارجي را نشان مي دهند. تحليل با فرض 
كيلو پاسكال انجام شده است.  ٦٠٠و  4٠٠فشارهاي خارجي برابر با 

زماني كه فشار خارجي صفر است،  نامتقارن ه شرايط مرزيبراي تمام س
فركانس طبيعي ابتدا كاهش مي يابد و سپس افزايش مي يابند. وقتي 

بدون تقويت كننده در معرض فشار ساندويچي  اي استوانه  پوستهكه 
پاسخ  نامتقارن خارجي قرار مي گيرد، براي همه سه شرايط مرزي

ابد. نتايج نشان مي دهد كه فشارهاي فركانس هاي طبيعي افزايش مي ي
تاثير مي ساندويچي خارجي بر روي فركانس طبيعي پوسته استوانه 

گذارد و موجب افزايش فركانس طبيعي سازه مي شود. وقتي مقدار 
فشارهاي خارجي بزرگتر است، فركانس هاي طبيعي نيز بالاتر است. 

نس هاي همچنين، نتايج بدست آمده نشان مي دهد كه پاسخ فركا
بدون تقويت كننده با فشار ساندويچي  اي استوانه  پوستهطبيعي يك 

  مختلف متفاوت است. نامتقارن خارجي براي شرايط مرزي
  

ساندويچي پاسخ فركانس هاي طبيعي يك پوسته استوانه اي  5- جدول
بدون تقويت كننده با و بدون فشار خارجي تحت شرايط تكيه گاهي 

 آزاد-گيردار
(m=1, h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

n بدون فشار  
P=0 

  با فشار
P=400 Kpa 

  با فشار
P= 600 Kp 

 
1  6.118 6.118 6.118 
2  2.345 37.807 46.273 
3  3.737 65.48 80.151 
4  6.96 91.81 112.334 
5  11.226 117.582 143.788 
6  16.461 143.134 174.915 
7  22.654 168.639 205.917 
8  29.801 194.201 236.91 
9  37.903 219.889 267.97 

10  46.959 245.758 299.153 
 

س هاي طبيعي يك پوسته استوانه اي پاسخ فركان 6- جدول

بدون تقويت كننده با و بدون فشار خارجي تحت شرايط ساندويچي 
 ساده-گيردارتكيه گاهي 

(m=1, h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 
n بدون فشار  

P=0 
  ربا فشا

P=400 Kpa 
  با فشار

P= 600 Kp 
 

1  20.198 20.198 20.198 
2  6.849 38.321 46.682 
3  4.836 65.539 80.195 
4  7.187 91.821 112.342 
5  11.292 117.586 143.79 
6  16.489 143.136 174.916 
7  22.67 168.64 205.918 
8  29.814 194.202 236.911 
9  37.914 219.89 267.971 

10  46.969 245.759 299.154 

ساندويچي پاسخ فركانس هاي طبيعي يك پوسته استوانه اي  ٧- جدول

بدون تقويت كننده با و بدون فشار خارجي تحت شرايط تكيه گاهي 
 ساده-آزاد

(m=1, h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 
 

n بدون فشار  
P=0 

  با فشار
P=400 Kpa 

  با فشار
P= 600 Kp 

 
1  21.075 21.075 21.075 
2  7.007 38.311 46.658 
3  4.883 65.528 80.179 
4  7.206 91.816 112.335 
5  11.306 117.583 143.786 
6  16.502 143.135 174.914 
7  22.683 168.641 205.917 
8  29.827 194.203 236.911 
9  37.927 219.892 267.972 

10  46.982 245.761 299.155 
  
  

 يكو فشار  باساندويچي انه اي پوسته استو - ٣ - ٨
  تقويت كننده 

 اي استوانه  پوستهتغييرات فركانس هاي طبيعي يك  3شكل    
نتايج  با يك تقويت كننده و فشار خارجي را  نشان مي دهد.ساندويچي 

شبيه سازي نشان مي دهد كه روند مشابهي براي همه موقعيت هاي 
موقعيت رينگ  3ي شكل تقويت كننده در طول پوسته وجود دارد. برا

ارائه گرديد. در اين حالت تاثير وجود تقويت كننده  b= 0.3Lدر حالت 
را مي توان در شكل مشاهده كرد. وجود همزمان تقويت كننده و فشار 

مي ساندويچي  اي استوانه  پوستهسبب افزايش فركانس هاي طبيعي 
مهم  گردد. نتايج نشان مي دهد كه افزايش در فركانس هاي طبيعي

افزايش مي يابد. براي عدد  ٢به  ١است وقتي كه عدد موج محيطي از 
فركانس هاي طبيعي به تدريج افزايش مي  ٢موج محيطي بزرگتر از 

يابند. همچنين، نتايج بدست آمده نشان مي دهد كه پاسخ فركانس هاي 
با يك تقويت كننده و فشار ساندويچي  اي استوانه  پوستهطبيعي يك 

  مختلف متفاوت است. نامتقارن ي شرايط مرزيخارجي برا
  

 و سهبا فشار ساندويچي پوسته استوانه اي  - ٤ - ٨
  تقويت كننده 

در اين بخش، تاثير تعداد تقويت كننده بر روي فركانس هاي طبيعي    
با فشار خارجي براي سه شرايط مرزي ساندويچي  اي استوانه  پوستهيك 

پاسخ فركانس هاي  ١٠تا  ٨ول مختلف مورد بررسي قرار گرفت. جدا
با سه تقويت كننده و فشار ساندويچي  اي استوانه  پوستهطبيعي يك 

مختلف را نشان مي دهند.  نامتقارن خارجي تحت سه شرايط مرزي
ساندويچي  اي استوانه تقويت كننده ها با فواصل مساوي در طول پوسته

اسكال انجام كيلو پ ٦٠٠قرار مي گيرند. تحليل با فرض فشار خارجي 
شده است. نتايج نشان مي دهد كه تعداد تقويت كننده روي فركانس 
هاي طبيعي تاثير مي گذارد و سبب افزايش فركانس هاي طبيعي سازه 
مي گردد. همچنين، نتايج بدست آمده نشان مي دهد كه پاسخ فركانس 

با سه تقويت كننده و ساندويچي  اي استوانه  پوستههاي طبيعي يك 
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  مختلف متفاوت است. نامتقارن خارجي براي شرايط مرزيفشار 
  

پاسخ فركانس هاي طبيعي يك پوسته استوانه اي   ٨-  جدول
با سه تقويت كننده و فشار خارجي تحت شرايط تكيه گاهي ساندويچي 

 آزاد-گيردار
(h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

 
  سه تقويت كننده

 
 

m 

 
 
 

n 
 

b1/L=1/4, b2/L=2/4, 
b3/L=3/4,P=600KPa 

434.747 1 1 
538.861 1 2 
563.553 1 3 
576.216 1 4 
586.453 1 5 

 

  

پاسخ فركانس هاي طبيعي يك پوسته استوانه اي  ٩-  جدول
با سه تقويت كننده و فشار خارجي تحت شرايط تكيه گاهي ساندويچي 

 ساده-گيردار
(h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

 
  سه تقويت كننده

 
 

m 

 
 
 

n 
 

b1/L=1/4, b2/L=2/4, 
b3/L=3/4,P=600KPa 

504.329 1 1 
822.109 1 2 
825.782 1 3 
829.814 1 4 
830.112 1 5 

  
  

  
  

  تقويت شده با يك رينگ تحت فشار خارجي با سه شرايط مرزي مختلفساندويچي  اي استوانهتغييرات پاسخ فركانس طبيعي پوسته  ٣-شكل 
(P = 1400 KPa, h/R = 0.002, L/R = 20, b= 0.3L, R = 1) 

  
پاسخ فركانس هاي طبيعي يك پوسته استوانه اي  -١٠ جدول

با سه تقويت كننده و فشار خارجي تحت شرايط تكيه ساندويچي 
 ساده-آزادگاهي 

(h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 
 

  سه تقويت كننده
 
 

m 

 
 
 

n 
 

b1/L=1/4, b2/L=2/4, 
b3/L=3/4,P=600KPa 

580.035 1 1 
970.591 1 2 
993.023 1 3 
1004.33 1 4 
1014.40 1 5 

  

  نتيجه گيري -٩
 اي استوانه  پوستهتحليل فركانس هاي طبيعي يك  مطالعه، در اين   

تقويت شده با سه رينگ تحت فشارهاي خارجي مورد ساندويچي 

يتي تقو ساندويچي بررسي قرار گرفت. پيكربندي پوسته استوانه اي
تشكيل شده است از سه لايه كه لايه هاي داخلي و خارجي از فولاد 
ضد زنگ و لايه مياني متشكل از ماده آلومينيوم مي باشد. معادلات 

بدست مرتبه اول تغيير شكل برشي نظريه بر اساس پوسته استوانه اي 
حاكم حركت به روش انرژي و بكار بردن  تمعادلاآمده است. سپس، 

ستخراج شده اند. شرايط مرزي در لبه هاي دو انتهاي تكنيك ريتز ا
و   ساده - ، گيردارآزاد - گيرداربه صورت ساندويچي پوسته استوانه اي 

در نظر گرفته شده است. تاثير فشارهاي خارجي، موقعيت  ساده - آزاد
و تعداد رينگ هاي تقويتي و شرايط مرزي مختلف روي خصوصيات 

  ر گرفت. فركانسهاي طبيعي مورد بحث قرا
تا كنون در هيچكدام از كارهاي انجام شده در زمينه ارتعاشات 

ها، اثر همزمان پارامترهاي سه رينك تقويتي و فشارهاي  پوسته
آن هم با در نظر گرفتن ساندويچي هاي سه لايه  خارجي روي پوسته

مرتبه اول تغيير شكل برشي بررسي نشده است. در اين تحقيق، نظريه 
ابت در نظر گرفته نشده و در نتايج ارائه شده اثر محل رينگ ها ث

تغييرات اين پارامتر روي فركانس هاي طبيعي نيز با جزئيات تفسير 
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شده است. همچنين اثر شرايط مرزي مختلف روي ارتعاشات هم كمتر 
  مورد توجه قرار گرفته است.

  پوسته نتايج نشان داد كه رينگ هاي تقويتي و فشارهاي خارجي روي
اثر مي گذارند و منجر به افزايش فركانسهاي ساندويچي  اي وانهاست

طبيعي مي گردد. همچنين، نتايج نشان داد كه وقتي فشارهاي 
خارجي افزايش مي يابد فركانس هاي طبيعي نيز بالاتر مي روند. 
نتايج بدست آمده نشان داد كه تعداد تقويت كننده ها تاثير مستقيم 

مي گذارد و ساندويچي  اي استوانهه بر فركانس هاي طبيعي پوست
سبب افزايش فركانس هاي طبيعي سازه مي گردد و هر چه تعداد 
تقويت كننده در طول پوسته بيشتر شود فركانس هاي طبيعي نيز 
افزايش مي يابند. در پايان، نويسنده بر اين باور است كه نتايج اين 

  تحقيق مي تواند در كاربردهاي مهندسي مفيد باشد.
  خي از نتايج اين تحقيق به صورت زير ارائه مي گردد:بر

بدون تقويت كننده و ساندويچي  اي استوانه  پوسته در حالت - ١
مختلف فركانس هاي  نامتقارن فشار براي هر سه شرايط مرزي

 طبيعي در ابتدا كاهش و سپس افزايش مي يابند.

كه  بدون تقويت كنندهساندويچي  اي استوانه  پوسته در حالت - ٢
در معرض فشار خارجي قرار مي گيرد، براي همه سه شرايط 

 پاسخ فركانس هاي طبيعي افزايش مي يابد. نامتقارن مرزي

بدون تقويت كننده و ساندويچي  اي استوانه  پوسته در حالت - 3
با فشارهاي خارجي وقتي مقدار فشارهاي خارجي بزرگتر است، 

 فركانس هاي طبيعي نيز بالاتر است.

ود همزمان تقويت كننده و فشار سبب افزايش فركانس وج - 4
مي گردد. اين افزايش ساندويچي  اي استوانه  پوستههاي طبيعي 

  در فركانس هاي طبيعي مهم است.
روي ساندويچي  اي استوانه  پوستهتعداد تقويت كننده در  - 5

فركانس هاي طبيعي تاثير مي گذارد و سبب افزايش فركانس 
  ي گردد.هاي طبيعي سازه م
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