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  چكيده

 همچنين است، گرفته قرار مقايسه مورد دوبعدي غيرخطي برگرز معادله حل براي يافته بهبود نيكلسون-كرانك و آدوميان تجزيه عددي هاي روش مقاله اين در
 نامشروط پايداري داراي و بوده صريح روش يك متداول نيكلسون- كرانك خلاف بر MLCN روش. است شده مقايسه تحليلي روش با عددي هاي روش اين
 تر ساده را محاسبات كه گردد مي ساده بلوكي ماتريس چند تشكيل به منجر معمولي ديفرانسيل معادلات به جزئي ديفرانسيل معادله تبديل با روش اين. باشد مي
 در اين مطالعه .شود مي حل و شده تعريف نامحدود هاي تابع از سري يك توسط معادله هر كه است U(x) نامعلوم تابع شامل آدوميان تجزيه روش. نمايد مي

 قرار بررسي مورد ثابت زماني گام طول با متفاوت رينولدز اعداد و مختلف هاي زمان در هاY محور راستاي در v و هاX محور راستاي در u سرعت پارامترهاي
 داده نشان مقايسه شده و تحليلي روش با ها روش اين از حاصل عددي نتايج متفاوت، اوليه شرايط با نمايي و مثلثاتي توابع از مثال دو ارايه با. است شده داده
  .است تر نزديك تحليلي روش به آدوميان تجزيه روش و كند مي عمل نيكلسون- كرانك روش به نسبت بهتري دقت با آدوميان تجزيه روش كه ه استشد

 .آدوميان تجزيه روش يافته، بهبود نيكلسون- كرانك روش دوبعدي، خطي غير برگرز معادله :كليدي واژهاي

   
  

A Comparison Between the Adomian Decomposition and the Modified Crank-Nicholson 
Methods for the two-dimensional Burgers' Equation   

   
Department of Mathematics, Technical and Vocational University, Tehran, Iran A. R. Haghighi 
Department of Statistics  University of Tabriz, Tabriz, Iran   J. Ahmadishali 
Department of Mathematics,  University of Tabriz, Tabriz, Iran   H. E. Alipur 
Department of Mathematics, Islamic Azad University, Central Tehran Branch, Tehran, Iran.  N. Asghary 

   
Abstract   
In this paper, numerical methods of the Adomian decomposition and the Modified Crank–Nicholson are used for solving the two-
dimensional Burgers’ equation, have been compared. These numerical methods have also been compared with the analytical 
solution. In contrast to the conventional Crank -Nicolson method, the MLCN method is an explicit and unconditionally stable 

method. This method leads to several block matrices through the transformation of the partial differential equation (PDE) into 
ordinary differential equations (ODE), which simplifies the calculations. The Adomian decomposition method includes the unknown 
function U (x), in which each equation is defined and solved by an infinite series of unbounded functions. In this study velocity 
parameters u in the direction of the X axis, and v in the direction of the Y axis, are examined at different times with different 
Reynolds numbers over a fixed time step. Also the accuracy of the Adomian and the Crank-Nicolson methods at different Reynolds 
numbers have been compared utilizing two examples of trigonometric and exponential functions with different initial conditions, 
which shows that the Adomian decomposition method is closer to the analytical method.  
Keywords: Two–dimensional Burgers equation, Modified Local Crank-Nicholson method, Adomian decomposition method. 

   
 

   مقدمه - ١
 استوكس- ناوير معادلات از اي شده  ساده شكل برگرز معادله

 خوبي به را استوكس- ناوير معادلات غيرخطي هاي ويژگي كه باشد مي
 اين در گرديد، مطرح باتمن توسط ١٩١٥ سال در كه دهد، مي نشان

 استوكس - ناوير معادلات در موجود پيوستگي و فشار هاي مؤلفه معادله
 از بنيادي جزئي ديفرانسيلي معادله يك برگرز معادله. شود مي حذف

 رياضي، هاي مدل بردن كار به با مقاله اين. است سيالات مكانيك
 برده كار به برگرز معادله در كه جزيي مشتقات با ديفرانسيلي معادلات

 ]١[. كند مي حل را شده

 از بسياري در حاكم معادلات غيرخطي هاي ويژگي معادلات اين
 نيز اي گسترده كاربرد و ) داردتلاطم انتقال مانند( عملي انتقالي مسائل

 اي، ضربه موج نظريه: قبيل از( دارند فيزيكي هاي پديده از بسياري در
 در ها آلاينده پخش و انتقال ترموالاستيك، محيط در موج فرآيندهاي
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 رسوب مدل در معادلات اين همچنين]. ٢[) رسوب انتقال و رودخانه
 شده مقياس مقادير غلظت دوراني حركت بولتزمن، شبكه روش سازي،

 كار به گرانش تحت كلوئيدهاي و مايع هاي تعليق در ذره نوع دو
  ].٣[رود مي

 انواع و است شده  داده بسط نيز بالاتر ابعاد به برگرز معادله
كار  به بعدي) ٣+١( ابعاد در معادلات اين حل براي عددي هاي روش

 عنوان به بعدي) n+1( برگرز معادله ،]٥[ مرجع در]. ٤[برده شده است 
 تجزيه روش از و براي حل آن شود مي شناخته ريچارد معادله يك

 نوع هيچ از آن در. است شده كاربرده به متناهي تفاضل روش و آدوميان
 دقت و همگرايي داراي و است نشده  استفاده تبديلي يا سازي خطي
 آب جريان توصيف براي مدل يك عنوان به معادلات اين. باشد مي بالايي

  .است شده شناخته خاك در
 كردن حل براي ابدووالي سرانجام ها روش اين ي همه از بعد
 روش و ،]٦[ (CN)نيكلسون - كرانك  روش گرما جابجايي معادلات

 كه. است كرده معرفي را ،]٧) [MLCN( يافته بهبود نيكلسون- كرانك
 روش اين در. است نشده استفاده تبديلي هيچ از MLCN روش در

 تبديل معمولي ديفرانسيل معادلات به جزيي ديفرانسيل معادلات
 ساده بلوكي ماتريس چند به را ضرايب ماتريس MLCN روش. شوند مي

براي  .باشد مي نامشروط پايداري با صريح روش يك كه كند، مي تبديل
پيشنهاد ] ٨- ١١[مراجع  نيكلسون – كرانك روش هاي مشاهده كاربرد

  .گردد مي
 معادله حل براي) ADM(  آدوميان تجزيه روش اخير، سالهاي در

 بهترين. است گرفته قرار پژوهشگران از بسياري توجه مورد برگرز
 از برگرز معادله حل براي هنوز كه است ADM سازي گسسته ما، راهكار

 به براي بار اولين ADM سازي گسسته روش. است نشده استفاده آن
 غيرخطي معادله سازي گسسته براي عددي، هاي حل راه آوردن دست

 اخير، سال چند در ،]١٢[ است گرفته قرار استفاده مورد شرودينگر
 از. است شده داده توسعه برگرز معادله حل براي عددي هاي روش انواع
 ]١٤[ غيرصريح روش ، صريح روش ،]١٣[ محدود المان روش قبيل

 جورج توسط ١٩٨٠ سال اويل در آدوميان تجزيه روش. باشد مي
  ].١٥[ شد هيارا آدوميان

 دوبعدي برگرز معادله ٢ بخش در:  است زير بصورت مقاله فرآيند
 ٣ بخش در آدوميان تجزيه روش به معادله اين حل. كنيم مي تعريف را

 بهبود نيكلسون- كرانك روش ٤ بخش در همچنين. است شده آورده
 شده برده كار به دوبعدي برگرز معادله حل براي تحليلي حل و يافته
 حل با انها مقايسه و روش دو اين براي عددي مثال ٥ بخش در. است

 .گردد مي ارائه انتها در گيري نتيجه و. است شده آورده تحليلي

   

  بندي رياضي فرمول - ٢
بعدي  ، تراكم ناپذير و دولايه اير جريان حاكم ب بعد بي معادلات

  ]٧- ٩[ است:سيال نيوتني بصورت زير قابل بيان 

)١(  𝑢௫ + 𝑣௬ = 0, 

)٢(  𝑢௧ + 𝑢𝑢௫ + 𝑣𝑢௬ = −𝑝௫ +
1

𝑅𝑒
൫𝑢௫௫ + 𝑢௬௬൯, 

)٣(  𝑣௧ + 𝑢𝑣௫ + 𝑣𝑣௬ = −𝑝௬ +
1

𝑅𝑒
൫𝑣௫௫ + 𝑣௬௬൯, 

و  xبه ترتيب مولفه هاي سرعت در جهت  vو  uدر اين معادلات، 
y ،p همچنين  .باشد فشار ميRe =

୙୦

஥
با بكار باشد.  عدد رينولدز مي 

ادلات بي بعد ) به فرم مع٣) و (٢(، معادلات ]١٦[ OSTبردن تبديل 
  شوند: برگرز زير تبديل مي
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𝜕𝑡ᇱ
+ 𝑢ᇱ

𝜕𝑢ᇱ

𝜕𝑥ᇱ
+ 𝑣ᇱ

𝜕𝑢ᇱ

𝜕𝑦ᇱ
=

1

𝑅
ቆ

𝜕ଶ𝑢ᇱ

𝜕𝑥ᇱଶ
+

𝜕ଶ𝑢ᇱ

𝜕𝑦ᇱଶ
ቇ, 
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ቇ, 

در معادلات جهت سادگي صرفنظر شده است. فرم  ‘در ادامه از علامت 
با شرايط  .]٧[ است) ٥( و )٤به صورت ( دوبعدي برگرز معادلات كلي

  اوليه:

)٦(  𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑓(𝑥, 𝑦),        (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 
𝑣(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑔(𝑥, 𝑦),        (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 

  و شرايط مرزي:

)٧(  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓ଵ(𝑥, 𝑦, 𝑡),        𝑥, 𝑦 ∈ 𝜕𝐷, 𝑡 > 0, 
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑔ଵ(𝑥, 𝑦, 𝑡),        𝑥, 𝑦 ∈ 𝜕𝐷, 𝑡 > 0, 

𝐷 در آن كه = {(𝑥, 𝑦)|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 , 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏}  و𝜕𝐷 مرز است.  
طرح  ]١٧[ با شرايط اوليه، در مرجع )٥( و )٤( براي حل سيستم

  .است شدهتفاضل محدود كاملا ضمني را پيشنهاد 
  

  روش تجزيه آدوميان گسسته - ٣
گسسته را كه در سيستم معادلات برگرز  ADM بخشدر اين 

شود، كه از بخش تفاضلات  دوبعدي به كار برده شده را توضيح داده مي
]، براي سسيستم معادلات ١٨[ متناهي صريح كامل استفاده شده است

  توان استفاده كرد: برگرز از يك عملگر به فرم زير مي
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  با شرايط اوليه:

)٩(  𝑢௜,௝
଴ = 𝑓௜,௝,      𝑣௜,௝

଴ = 𝑔௜,௝,    𝑖, 𝑗 ∈ 𝑍. 

  تفاضل بازگشتي استاندارد به فرم زير است:

)١٠(  
𝐷ఛ

ା𝑢௜,௝
௡ =

(𝑢௜,௝
௡ାଵ − 𝑢௜,௝

௡ )

𝜏
 ,        𝐷ఛ

ା𝑣௜,௝
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(𝑣௜,௝
௡ାଵ − 𝑣௜,௝

௡ )

𝜏
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𝑣௜,௝

௡ାଵ  تفاضل مركزي داده شده به
  وسيله :
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تفاضلات مرتبه دوم استاندارد 
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ଶ 𝑣௜,௝
௡ାଵ به صورت زير داده شده است: 
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نيكلسون بهبود يافته و روش -روش كرانك - ٤
  تحليلي براي حل معادله برگرز دوبعدي

  نيكلسون بهبود يافته-روش كرانك -١- ٤
و يك روش تفاضلات متناهي مركزي  )CN( نيكلسون- كرانكروش 

 نيكلسون- كرانكلازم به ذكر است كه روش  باشد. دقت مرتبه دوم مياز 
در   uباشد، كه براي به دست آوردن مقادير يك روش ضمني مي

هاي بعدي، بايد يك سري دستگاه معادلات جبري حل شود، چون  گام
باشند، لذا گسسته سازي اين  مقادير ديفرانسيل جزيي غير خطي مي

كه با استفاده از روش تقريبي جديد مقادير نيز بايد غير خطي باشد، 
معرفي شده به روش صريح تبديل شده است. بنابراين روش ارايه شده 
يك دستگاهي از معادلات تفاضلي جبري غير خطي است كه در هر گام 

اي معادلات برگرز برزماني بايد با الگوريتم ماتريس سه قطري حل شود. 
 نيكلسون- كرانكتوان نشان داد كه روش  و بسياري از معادلات مي
براي تقريب ماتريس  MLCNدر روش باشد.  داراي پايداري نامشروط مي

ضرايب معادلات ديفرانسيل معمولي از لم فرمول ضربي تروتر استفاده 
ماتريس ضرايب را به چند ماتريس بلوكي  MLCNروش شده است. 

كول يا با - ]. كه با استفاده از تبديل هوپف٧كند [ تبديل مي ساده
استفاده از تبديلات ديگر معادله برگرز غير خطي به معادله خطي 

مزيت اين روش جديد اين است كه در اين روش  ].١٨[ شود تبديل مي
ها را  توان معكوس ماتريس از هيچ تبديلي استفاده نشده، همچنين مي

د. بنابراين اين روش يك روش صريح با پايداري دست آور هبه راحتي ب
 شود. مشروط بوده و محاسبات به راحتي انجام مي

با استفاده از تفاضل مركزي، بايد  )٥) و (٤(براي حل معادله  
بايد به  را PDEمعادله را گسسته سازي كرد، براي اين منظور ابتدا اين 

ODE .تبديل كرد  

  

  

)١٣(  

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝜈

2ℎଶ
(𝑢(𝑥 − ℎ, 𝑦, 𝑡) − 4𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦, 𝑡) 

            𝑢(𝑥 − ℎ, 𝑦, 𝑡) − 4𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦, 𝑡)൯ 

            −𝑢 ቆ
2𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦) − 2𝑢(𝑥 − ℎ, 𝑦)

4ℎ
ቇ 

            −𝑣 ቆ
2𝑢(𝑥, 𝑦 + ℎ) − 2𝑢(𝑥, 𝑦 − ℎ)

4ℎ
ቇ + 𝑂(ℎଶ) 

𝑀)مقدار دقيق حل شده براي  − 1)ଶ × (𝑀 − 1)ଶ  دستگاه
 ]٧[ معادلات ديفرانسيل معمولي:

𝑑𝑣ଵଵ

𝑑𝑡
=

𝜈

2ℎଶ
(2𝑣଴ଵ − 4𝑣ଵଵ + 2𝑣ଶଵ + 2𝑣ଵ଴ − 4𝑣ଵଵ + 2𝑣ଵଶ) 

         − 
𝑣ଵଵℎ

2ℎଶ
(𝑣ଶଵ − 𝑣଴ଵ) −

𝑣ଵଵℎ

2ℎଶ
(𝑣ଵଶ − 𝑣ଵ଴), 

𝑑𝑣ଶଵ

𝑑𝑡
=

𝜈

2ℎଶ
(2𝑣ଵଵ − 4𝑣ଶଵ + 2𝑣ଷଵ + 2𝑣ଶ଴ − 4𝑣ଶଵ + 2𝑣ଶଶ) 

         − 
𝑣ଶଵℎ

2ℎଶ
(𝑣ଷଵ − 𝑣ଵଵ) −

𝑣ଶଵℎ

2ℎଶ
(𝑣ଶଶ − 𝑣ଶ଴), 

𝑑𝑣ெିଵ,ଵ

𝑑𝑡
=

𝜈

2ℎଶ
(2𝑣ெିଶ,ଵ − 4𝑣ெିଵ,ଵ + 2𝑣ெିଷ,ଵ + 2𝑣ெିଵ,଴ 

      −4𝑣ெିଵ,ଵ + 2𝑣ெିଵ,ଶ) −  
𝑣ெିଵ,ଵℎ

2ℎଶ
൫𝑣ெ,ଵ − 𝑣ெିଷ,ଵ൯

−
𝑣ெିଵ,ଵℎ

2ℎଶ
൫𝑣ெିଵ,ଶ − 𝑣ெିଵ,଴൯,                (١٤) 

مقادير مرزي هستند كه مقدارشان  𝑣଴,଴و  𝑣ெ,ெتوجه داشته باشيد كه 
 ]:٧[ معادله نيمه گسسته زير را داريمباشد، بنابراين  صفر مي

)١٥(  𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
=

1

2ℎଶ
𝐴𝑉(𝑡), 

 

ℎشود كه  فرض مي = 1
𝑀ൗ 𝑥௜فاصله شبكه باشد،     = 𝑖ℎ و 

𝑦௜ = 𝑗ℎ راي هرب𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑀 − در  𝑉(𝑡)باشد. بردار اوليه  1
  توان به فرم زير نوشت: ) را مي٣٣معادله (

  

)١٦(  

𝑉(𝑡) = [𝑣(𝑥ଵ , 𝑦ଵ, 𝑡), 𝑣(𝑥ଵ, 𝑦ଶ, 𝑡), … , 𝑣(𝑥ଵ , 𝑦ேିଵ, 𝑡) 
                , 𝑣(𝑥ଶ, 𝑦ଵ, 𝑡), 𝑣(𝑥ଶ, 𝑦ଶ, 𝑡), … , 𝑣(𝑥ଶ, 𝑦ேିଵ , 𝑡), … 
                , 𝑣(𝑥ேିଵ, 𝑦ଵ , 𝑡), 𝑣(𝑥ேିଵ, 𝑦ଶ, 𝑡), … , 𝑣(𝑥ேିଵ, 𝑦ேିଵ, 𝑡)],

𝐴  يك ماتريس سه قطري(𝑀 − 1)ଶ × (𝑀 − 1)ଶ .است   
  

  حل تحليلي -٢- ٤
  :]١٩[ معادله غير خطي زير داده شده است

)١٧(  𝐿𝑢(𝑡) + 𝑁𝑢(𝑡) = 𝑔(𝑡), 

  g(t)يك عملگر غيرخطي است، و   Nيك عملگر خطي و  Lكه در آن 
توان  توجه به روش تكرار تغييرات، مييك تابع تحليلي معلوم است با 

  رابطه بازگشتي زير را داشت:

  

)١٨(  
𝑢௡ାଵ(𝑥, 𝑡) = 𝑢௡(𝑥, 𝑡) + න 𝜆(𝜉)

௧

଴

൫𝐿𝑢௡(𝜉) + 𝑁𝑢෤௡(𝜉)

− 𝑔(𝜉)൯𝑑𝜉,     

تواند از طريق نظريه  ضريب عمومي لاگرانژ است كه مي 𝜆 كه در آن 
يك تقريب اوليه كه ممكن است نامعلوم  𝑢଴(𝑡) .تغييرات مشخص شود

 به عنوان تغيير مرزي در نظر گرفته شده و 𝑢෤଴باشد. و  𝑢෤௡ = 0. 
شود كه از طريق  مشخص مي 𝜆بنابراين، در تكرار اول ضريب لاگرانژ 
  𝑢௡ାଵ(𝑡)متوالي آيد. تقريب هاي  انتگرالگيري جزء به جزء به دست مي

باشد، به راحتي با استفاده از ضريب لاگرانژ به دست  مي  𝑢(𝑡)براي حل 
در  آمد.  به دست مي 𝑢(𝑡)انتخابي   𝑢آمده و با استفاده از هر تابع 

𝑢نتيجه، راه حل دقيق را مي توان با استفاده از  = 𝑙𝑖𝑚௡→ஶ 𝑢௡  به
  دست آورد:

  

)١٩(  

𝛿𝑢௡ାଵ

𝛿𝑢௡

= 1 +
𝛿

𝛿𝑢௡

ቆන 𝜆(𝜉)
௧

଴

(𝐿𝑢௡(𝜉) + 𝑁𝑢෤௡(𝜉)

− 𝑔(𝜉))𝑑𝜉ቇ, 

)٢٠(  𝛿𝑢௡ାଵ = 𝛿𝑢௡ + 𝛿 ቆන 𝜆(𝜉)
௧

଴

(𝐿𝑢௡(𝜉))𝑑𝜉ቇ, 

  

  

)٢١(  

න 𝜆(𝜉)
௧

଴

𝑢௡
ᇱ (𝜉)𝑑𝜉 = 𝜆(𝜉)𝑢௡(𝜉) − න 𝜆ᇱ(𝜉)

௧

଴

𝑢௡(𝜉)𝑑𝜉, 

න 𝜆(𝜉)
௧

଴

𝑢௡
" (𝜉)𝑑𝜉 = 𝜆(𝜉)𝑢௡

" (𝜉) − 𝜆ᇱ(𝜉)𝑢௡(𝜉)

+ න 𝜆"(𝜉)
௧

଴

𝑢௡(𝜉),    

دست آمده به  ءبه جز ءگيري جز ا اعمال روش انتگرال) ب٢١روابط (
𝐿𝑢௡(𝜉)براي مثال اگر  .است = 𝑢௡

ᇱ (𝜉) :آنگاه داريم  



 

 
٦٤ 

يمقا
 سه

ش
رو

 يها
دد

ع
 ي

جز
ت

 هي
دوم

آ
ي

 ان
ك

ران
و ك

 ... 

𝛿𝑢௡ାଵ = 𝛿𝑢௡ + 𝛿 ቆන 𝜆(𝜉)
௧

଴

(𝐿𝑢௡(𝜉))𝑑𝜉ቇ, 

 𝛿𝑢௡ାଵ = 𝛿𝑢௡ + 𝛿൫𝜆(𝜉)𝑢௡(𝜉)൯ − න 𝜆ᇱ(𝜉)
௧

଴

𝛿𝑢௡(𝜉)𝑑𝜉, 

𝛿𝑢௡ାଵ = 𝛿𝑢௡൫1 + 𝜆|కୀ௧൯ − න 𝜆ᇱ
௧

଴

𝛿𝑢௡𝑑𝜉, 

𝛿𝑢௡ାଵ = 0 ⟹  1 + 𝜆|కୀ௧ = 0, 𝜆ᇱ|కୀ௧ = 0 ⟹ 𝜆 = −1, 

  

  

)٢٢(  
 

) با شرايط اوليه و مرزي داده شده در نظر گرفته ٥) و (٤معادله(
براي حل معادله برگرز با شرايط اوليه با روش بازگشتي شود،  مي

) معادله اصلي به فرم زير نوشته ١٨، و با جايگذاري در ( VIMتغييرات 
  :]١٩[ شود مي

  

)٢٣(  

𝑢௡ାଵ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢௡(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
            + ∫ 𝜆ଵ(𝜏) ቂ

డ௨೙

డఛ
(𝑥, 𝑦, 𝜏) + 𝑢෤௡

డ௨෥೙

డఛ
(𝑥, 𝑦, 𝜏) +

௧

଴

               +𝑣෤௡
డ௨෥೙

డఛ
(𝑥, 𝑦, 𝜏)    −భ

ೃ
൬

ങమೠ෥೙
ങೣమ (௫,௬,௧)ା

ങమೠ෥೙
ങ೤మ (௫,௬,௧)൰ቃ 𝑑𝜏, 

 

 

)٢٤(  

𝑣௡ାଵ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣௡(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

          + න 𝜆ଶ(𝜏) ቈ
𝜕𝑣௡

𝜕𝜏
(𝑥, 𝑦, 𝜏) + 𝑢෤௡

𝜕𝑣෤෨௡

𝜕𝜏
(𝑥, 𝑦, 𝜏)                 

௧

଴

+ 𝑣෤௡

𝜕𝑣෤෨௡

𝜕𝜏
(𝑥, 𝑦, 𝜏)  −

ଵ

ோ
ቆ

డమ௩෤೙

డ௫మ
(௫,௬,௧)ା

డమ௩෤೙

డ௬మ (௫,௬,௧)ቇቃ 𝑑𝜏, 

با پيروي از  ) و٢٣(- )٢٤(ت معادلاارائه شده در  ليپس از تحل

  :كرد يسيبازنو ريبه صورت ز توان ضرايب را ) مي٢٢معادله (
)٢٥(  𝜆ଵ

ᇱ (𝜏) = 𝜆ଶ
ᇱ (𝜏) = 0  , 1 + 𝜆ଵ(𝜏)|ఛୀ௧ = 1 + 𝜆ଶ(𝜏)|ఛୀ௧ = 0, 

 توان ) مي٢٢فرمول ضرايب لاگرانژ بيان شده در معادله (با استفاده از 

𝜆ଵ, 𝜆ଶ را تعيين كرد كه 𝜆ଵ = 𝜆ଶ = −1.  
  

 نتايج و مباحث عددي - ٥

هاي  با روشدوبعدي در اين مثال حل عددي معادله برگرز  :١مثال
ADM  وMLCN و مقايسه نتيجه آنرا با حل تحليلي آورده شده است 

-آمده با استفاده از تبديل هوپفراه حل تحليلي به دست ]، كه ١٨[

 ه است:دداده ش ]١٩[ كول در مرجع

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
3

4
−

1

4(1 + 𝑒(ோ(ି௧ିସ௫ାସ௬)) ଷଶ⁄ )
, 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
3

4
+

1

4(1 + 𝑒(ோ(ି௧ିସ௫ାସ௬)) ଷଶ⁄ )
, 

  

شرايط مرزي نيز  شرط اوليه مشخصي دارد. t = 0معادله فوق در 
اين مثال، با اعداد مشخص شده است. در  tبا معادله بالا و با تغيير زمان 

𝜏 رينولدز مختلف و گام زماني به طول =  يا مش شبكهو  0.0005
ℎ௫ كنواختي = ℎ௬ = اما زمان  ،شود يتمام مسائل استفاده م يبرا 0.05
t ان معادله برگرز را به صورت زير حل كرد.تو يمتفاوت است. م 

𝑢௜,௝,଴
௡ = 𝑓௜,௝ =

3

4
−

1

4(1 + 𝑒(ି௫ା௬) ଼⁄ )
, 

𝑣௜,௝,଴
௡ = 𝑔௜,௝ =

3

4
−

1

4(1 + 𝑒(ି௫ା௬) ଼⁄ )
, 

𝑢௜,௝,ଵ
௡ =

1.25 × 10ିସ𝑛(𝑒ି଴.ହ௜ା଴.ହା଴.ହ௝ + 3𝑒ି଴.ହ௜ି଴.ହା଴.ହ௝)

(1 + 𝑒ି଴.ହ௜ା଴.ହା଴.ହ௝)(1 + 𝑒ି଴.ହ௜ି଴.ହା଴.ହ௝)(1 + 𝑒ି௜ା௝)
 

+(1.25

× 10ିସ𝑛)
(−4𝑒ି଴.ହ௜ା଴.ହ௝ − 2𝑒ି௜ା଴.ହା௝ + 4𝑒ି௜ା௝ − 2𝑒ି௜ି଴.ହା௝)

(1 + 𝑒ି଴.ହ௜ା଴.ହା଴.ହ௝)(1 + 𝑒ି଴.ହ௜ି଴.ହା଴.ହ௝)(1 + 𝑒ି௜ା௝)
, 

𝑣௜,௝,ଵ
௡ =

−1.25 × 10ିସ𝑛(𝑒ି଴.ହ௜ା଴.ହା଴.ହ௝ + 3𝑒ି଴.ହ௜ି଴.ହା଴.ହ௝)

(1 + 𝑒ି଴.ହ௜ା଴.ହା଴.ହ௝)(1 + 𝑒ି଴.ହ௜ି଴.ହା଴.ହ௝)(1 + 𝑒ି௜ା௝)
 

−(1.25

× 10ିସ𝑛)
(−4𝑒ି଴.ହ௜ା଴.ହ௝ − 2𝑒ି௜ା଴.ହା௝ + 4𝑒ି௜ା௝ − 2𝑒ି௜ି଴.ହା௝)

(1 + 𝑒ି଴.ହ௜ା଴.ହା଴.ହ௝)(1 + 𝑒ି଴.ହ௜ି଴.ହା଴.ହ௝)(1 + 𝑒ି௜ା௝)
, 

𝑢௜,௝در نهايت جواب كلي 
௡ , 𝑣௜,௝

௡  جمله تقريبي  ٤را با استفاده از
 :آدوميان كه به صورت زير داده شده است

𝑢௜,௝
௡ ≈ 𝑢௜,௝,଴

௡ + 𝑢௜,௝,ଵ
௡ + 𝑢௜,௝,ଶ

௡ + 𝑢௜,௝,ଷ
௡ , 

𝑣௜,௝
௡ ≈ 𝑣௜,௝,଴

௡ + 𝑣௜,௝,ଵ
௡ + 𝑣௜,௝,ଶ

௡ + 𝑣௜,௝,ଷ
௡ , 

𝑅براي  ADMبا روش  u(x,y,t)از  ١شكل  = 𝜏و  10 = با  0.0005
𝑡 زمان = هاي زماني  دهد، و براي گام را به ترتيب نشان مي 0.05
دست  بهمقدارشان  ٤تا  ١هاي  لف و اعداد رينولدز ديگر در جدولمخت

باشد و  ان يك روش عددي است كه پايدار ميروش آدومي آمده است.
دقت آن بستگي به عدد رينولدز و گام زماني دارد و انتخاب نوع مش در 
جواب مساله هيچ تاثيري ندارد، در معادله برگرز هدف به دست آوردن 

تر  است با افزايش عدد رينولدز ضخامت لايه مرزي كوچك vو  uسرعت 
رات سرعت در اين لايه شديدتر است. شده كه به اين معني است تغيي

باشد دقت  تربينيم كه هر چه عدد رينولدز بالا ها مي توجه به جدول با
گام زماني و همچنين طول گام  طول رود و اگر مي ترروش آدوميان بالا

شود كه تعداد تكرار عمليات ما  در نظر بگيريم باعث مي تر زماني كوچك
 رود و جواب به جواب تحليلي مي ترافزايش يابد و در هر تكرار دقت بالا

كه دقت اين روش به  MLCNبراي روش  از طرفي شود. تر مي نزديك
رود، بايستي  بستگي دارد، هر چه عدد رينولدز بالاتر مي 𝑥∆اندازه شبكه 

آيد. زيرا با افزايش عدد دست  بهرا كاهش داد تا دقت لازم  𝑥∆مقدار 
تر شده كه به اين معني است  رينولدز ضخامت لايه مرزي كوچك

بهينه  𝑥∆شود، براي اين مثال  تر مي تغييرات سرعت در اين لايه شديد
ଵبرابر 

଼଴
دست آمده است. در  هب ADMو  MLCNهاي  به ترتيب براي روش 

و تحليلي براي  MLCNو  ADMمقايسه روش هاي  ٣و  ١هاي  جدول
𝑡هاي  زماندر  uسرعت  = 𝑡و  0.05 = 𝑅و عدد رينولدز  0.5 = با  1

𝜏طول گام زماني ثابت  = هاي به دست  كه با مقايسه مقدار0.0005
شود كه روش ها دقت مورد نظر را براي ما به دست  آمده ديده مي

شود كه روش تجزيه  تر باشد ديده مي كوچك tآورند ولي اگر  نمي
شد تر به جواب تحليلي دارد، همانطور كه گفته  آدوميان جوابي نزديك

باشد دقت روش آدوميان به نسبت روش  ترهر چه عدد رينولدز بالا
تغييرات  ٤و  ٢هاي  جدول .بهبود يافته بهتر است نيكلسون- كرانك

𝑡 هاي زماندر  uسرعت  = 𝑡و  0.05 = 𝑅و عدد رينولدز  0.5 = 10 
و تحليلي آورده شده است مشاهده  MLCNو  ADMبراي روش هاي 

ولي  ،مي رود تررينولدز دقت روش ها بالابا افزايش عدد شود كه  مي
به روش تحليلي  نسبت تري روش تجزيه آدوميان جواب هاي نزديك

تر  گام زماني كوچك طول شود كه هر چه دارد، پس نتيجه گرفته مي
رفته و  تردر نظر بگيريم دقت روش ها بالا ترباشد و عدد رينولدز را بالا

كند و بالعكس  ون عمل مينيكلس- ش آدوميان بهتر از روش كرانكرو
روش تر باشد جواب  د رينولدز كوچكشود كه هرچه عد مشاهده مي

  است. تر  نيكلسون به جواب تحليلي نزديك- كرانك
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𝑹در  u(x,y,t)تحليلي براي  و جواب نتايج عددي -١جدول  =  و   𝟏

𝝉 = 𝟎. 𝒕  در زمان 𝟎𝟎𝟎𝟓 = 𝟎. 𝟎𝟓 

 تحليلي MLCNروش   ADM روش نقاط

 ٦٢٤٩/٠ ٥٧٤٢/٠ ٥٧٣٠/٠ )١/٠و١/٠(

 ٦٢٨٠/٠ ٦٠١٣/٠ ٦٠٠٩/٠ )١/٠و٥/٠(

 ٦٢٨٨/٠ ٥١٨٥/٠ ٥٠٧٩/٠ )٢/٠و٧/٠(

 ٦٢٧٢/٠ ٥٥٦٧/٠ ٥٣٢٤/٠ )٤/٠و.٧/٠(

 ٦٢١٠/٠ ٦٢٣٠/٠ ٦٢٦٤/٠ )٦/٠و١/٠(

 ٦٢٢٦/٠ ٦٢٥٣/٠ ٦٢٧٢/٠ )٧/٠و٤/٠(

 ٦٢٤٩/٠ ٥٩٨٦/٠ ٥٩٦٢/٠ )٩/٠و٩/٠(

  

𝑹در  u(x,y,t)تحليلي براي  و جواب نتايج عددي -٢جدول  =  و   𝟏

𝝉 = 𝟎. 𝒕  در زمان 𝟎𝟎𝟎𝟓 = 𝟎. 𝟓  

 تحليلي MLCNروش   ADM روش نقاط

 ٦٢٤٠/٠ ٥٧٣٨/٠ ٥٧٢٦/٠ )١/٠و١/٠(

 ٦٢٧١/٠ ٦٠١٠/٠ ٦٠٠٦/٠ )١/٠و٥/٠(

 ٦٢٧٩/٠ ٥١٨٢/٠ ٥٠٧٦/٠ )٢/٠و٧/٠(

 ٦٢٦٤/٠ ٥٥٦٤/٠ ٥٣٢١/٠ )٤/٠و٧/٠(

 ٦٢٠١/٠ ٦٢٢٠/٠ ٦٢١٤/٠ )٦/٠و١/٠(

 ٦٢١٧/٠ ٥٥١٥/٠ ٥٣٢١/٠ )٧/٠و٤/٠(

 ٦٢٤٠/٠ ٥٩٨٢/٠ ٥٩٥٨/٠ )٩/٠و٩/٠(

 
  

𝑹در u(x,y,t)تحليلي براي  و جواب نتايج عددي -٣جدول  =  و   𝟏𝟎

𝝉 = 𝟎. 𝒕  در زمان  𝟎𝟎𝟎𝟓 = 𝟎. 𝟎𝟓  

 تحليلي MLCNروش   ADM روش نقاط

 ٦١٥٣/٠ ٦١٣٣/٠ ٦١٣٦/٠ )١/٠و١/٠(

 ٧٤٨٠/٠ ٧٤٧٥/٠ ٧٤٧٩/٠ )١/٠و٥/٠(

 ٧٤٩٤/٠ ٧٤٩٠/٠ ٧٤٩٤/٠ )٢/٠و٧/٠(

 ٧٤٣٣/٠ ٧٤٣١/٠ ٧٤٣٢/٠ )٤/٠و٧/٠(

 ٥٠٠٤/٠ ٥٠٠٠/٠ ٥٠٠٤/٠ )٦/٠و١/٠(

 ٥٠٤٩/٠ ٥٠٤٥/٠ ٥٠٤٨/٠ )٧/٠و٤/٠(

 ٦١٥٣/٠ ٦١٣٣/٠ ٦١٣٦/٠ )٩/٠و٩/٠(

 
  

𝑹در u(x,y,t)تحليلي براي  و جوابنتايج عددي  - ٤جدول  =  و   𝟏𝟎

𝝉 = 𝟎. 𝒕  در زمان 𝟎𝟎𝟎𝟓 = 𝟎. 𝟓  

 تحليلي MLCNروش   ADM روش نقاط

 ٥٤٣٣/٠ ٥٤٢٠/٠ ٥٤٢٢/٠ )١/٠و١/٠(

 ٧٤٢٢/٠ ٧٤١٨/٠ ٧٤٢٠/٠ )١/٠و٥/٠(

 ٧٥٧٧/٠ ٧٥٧٤/٠ ٧٥٧٧/٠ )٢/٠و٧/٠(

 ٧٢٤٨/٠ ٧٢٤٠/٠ ٧٢٤٢/٠ )٤/٠و٧/٠(

 ٥٠٠١/٠ ٥٠٠٠/٠ ٥٠٠١/٠ )٦/٠و١/٠(

 ٥٠١٢/٠ ٥٠١٠/٠ ٥٠١٢/٠ )٧/٠و٤/٠(

 ٥٤٣٣/٠ ٥٤٢٠/٠ ٥٤٢٢/٠ )٩/٠و٩/٠(

  

در اين مثال ديده شده كه هر چه عدد رينولدز بيشتر باشد جواب 
تر است و هر چه عدد رينولدز  آدوميان به جواب تحليلي نزديك

 tتر است، و اگر  به جواب تحليلي نزديك MLCNتر باشد جواب  كوچك
تر است، به طوري كه در  تر باشد جواب آدوميان دقيق هر چه كوچك

يار كوچك روش آدوميان بسيار و گام زماني بس تراعدد رينولدز بالا
ها اين  همچنين با مشاهده جدول كند. عمل مي MLCNتر از  دقيق

رود ميزان  شود كه هر چه عدد رينولدز بالاتر مي نتيجه حاصل مي
  .شود بيشتر مي كمينهانحراف به 

  

براي  ADMبا استفاده از روش  u(x,y,t) عدديحل  -١ شكل

𝐑 = 𝛕  و 𝟏𝟎 = 𝟎. 𝐭  زماندر  𝟎𝟎𝟎𝟓 = 𝟎. 𝟎𝟓 

و  ADMدر اين مثال معادله برگرز را با دو روش عددي  :٢مثال
MLCN .حل و جواب آن با حل تحليلي مقايسه شده است   

 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −2𝜀
ଶగ௘షఱഏమഓ೟ ୡ୭ୱ(ଶగ௫) ୱ୧୬(గ௬)

ଶା௘షఱഏమഓ೟ୱ୧୬(ଶగ௫) ୱ୧୬(గ௬)
     

 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −2𝜀
గ௘షఱഏమഓ೟ୱ୧୬ (ଶగ௫)ୡ୭ୱ(గ௬)

ଶା௘షఱഏమഓ೟ୱ୧୬ (ଶగ௫)ୱ୧୬ (గ௬)
   

  با شرايط اوليه:

 𝑢(𝑥, 𝑦, 0) =
ିସఌగ ୡ୭ୱ(ଶగ௫) ୱ୧୬(గ௬)

ଶାୱ୧୬(ଶగ௫) ୱ୧୬(గ௬)
,        (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷   

 𝑣(𝑥, 𝑦, 0) =
ିଶఌగୱ୧୬ (ଶగ௫)ୡ୭ୱ(గ௬)

ଶାୱ୧୬ (ଶగ௫)ୱ୧୬ (గ௬)
,        (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷   

در گامهاي زماني   v(x,y,t)مقدار عددي  ٦تا  ٥هاي  جدول
𝑡 = 0.01 , 𝜀براي  1 = 𝜀و  0.01 = با طول گام زماني ثابت  1
𝜏 = با استفاده  v(x,y,t)تقريبي از   ٢دهد، و شكل  را نشان مي 0.0005

𝜀در  ADMاز روش  = 𝑡و  0.01 =  ٥هاي  دهد. جدول را نشان مي 0.01
در گام زماني  ١٠و  ١براي اعداد رينولدز  vتغييرات سرعت  ٦و 

𝑡 =  نتيجه اين آمده دست به هاي مقدار مشاهده با كه .باشد مي 0.01
 كرانك و آدوميان هاي روش بالا رينولدز اعداد براي كه شود مي حاصل

مقايسه نتايج به دست آمده ديده  دارند. را بالاتري دقت نيكلسون – 
شود كه روش تجزيه آدوميان در عددهاي رينولدز مختلف نسبتا  مي

بهبود يافته  نيكلسون- دهد، ولي روش كرانك جواب مقبولي را نتيجه مي
𝜀در عدد رينولدز بالا  =  تر است. جوابش به جواب تحليلي نزديك 0.01
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𝛆 در  v(x,y,t)تحليلي براي  و جواب عددي نتايج -٥ جدول = 𝟎. 𝟎𝟏 

𝐭و  = 𝟎. 𝛕 و   𝟎𝟏 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓  

 تحليلي MLCNروش   ADMروش  نقاط

 - ٠٣٢١/٠ - ٠٣١٩/٠ - ٠٣٢١/٠ )١/٠و١/٠(

 ٠٣١٩/٠ ٠٣١٩/٠ ٠٣٢١/٠ )١/٠و٩/٠(

 ٠٢٥٣/٠ ٠٢٥١/٠ ٠٢٥٣/٠ )٢/٠و٧/٠(

 ٠١٧٥/٠ ٠١٧٣/٠ ٠١٧٥/٠ )٤/٠و٧/٠(

 ٠٣٨٤/٠ ٠٣٨٠/٠ ٠٣٦٠/٠ )٦/٠و١/٠(

 ٠٣٣٤/٠ ٠٣٣٢/٠ ٠٣٣٥/٠ )٧/٠و٤/٠(

 - ٠٣٨٤/٠ - ٠٣٨٢/٠ - ٠٣٨٥/٠ )٩/٠و٩/٠(

  
𝛆 در  v(x,y,t)تحليلي براي  نتايج عددي و جواب-٦ جدول = و  𝟏

𝐭 = 𝟎. 𝛕   و 𝟎𝟏 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓  

 تحليلي MLCNروش   ADMروش  نقاط

 - ٣٠٧٠/٠ - ٣٠٩٠/٠ - ٣٠٩١/٠ )١/٠و١/٠(

  ٣٠٧٧/٠ ٣٠١٢/٠ ٣١١١/٠ )١/٠و٩/٠(

 ٢٤٤٧/٠ ٢٦٤٥/٠ ٢٦٦٤/٠ )٢/٠و٧/٠(

 ١٦٨٥/٠ ١٦٩٠/٠ ١٦٩٤/٠ )٤/٠و٧/٠(

 ٣٦٦٠/٠ ٣٦٥٧/٠ ٣٧١٧/٠ )٦/٠و١/٠(

 ٣٠٨٦/٠ ٣١٥٢/٠ ٣١٥٠/٠ )٧/٠و٤/٠(

 - ٠١٧٢/٠ - ٠١٧٠/٠ - ٠٧١٤/٠ )٩/٠و٩/٠(
  

 

  

 براي  ADMبا استفاده از روش  v(x,y,t) عدديحل -٢ شكل

𝛆 = 𝟎. 𝛕و        𝟎𝟏 = 𝟎. 𝐭  زماندر  𝟎𝟎𝟎𝟓 = 𝟎. 𝟎𝟏  

  
توان اين نتيجه را گرفت كه در توابعي كه در آن از نسبت  پس مي

در اعداد رينولدز بالا بهتر  MLCNهاي مثلثاتي استفاده شده است روش 
  كند.  عمل مي

  

 نتيجه گيري - ٦
با دوبعدي روش عددي تجزيه آدوميان براي حل معادله برگرز 

نتايج  .بهبود يافته مقايسه شده است نيكلسون- كرانكوش عددي ر
 حاصل از اين دو روش با نتايج حاصل از روش تحليلي مقايسه گرديد.

هاي وجود آورنده حجم زيادي اشغال  به دليل ماتريس MLCNدر روش 

 MLCNتوان شبكه را ريزتر كرد، اين يكي از معايب روش  شود نمي مي
در حالت دوبعدي و ابعاد بالاتر است. به همين دليل در اين مقاله از 
روش تجزيه آدوميان استفاده شده است، با ارائه  دو مثال با شرايط 

دز اعداد رينول برايADM و  MLCNهاي  اوليه متفاوت، دقت روش
 tمشاهده شد با افزايش عدد رينولدز و  مختلف مورد بررسي قرار گرفت.

است. و  MLCNدر توابع نمايي بهتر از روش  ADMقت روش تر د كوچك
بهتر از  ADMدر توابع مثلثاتي در هر عدد رينولدز و هر گام زماني روش 
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