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  چكيده

هاي تحليلي جوابصورت تحليلي مورد مطالعه قرار گرفته است. به دماهمدرون لوله  قانون توانيجابجايي اجباري سيال غيرنيوتني  گرمايمقاله حاضر انتقال  در
معادله انرژي به روش  جوابي، يگرماارائه شده است. در جريان در حال توسعه  قانون توانيو نيز كاملا توسعه يافته  گرماييهاي درحال توسعه براي جريان

درون لوله براي نخستين بار براي دو  قانون توانيباشد. توزيع دماي جريان اشتورم ليوويل مي به صورتجداسازي متغيرها، يك دستگاه معادله ديفرانسيل همگن 
بعد لوله براي هر دو ترسيم عدد ناسلت محلي بر حسب طول بينمودار حاصل از  ارائه شده است.بسته  صورت حلبه  n=1 و نيوتني n=0.2 شونده حالت رقيق

، با حل قانون توانييافته براي جريان كاملا توسعه يابد.، عدد ناسلت كاهش ميقانون توانيگر اين واقعيت است كه با افزايش شاخص بيان ،حالت بررسي شده
دست آمده است. دوم حاصل شده است كه در آن توزيع دماي جريان به روش آناليز مودال به معادله انرژي در نهايت يك معادله ديفرانسيل معمولي همگن مرتبه

  باشد.در لوله مي گرمايابند كه به معناي كاهش انتقال كاهش مي قانون توانيبا افزايش شاخص  بيشينهدهد كه عدد ناسلت و دماي نتايج نشان مي
  .قانون تواني، آناليز مودال، شاخص دماهملوله جابجايي،  مايگر، انتقال قانون توانيسيال كليدي:  هايواژه
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Abstract  
In the present paper the forced convection heat transfer of non-Newtonian Power-law fluid through an isothermal tube is studied 
analytically. Exact solutions for thermally developing and fully developed Power-law flows are presented. In the case of thermally 

developing flow, the energy equation is solved by applying the Separation Method resulting in a homogeneous system of differential 
equations including Sturm-Liouville equation. Temperature distribution of Power law flow through tube is presented for two states 
of shear thinning n=0.2 and Newtonian n=1in closed form solutions. The diagram resulted of plotting the local Nusselt number 
versus the dimensionless tube length for both of two considered states, represents this fact that increasing of the Power law index the 
Nusselt number is decreased. For the fully developed Power law flow after solving the energy equation finally an ordinary second 
order differential equation is derived in which the flow temperature distribution is determined by Modal analysis. For different 
values of Power-law indices firstly, the Nussselt number is determined by wall thermal boundary condition and then the flow 
temperature distribution is presented by Frobenius method. The results show that the Nusselt number and maximum temperature are 
decreased by increasing the Power-law index meaning a decrease in the tube heat transfer. 
Keywords: Power-law fluid, Heat convection, Isothermal tube, Modal analysis, Power-law index 

 
 

 

   مقدمه  - ١
كميتي ثابت است،  ها لزجتهاي نيوتني كه در آنبرخلاف سيال

تابعي از نرخ برشي بوده و به همين  لزجتهاي غيرنيوتني در سيال
هاي مستقل از زمان، هاي غيرنيوتني به سه گروه  سيالدليل سيال

از   قانون توانيشوند. سيال ويسكوالاستيك تقسيم مي و وابسته به زمان
هاي رايج در صنعت و مصارف خانگي بوده كه در شاخه لجمله سيا

گيرد. با توجه به نوع رفتار نيوتني مستقل از زمان قرار ميهاي غيرسيال
پلاستيك و دايلاتنت به دو نوع شبه قانون تواني، سيال لزجت
پلاستيك و هاي شبهلدر سيا افزايش نرخ برشي شود. بابندي ميتقسيم

چنين جريان يابد. همبه ترتيب كاهش و افزايش ميلزجت دايلاتنت، 
 قانون توانيهاي سيال هاي پلاستيكي با خصوصيتبسياري از مذاب
صورت مفصل توسط به قانون توانيكاربرد سيال  .باشدقابل توصيف مي

ها طيف مجراهاي درون سيال انتقال گرما تشريح شده است. ]١[رينر 

و مجددا  ]٢[شود. نخستين بار گراتز مي وسيعي از مسايل را شامل
با  يافته هيدروديناميكي سيال نيوتنيو توسعه ايلايهجريان  ]٣[ ناسلت

را مطالعه كردند.  R سهمي شكل درون لوله به شعاع  پروفيل سرعت
ماي ديواره گرفتن دماي سيال خارج از لوله و نيز دنظرها با ثابت درآن

دست آوردند. سيال نيوتني را بهدماي يكسان، توزيع دو مقدار غيردر 
 و شار ثابت هاي دما ثابتچنين مسأله گراتز سيال نيوتني در حالتهم

بررسي  ]٥[و همكاران  و سيگل ]٤[و همكاران  ترتيب توسط سلارزبه 
تحت شرايط مرزي  قانون توانيمسأله گراتز سيال  ]٦[شد. حل لوك 

، و در حالت شار ]٧[شار ثابت و دما ثابت درون لوله توسط شيه و تسو 
با مطالعه  ]٩[ارائه شده است. كوتا و اوزيسيك  ]٨[ثابت توسط برد 

بدون  قانون توانيي سيال گرمايحال توسعه و در ايلايهتحليلي جريان 
هاي با مقطع مستطيلي و مجراگرفتن ترم اتلاف اصطكاكي درون نظردر

و دماي ميانگين،  د ناسلتتحليلي براي عد اي دما ثابت، روابطيدايره
ها دست آوردند. آنبه قانون توانيازاي مقادير خاصي از شاخص سيال به
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حل كرده و پاسخ  ]١٠[معادله انرژي را به روش تبديل انتگرال محدود 
متشكل از توابع ويژه و مقادير ويژه ارائه كردند كه  جملاتيصورت را  به

دست آمد. ژنگ و در آن مقادير ويژه  به روش شمارش علامت به
درون لوله  قانون توانيتوسعه يافته سيال جريان كاملا  ]١١[همكاران 

تابعي از  پخشندگي گرماييكه را در حالت شار ثابت، با فرض اين
 قانون توانيازاي مقادير مختلف شاخص سيال گراديان دما است، به

كه عدد ها با گزارش اينصورت تحليلي مورد مطالعه قرار دادند. آنبه
٠ناسلت در بازه  < 𝑛 < 𝑛 گير، در بازهچشم داراي كاهش ٠/١ >

𝑛  نواخت و برايداراي كاهش يك ٠/٥ > داراي مقدار ثابتي است،  ٢٠
قانون شدت به مقدار شاخص سيال نشان دادند كه عدد ناسلت به 

 گرمايانتقال  ]١٢[، بستگي دارد. فورابوچي و فدريكو  n ،تواني
مستقيم را بررسي كردند. هاي غيرنيوتني درون لولههاي غيرسيال

قانون ها منطبق بر مدل كار رفته در مطالعه آنمعادله ساختاري به
چنين مسأله باشد. همها مربوط به ناحيه ورودي مي، و نتايج آنتواني

براي اعداد گراتز بزرگ مورد بررسي  ]١٣[مشابهي توسط ريچاردسون 
ها پاسخ لوك تا مرتبه بزرگي دو را در بسط سري تواني قرار گرفت. آن

انتقال  ]١٤[دست آوردند. راجو و راتنا به قانون توانيتوزيع دماي سيال 
درون لوله خميده را بررسي كرده و  با آناليز  قانون توانيجريان  گرماي

، به اين نتيجه رسيدند كه قانون توانيمقادير مختلف شاخص سيال 
پلاستيك، بهترين هاي نيوتني و شبهسيال دايلاتنت نسبت به سيال

اران است. خان و همك كن گرماادلهگزينه براي كاركرد كارآمد يك مب
قانون ور در سيال دما ثابت غوطه ي عبوري از استوانهگرماانتقال  ]١٥[

 گرمايروش انتگرال حدي  بررسي و در نتايج خود انتقال  را به تواني
هاي دايلاتنت تر از سيالپلاستيك را بيششبه هايناشي از سيال

جريان  گرمايپديده انتقال  ]١٦[گزارش كردند. سوخوف و همكاران 
صورت را بين دو صفحه موازي دما ثابت، به قانون توانيپلاستيك شبه

  دست آوردند.را به دماهاي توزيع تحليلي بررسي كرده و معادله
اتلاف  جملهنظر گرفتن اثر با در ]١٧- ٢٢[شماري از محققين  

 گرماياصطكاكي در معادله انرژي، به بررسي تاثيرات آن بر انتقال 
قانون داختند. مسأله گراتز سيال ها پرمجرادرون  قانون توانيسيال 
اتلاف اصطكاكي توسط گيل  جملهنظر گرفتن درون لوله با در تواني

له مسأ گرمايانتقال  ]١٨[سانگ و ين پينگ مطالعه شد. سياو تي ]١٧[
 گرمايفتن رنظر گرا با در  مجرادرون لوله و  قانون توانيگراتز سيال 

شود، به روش بيان مي ناشي از اتلاف اصطكاكي، كه با عدد برينكمن 
چنين به روش جديد تشابهي ها همتشابهي مكاني بررسي كردند. آن

دائم را بررسي كردند. نتايج حل مسأله گراتز در حالت غير  مكاني - آني
خواني داشت. خوبي با حل بسط لوك همها در قسمت دائم بهآن

اي يهلابا حل عددي معادله ساختاري جريان  ]١٩[و همكاران  گينگريچ
به روش حجم محدود،  به  قانون توانيي سيال گرمايتوسعه و درحال 

اتلاف اصطكاكي بر  جملهبررسي تاثير ويسكوزيته سيال رقيق شونده و 
هاي با مقطع مستطيلي پرداختند. مجرااجباري درون  گرمايانتقال 

اتلاف اصطكاكي،  جملهدليل حضور ها نشان داد كه بهنتايج كار آن
گيري زياد طور چشمبه رقت سيالبا افزايش  مجرااز ديواره  رماگانتقال 

يابد. با فاصله طولي كاهش مي شده اما نرخ افزايش دماي متوسط سيال
 قانون توانيجابجايي اجباري سيال  گرمايانتقال  ]٢٠[چيبا و همكاران 

 جملهنظر گرفتن را با در محوريمتقارني ناگرمايدرون لوله تحت شار 
ير ها تاثصورت تحليلي مورد مطالعه قرار دادند. آناتلاف اصطكاكي، به

را بر توزيع عدد ناسلت محلي گزارش  عدد برينكمن و خواص رئولوژي
قانون را براي جريان  اصطكاكي گرمايتوليد  ]٢١[اكرت كردند. بارا و 

درون اسليت در هر دو حالت دما ثابت و شار ثابت، با فرض  تواني
صورت تحليلي آناليز كرده و مقادير استقلال تمامي خواص از دما، به

دست صورت عددي و با روش تفاضل محدود بهويژه و توابع ويژه را  به
عنوان موثرترين پارامتر بر ، بهكانالضخامت  ها با معرفيآن آوردند.

عنوان بهترين طرح جهت را به هاي نازككانال، گرماافزايش انتقال 
با آناليز مسأله  ]٢٢[پيشنهاد دادند. والكو  لزجسازي اثر برش نيممي

اتلاف اصطكاكي  جمله، اثرات قانون توانيبرينكمن جريان سيال  - گراتز
صورت عددي بررسي كرد. او با استفاده از روش تبديل لاپلاس را به

كه اتلاف گالركين، مطالعه خود را در رژيم سرمايش طبيعي، جايي
داشتن دماي ديواره در يك مقدار دلخواه، اصطكاكي انرژي با ثابت نگه

چنين مطالعات آزمايشگاهي مسأله گراتز بسط داد. همنامتعادل است 
و نيز  ]٢٣[در حالت شار ثابت توسط باست و ولتي  قانون توانيسيال 

مسأله انتقال  ]٢٥[ويشال  انجام شده است. ]٢٤[ماهالينگام و همكاران 
و توليد آنتروپي جريان سيال قانون تواني درون ميكروكانال تحت  گرما
مختلف  ي ثابت را بررسي كرد. لغزش روي ديواره به سه روشگرمايشار 

سازي شد كه عبارتند از: قانون لغزش غيرخطي ناوير، قانون لغزش مدل
قاون لغزش هاتزيكرياكس و قانون لغزش حدي. تمامي معادلات حاكم 

اند و اثر ضرايب مختلف اصطكاكي قوانين صورت تحليلي حل شدهبه
لغزش بر توزيع سرعت و دماي جريان، عدد ناسلت، نرخ توليد آنتروپي 

عدد بيژن نشان داده شده است. او در كار خود مشاهده كرد كه و نيز 
براي ضرايب لغزش يكسان، قانون لغزش هاتزيكرياكس عدد ناسلت 

تر ولي نرخ توليد آنتروپي كمتري را نسبت به قانون لغزش حدي بزرگ
كند و اين اختلاف با افزايش مقدار ضرايب لغزش بيشتر بيني ميپيش

هاي تقريبي و نيز تحليلي براي پاسخ ]٢٦[ مكارانباپتيستا و ه شود.مي
توزيع دما و عدد ناسلت جريان آرام و كاملا توسعه يافته قانون تواني 

ها و صفحات موازي ، با دماي ديواره ثابت، ارائه كردند و درون لوله
مشاهده كردند كه عدد ناسلت رابطه معكوس با شاخص مقدار قانون 

 گرمايانتقال  ايلايهجريان  ]٢٧[ تواني دارد. موخرجي و همكاران
هاي با سطح مقطع جابجايي اجباري سيال قانون تواني را  درون داكت

دير شاخص قانون تواني صورت عددي بررسي كردند. آنها از مقامتغير به
٠/٢در بازه  ≤ 𝑛 ≤ بهره بردند و شرايط مرزي ديواره را براي هر دو  ٢

حالت دما ثابت و شار ثابت آناليز كردند. با ارائه مقادير عدد ناسلت 
ميانگين برحسب شاخص قانون تواني، آنها در نتايج خود گزارش كردند 

ر مثبت و منفي كه ضريب اصطكاك فنينگ و عدد ناسلت به ترتيب تاثي
اثر اتلاف  ]٢٨[ موخرجي و همكاران پذيرند.از شاخص قانون تواني مي

جابجايي اجباري سيالات قانون تواني را  گرماياصطكاكي برانتقال 
 هاي با سطح مقطع متغير در معرض ديواره تحت شارجرادرون م

صورت عددي مورد طالعه قرار دادند. ثابت و نيز دماي ثابت بهي گرماي
را در بازه  قانون توانيآنها در مطالعه خود محدوده مقدار شاخص 

٠/٨ ≤ 𝑛 ≤ ٠/٠٠١ ، عدد برينكمن را در بازه  ١/٢ ≤ 𝐵𝑟 ≤ و ٠/١
درنظر گرفتند. براي هر دو شرط مرزي بررسي  ١٠نيزعدد پكلت را برابر 

با كاهش مقدار شاخص  گرماز بهبود نرخ انتقال شده، نتايج آنها حاكي ا
بيان شده  گرمايياست كه علت آن نيز كاهش لايه مرزي  قانون تواني

    ---------------- ---------- است.
درون لوله دما  قانون توانيدر مطالعه حاضر جريان سيال غيرنيوتني    
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بعد ماي بيصورت تحليلي مورد بررسي قرار گرفته است. توزيع دثابت به 
و نيز كاملا  گرماييهاي درحال توسعه براي جريان قانون توانيجريان 

توسعه يافته ارائه شده است. لازم به ذكر است كه براي جريان در حال 
ي، توزيع دما در دو حالت رقيق شونده و نيوتني كه مقدار گرمايتوسعه 

صورت باشد، بهمي ١ و ٢/٠ ترتيب برابر ها بهدر آن قانون توانيشاخص 
است. توزيع دماي جريان كاملا توسعه يافته نيز  ارائه شدهبسته  حل

 سريصورت حل و به قانون توانيازاي نه مقدار مختلف شاخص به
 .حاصل شده است

   

  فيزيك مسأله  -٢
    هاي حاكممعادله -١- ٢

، قانون توانيدر مطالعه حاضر فرض بر اين است كه جريان سيال 
ناپذير، دو بعدي ، تراكمايلايهسعه يافته هيدروديناميكي، يك جريان تو

 گرماي رسانشيانتقال  جملاتنظر از چنين با صرفو متقارن است. هم
Pe୶ ،در راستاي طولي ≫  مستقل را سيال ، اتلاف اصطكاكي، خواص ١

هاي حاكم كه شامل ايم. در ادامه معادلهدما و ثابت در نظر گرفته از
باشند به ترتيب در يوستگي، مومنتوم و انرژي ميهاي پمعادله
  :]٢٩[اند) آمده٣) تا (١هاي (معادله

)١( 𝛻. 𝑉෨ = 0 
 

)٢(  𝜌 𝑉.෩ 𝛻𝑉෨ = −𝛻𝑝෤ + ∇෩. 𝜏̃ 

  
)٣(  𝜌𝑐௣𝑉.෩ 𝛻𝑇෨ = 𝑘𝛻ଶ𝑇෨  

 𝜌تانسور تنش،  𝜏̃ دما، 𝑇෨ فشار، 𝑝෤ بردار سرعت، 𝑉෨ هاي فوق،در معادله
دليل چنين بههم باشند.ميرسانايي گرمايي  𝑘و گرماي ويژه 𝑐௣ چگالي،

كه جريان مورد بررسي در اين تحقيق به لحاظ هيدروديناميكي اين
ده و با باشد، بنابراين پروفيل سرعت آن توسعه يافته بوتوسعه يافته مي

  .]٣٠[شود بيان مي )٤معادله (
 

)٤(  𝑢෤

𝑈
= 𝑘ଵ ൬1 − (

𝑟̃

𝑅
)௞మ൰ 

 

)٥(  𝑘ଵ =
ଷ௡ାଵ

௡ାଵ
, 𝑘ଶ =

௡ାଵ

௡
  

 

هت سهولت در باشد. جلوله مي شعاع  𝑟̃سرعت ميانگين و  Uكه در آن
اند. ) تعريف شده٥صورت معادله (به  𝑘ଶو 𝑘ଵ هايادامه حل مسأله، ثابت

باشد. معادله مي قانون توانيشاخص سيال   n ) پارامتر٥در معادله (
) بازنويسي ٦صورت معادله (اي بهرا نيز در مختصات استوانه انرژي

 كنيم.مي
 

)٦( 𝑢෤
𝜕𝑇෨

𝜕𝑥෤
=

𝛼

𝑟̃

𝜕

𝜕𝑟̃
ቆ𝑟̃

𝜕𝑇෨

𝜕𝑟̃
ቇ 

   

)٧(  𝑎𝑡    𝑟̃ = 𝑅,    𝑇෨ = 𝑇෨௪ 

   

)٨(  𝑎𝑡    𝑟̃ = 0,    
𝜕𝑇෨

𝜕𝑟̃
= 0 

   

)٩(  𝑎𝑡    𝑥෤ = 0,    𝑇෨ = 𝑇෨௜௡ 

𝑢෤كه در آن   باشد. پارامترجريان مي پخشندگي گرمايشي  𝛼سرعت و   

𝑥෤  طور كه اشاره همان. باشدصات طولي لوله ميدهنده مختنيز نشان
هاي در حال توسعه بعد جريانشد در تحقيق حاضر توزيع دماي بي

درون لوله  قانون توانيي گرمايچنين كاملا توسعه يافته ي و همگرماي
) براي ٩) تا (٧( ارائه خواهد شد. به اين منظور از شرايط مرزي معادلات

) نيز ٨) و (٧و از شرايط مرزي معادلات ( گرماييجريان در حال توسعه 
 𝑇෨௜௡ و  𝑇෨௪كه در آناست  براي جريان كاملا توسعه يافته استفاده شده

گر دماي مربوط به ديواره و ورودي ترتيب بيانپارامترهايي ثابت و به 
 باشند.جريان به لوله مي

 

 هاسازي معادلهبعدبي  -٢- ٢

و  گرماهاي انتقال بعدسازي معادلهلازم جهت بي در ادامه پارامترهاي
سازي بعدكنيم. لازم به ذكر است كه پارامترهاي بيسرعت را تعريف مي

 مربوط به طول و دما براي دو نوع جريان مورد بررسي، متفاوت است.

)١٠(  , r =
௥̃

ோ
, Nu =

௛ ஽ಹ

௞
,   u=௨෥

௎
 

)١١(  x =
𝑥෤/𝐷

Re P୰
, θ =

𝑇෨ − 𝑇෨௪

𝑇෨௜௡ − 𝑇෨௪

 

)١٢( x =
𝑥෤

𝑅
, T =

𝑇෨ − 𝑇෨௪

𝑇෨௕ − 𝑇෨௪

 

باشند. بعد لوله ميبه ترتيب سرعت، شعاع و طول بي x و ، u ،r كه
بعد رينولدز، ناسلت ترتيب معرف اعداد بيبه  P୰و  Re  ،Nu چنينهم

 به ترتيب Tو  θ قطر هيدروليكي لوله است.نيز  𝐷ுقطر و  D و پرانتل،
و كاملا توسعه يافته  گرماييبعد براي جريان در حال توسعه دماهاي بي
𝑇෨௕پارامترهستند و  ) ١٢) و (١١دماي متوسط جريان است. معادلات (  

هاي در حال توسعه بعدسازي روابط مربوط به جريانترتيب براي بي به
دانيم در طور كه ميهماناند. كار رفتهيافته به و كاملا توسعه گرمايي

، گراديان طولي است گرمايييافته شرايطي كه جريان كاملا توسعه
 و داريم: ]٣١[ صفر است بعد برابردماي بي

)١٣( 𝑑T

𝑑x
= 0 

بعد مربوط به جريان كاملا بي دماي تعريف كمك با بسط معادله فوق به
است و با انجام عمليات  آمده) ١٢( معادله در كه گرمايييافته توسعه

 رسيم.) مي١٤ساده رياضي در نهايت به معادله (

)١٤( 𝑑𝑇෨

𝑑𝑥෤
= T

𝑑𝑇෨௕

𝑑𝑥෤
 

ௗعبارت  ෨்್

ௗ௫෤
چنين هم، ن استگراديان طولي دماي ميانگيكه معرف   

تواند از طريق موازنه انرژي روي يك حجم كنترل ديفرانسيلي مي
 دست آيد:بهصورت زير به

)١٥( 𝑚̇𝑐௣𝑑𝑇෨௕ = ℎ𝑑𝐴ሚ(𝑇෨௪ − 𝑇෨௕) 

)١٦(  
𝑑𝑇෨௕

𝑑𝑥෤
=

2ℎ(𝑇෨௪ − 𝑇෨௕)

𝜌𝑅𝑈𝑐௣
 



 

 
١٣٦  

رما
ل گ

تقا
ه ان

ست
ل ب

ح
 ي

جا
جاب

 يي
بار

اج
يس ي

 ... ال

سطح جانبي حجم كنترل  𝑑𝐴ሚجريان و جرمي دبي  𝑚̇كه در آن 
 در) ١٤باشد. بنابراين با جايگذاري معادله (نظر ميديفرانسيلي مورد

 ) داريم:١٣معادله (

)١٧( 𝑑𝑇෨

𝑑𝑥෤
= T

2ℎ(𝑇෨௪ − 𝑇෨௕)

𝜌𝑅𝑈𝑐௣
 

شده در معادلات بعدسازي معرفيدر نهايت با اعمال پارامترهاي بي
) و ١٨)، به معادلات (٦، معادله (گرمانتقال ) بر معادله ا١٢) تا (١٠(
جريان در حال توسعه  گرمايمعادلات انتقال ) كه به ترتيب معرف ١٩(

 رسيم.باشند، ميدرون لوله مي قانون توانيو كاملا توسعه يافته  گرمايي

)١٨( 1

4
𝑘ଵ

𝜕θ

𝜕x
=

1

(1 − r௞మ)
 
1

r

𝜕

𝜕r
൬r

𝜕θ

𝜕r
൰ 

   

)١٩(  
𝑑ଶT

𝑑rଶ +
1

r

𝑑T

𝑑r
+ Nu 𝑘ଵ(1 − r௞మ)T = 0 

 ) نيز در زير آمده است.٩) تا (٧بعد شرايط مرزي معادلات (بي شكل

)٢٠(  𝑎𝑡    r = 1,    θ = 0  𝑜𝑟  T = 0 

   

)٢١(  𝑎𝑡    r = 0,    
𝜕θ

𝜕r
= 0  𝑜𝑟 

𝑑T

𝑑r
= 0   

 

)٢٢(  𝑎𝑡    x = 0,   θ = 1 

توزيع دماي  ،گرماييدر حال توسعه  انيم در جرياندطور كه ميهمان
سيال وابسته به دو متغير طول و شعاع لوله خواهد بود. از شرايط مرزي 

استفاده  گرمايي) براي جريان در حال توسعه ٢٢) تا (٢٠معادلات (
) ٢٠شده است. اما براي جريان كاملا توسعه يافته تنها از شرايط مرزي (

، تنها تابعي از شعاع لوله خواهد Tد شد چون دما، ) استفاده خواه٢١و (
  بود.

  روش حل  - ٣
  گرماييجريان در حال توسعه   -١- ٣

پردازيم. شرايط ) مي١٩) و (١٨در اين قسمت به حل تحليلي معادلات (
) ٢٢) تا (٢٠مرزي نيز به تناسب جريان مورد بررسي، در معادلات (

  اند.ارائه شده

سازي متغيرها حل ) را به روش جدا١٨( توانيم معادلهاكنون مي
) در نظر ٢٣صورت معادله (نمائيم. به اين منظور ابتدا تابع پاسخ را به

هاي تفكيك شده ) به معادله١٨گرفته كه با جايگذاري آن در معادله (
 رسيم.) مي٢٥) و (٢٤(

)٢٣( θ(x, r) = 𝑃(r)𝑋(x) 

 

)٢٤(  𝑋ᇱ(x) +
4

𝑘ଵ
𝜆ଶ𝑋(x) = 0 

 

𝑃ᇱᇱ(r) +
1

r
𝑃ᇱ(r) + (1 − r௞మ)𝜆ଶ𝑃(r) = 0 

)٢٥(   

)٢٦(  𝑃(1) = 0 

)٢٧(  𝑃ᇱ(0) = 0 

 در زير آمده است.بوده كه صورت تابع نمايي به )٢٤معادله (پاسخ 

)٢٨(  𝑋(x) = 𝑎 exp (−
4

𝑘ଵ
𝜆ଶx) 

يك معادله ) ٢٥خواه است. اما معادله (ثابت دل𝑎 كه در آن پارامتر 
صورت يك مسأله مقدار ويژه ظاهر شده و است كه به اشتورم ليوويل

) و ٢٦در آن معرف مقدار ويژه است. شرايط مرزي معادلات (  𝜆پارامتر
اند. در ) حاصل شده٢٣) بر معادله (٢١) و (٢٠) با اعمال معادلات (٢٧(

هاي وابجو با ارائه  قانون توانيازاي دو مقدار خاص شاخص ادامه به
) ارائه شده است. ذكر اين نكته مهم است كه ١٨بسته براي معادله (

 باشد.حل بسته موجود نمي قانون توانيبراي مقادير ديگر شاخص 

𝒏حالت رقيق شونده،  = ٠/٢  
) نشان ٢٩) به يك پاسخ بسته كه در معادله (٢٥با حل معادله (
 بت هستند. با توجه بهضرايبي ثا 𝐶ଶو  𝐶ଵرسيم. داده شده است مي

) ٢٧معادله ( ، و با اعمال شرط مرزي ) )٣٠معادله ((  𝑃(𝑟)مشتق تابع
 صفر باشد. بايد برابر 𝐶ଶ شود كه ضريب ثابتبر آن، نتيجه مي

 𝑃(r) = 𝐶ଵ exp ൬−
1

4
𝜆 rସ൰ 

 

   𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆

ଷ
ଶ√2, −

1

2
√2𝜆 rଶ൰ + 

   𝐶ଶ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

exp ൬−
1

4
𝜆 rସ൰

𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0,0,0,
1

2
𝜆

ଷ
ଶ√2, −

1

2
√2𝜆 rଶ൰

න
exp ቀ

1
2

𝜆 rସቁ

r 𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ቀ0,0,0,
1
2

𝜆ଷ/ଶ√2, −
1
2 √2𝜆 rଶቁ

𝑑r

 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

)٢٩(   

 
𝑑𝑃(r)

𝑑r
= 

   −𝐶ଵ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜆 rଷ exp ൬−
1

4
𝜆 rସ൰ 

𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆

ଷ
ଶ√2, −

1

2
√2𝜆 rଶ൰ +

√2𝜆 exp ൬−
1

4
𝜆 rସ൰ r

 𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆

ଷ
ଶ√2, −

1

2
√2𝜆 rଶ൰⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞
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   𝐶ଶ

⎝
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⎜
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⎜
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⎜
⎜
⎜
⎜
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⎛

 

⎝

⎛න
exp ቀ

1
2

𝜆 rସቁ

r 𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1
2

𝜆
ଷ
ଶ√2, −

1
2 √2𝜆 rଶ൰

ଶ 𝑑r

⎠

⎞

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜆 rଷ exp ൬−
1

4
𝜆 rସ൰

 𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆

ଷ
ଶ√2, −

1

2
√2𝜆 rଶ൰ +

√2𝜆 exp ൬−
1

4
𝜆 rସ൰ r 

 𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆

ଷ
ଶ√2, −

1

2
√2𝜆 rଶ൰⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

−

exp ቀ
1
4

𝜆 rସቁ

 r 𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1
2

𝜆
ଷ
ଶ√2, −

1
2 √2𝜆 rଶ൰ ⎠
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⎟
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)٣٠(   

دست ) به٢٩) بر معادله (٢٦) با اعمال شرط مرزي معادله (٣١معادله (
  آمده است.



 

 
١٣٧  

 

يس
 يقيدق ايدض

روز
 نو

ود
حم

و م
 ي

 )٣١(  0 = 𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆ଷ/ଶ√2, −

1

2
√2𝜆 ൰ 

 شماري وجود دارند كه در معادلهدانيم مقادير ويژه بيطور كه ميهمان
  𝑭(𝝀)) را برابر با٣١) صادق باشند. اگر عبارت طرف راست معادله (٣١(

حاصل خواهد  ١، شكل  𝛌درنظر بگيريم، با ترسيم آن بر حسب پارامتر
واقع همان نقاط تلاقي نمودار با محور افق  در 𝝀مقادير ويژه  شد.
ادير اند. تعدادي از مقهاي توخالي نشان داده شدهباشند كه با دايرهمي

هاي در نتيجه با جايگذاري معادله گزارش شده است. ١ويژه در جدول 
بعد جريان در حال توسعه )، توزيع دماي بي٢٣) در معادله (٢٩) و (٢٨(

  آيد.دست ميدرون لوله دما ثابت به قانون توانيي گرماي

 θ(x, r) = ෍ 𝐴௠ exp ൬−
4

𝑘ଵ
𝜆௠

ଶx൰ exp ൬−
1

4
𝜆௠ rସ൰

ஶ

௠ୀଵ

 

)٣٢(   𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆௠

ଷ/ଶ√2, −
1

2
ඥ2𝜆௠ rଶ൰ 

 

  1 = ෍ 𝐴௠ exp ൬−
1

4
𝜆௠ rସ൰

ஶ

௠ୀଵ

 

)٣٣(    𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆௠

ଷ/ଶ√2, −
1

2
ඥ2𝜆௠ rଶ൰ 

نسيلي و طبق اصل ديفرا گرعملدليل خطي بودن توجه شود كه به
هاي يك معادله گر اين واقعيت است كه مجموع پاسخكه بيان نهيبرهم

توانيم باشد، ميهمگن، خود نيز پاسخي قابل قبول براي آن معادله مي
صورت سري پاسخ كلي معادله ديفرانسيل جزئي همگن فوق را به

  ) بنويسيم.٣٣نامحدود نشان داده شده در معادله (
) ٣٣)، معادله (٣٢) بر معادله (٢٢مرزي معادله ( با اعمال شرط

𝜆 متناظر با مقادير ويژه  𝐴௠شود كه در آن مقادير ثابت حاصل مي
௠

 ،
اند. به اين ترتيب توزيع دماي )  محاسبه شده٣٤كمك معادله (به
  دست خواهد آمد.بعد بهبي

 
 

)٣٤(  𝐴௠ =

∫ ቆexp ቀ−
1
4

𝜆௠ rସቁ 𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ቀ0, 0, 0,
1
2

𝜆௠
ଷ/ଶ

√2, −
1
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𝒏حالت نيوتني،  = ١   
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باشد، مي تكينداراي نقطه   =٠r در KummerU كه تابعجا از آن
)، ضريب ٣٥) بر معادله (٢٧بنابراين با اعمال شرط مرزي معادله (

) با تاثير شرط مرزي معادله ٣٦حذف خواهد شد. معادله ( 𝐶ଶثابت 
دست آمده است. در نهايت با ترسيم معادله ) به٣٥) بر معادله (٢٦(

  𝐺(𝜆)).٢يابيم (شكل ميرا  بل مقادير ويژهمانند حالت ق حاصل شده،
با جايگذاري معادله زير  ) است.٣٦عبارت طرف راست معادله (

  دست آمده است.) به٢٣) در معادله (٣٥) و (٢٨هاي (معادله
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)٣٨(   

دست آمده، متناظر با مقادير ويژه به  𝐴௠هاي جهت يافتن ثابت
) تاثير داده كه نتيجه ٣٧) را بر معادله (٢٢ابتدا شرط مرزي معادله (

در نهايت مشابه حالت قبل  ) ظاهر شده است.٣٨صورت معادله (آن به
كنيم. تعدادي از ها را محاسبه مي) اين ثابت٣٩به كمك معادله (

اند. گزارش شده ١جدول هاي متناظر با آن در مقادير ويژه و ثابت
هاي ثابت مقادير ويژه و ،=١nنيوتني، شود كه براي حالتمشاهده مي

، تطابق بسيار خوبي با نتايج ذكر  ١دست آمده در جدولمتناظر به
اي خواهيم رابطهدر ادامه مي دارد. ]٣٢[شده در كتاب شاه و لندن 
  دست آوريم.حسب فاصله طولي بهتحليلي براي عدد ناسلت بر
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  =n ٢/٠مقادير ويژه براي يافتن  -١شكل 
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كمك جابجايي محلي به گرمايتوان اثبات نمود كه ضريب انتقال مي
  .]٢٩[آيد دست مي) به٤٠معادله (
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شود كه ) تعريف مي٤١كمك معادله (، نيز بهθୠ بعد،دماي متوسط بي
چنين قطر عنوان دماي متوسط تعريف شده است. همبه  𝑇෨௕ در آن

كمك نتيجه بهشود. در تعريف مي  R٢ هيدروليكي لوله نيز برابر
آيد دست ميبعد به)، عدد ناسلت بر حسب دماي بي١٠معادله (
  )).٤٢(معادله (

كنيم ) بازنويسي مي٤٣( صورت معادلهبعد را بهاكنون دماي بي
ترتيب با به  =١n و =٢/٠n هايبا توجه به حالت  𝑃௠(r) كه در آن

  ) تعريف شده است.٤٥) و (٤٤هاي (معادله

)٤٣(  θ(x, r) = ෍ 𝐴௠ exp ൬−
4

𝑘ଵ
𝜆௠

ଶx൰ 𝑃௠(r)

ஶ

௠ୀଵ

 

   

𝑃௠(r) = exp ൬−
1

4
𝜆௠ rସ൰ 

  𝐻𝑒𝑢𝑛𝐵 ൬0, 0, 0,
1

2
𝜆௠

ଷ/ଶ√2, −
1

2
ඥ2𝜆௠ rଶ൰ 

)٤٤(   

  
𝑃௠(r) = exp ൬−

1

2
𝜆௠ rଶ൰ 

  𝐾𝑢𝑚𝑚𝑒𝑟𝑀 ൬ 
1

2
−

1

4
𝜆௠, 1, 𝜆௠ rଶ൰ 

)٤٥(   

)٤٦(  
𝜕θ(x, r)

𝜕r
|୰ୀଵ = ෍ 𝐴௠ exp ൬−

4

𝑘ଵ
𝜆௠

ଶx൰
𝑑𝑃௠(r)

𝑑r
|୰ୀଵ

ஶ

௠ୀଵ

 

، معادله =١r گرفتنبعد و با در نظرگيري از دماي بيبا مشتق
  شود.) حاصل مي٤٦(
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)٥١(   

شود كه )، ثابت مي٤٧معادله ( صورتبا تعريف دماي متوسط به

گيري با انتگرال. شود) محاسبه مي٤٨بعد از معادله (دماي متوسط بي
رسيم. ) مي٤٩) در بازه صفر تا يك، در نهايت به معادله (٢٥از معادله (

) به معادله ٤٨بعد ارائه شده در معادله (بنابراين دماي متوسط بي
) و ٤٦هاي (جايگذاري معادله) با ٥١شود. معادله () تبديل مي٥٠(
دست آمده است كه عدد ناسلت محلي را بر )، به٤٢) در معادله (٥٠(

  كند.بيان مي x حسب فاصله طولي
  

    جريان كاملا توسعه يافته  -٢-٣ 

يك معادله ديفرانسيل ) ١٩( مسأله مقدار مرزي معرفي شده در معادله
 ،م شرايط مرزي آنچون هم معادله ديفرانسيل و ه است.مقدار ويژه 

 باشند.همگن مياند، ) نشان داده شده٢١) و (٢٠كه در معادلات (
 گرمايانتقال مسأله ، جابجايي گرمايبرخلاف ديگر مسائل انتقال 

يك معادله ديفرانسيل مقدار ويژه بوده  دماهميافته جريان كاملا توسعه
ر معادله حاكم تعيين كرد كه هم د كه ابتدا بايد عدد ناسلت را طوري
در  ، و در نهايت توزيع دما را يافت.و هم در شرايط مرزي صادق باشد

ها ابتدا كه در آنطوري. بهباشدمسائل ديگر روش حل معكوس مي
  آيد. دست ميتوزيع دماي جريان تعيين شده، سپس عدد ناسلت به

لت به كمك روش آناليز مودال معادله عدد ناس حاضر در مطالعه
دست آمده است. به به) ٢١) و (٢٠معادلات (تحت شرايط مرزي  )١٩(

، علت همگن بودن معادله حاكم و هم چنين شرايط مرزي آن
دست آورد و به يك طور كامل بهبه توان توزيع دماي جريان رانمي

ور كامل طشرط يا محدوديت غيرهمگن ديگر نياز است تا پاسخ به
گيري از دست آيد. محدوديت غيرهمگن مورد نظر با انتگرالبه

بعد جريان در مقطع بعد و دماي بيبيضرب توزيع سرعت حاصل
  .نشان داده شده است )٥٢(در معادله  كهشود عرضي لوله حاصل مي
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توزيع دماي جريان را  به كمك محدوديت فوق قادر خواهيم بود تا
. در ادامه به كمك روش فروبنيوس توزيع دست آوريمطور كامل بهبه

  دست خواهيم آورد. بعد جريان كاملا توسعه يافته را بهدماي بي
rچون  = ) ١٩( معادله ديفرانسيلبراي منظم  تكيننقطه يك   ٠

يان ) ب٥٣صورت معادله (بعد جريان بهاست، بنابراين توزيع دماي بي
  خواهد شد.

)٥٣(  T(r)= A𝑦ଵ(𝑟)+B𝑦ଶ(𝑟) 

  
  =١n مقادير ويژه براي  يافتن -٢شكل 
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نيز  𝑦ଶو  𝑦ଵباشند. توابع ضرايب ثابت معادله مي B و Aكه در آن 
در نهايت با شوند. ف مي) تعري٥٥) و (٥٤( هايهصورت معادلبه

و پس ) ١٩(در معادله ديفرانسيل) ٥٥) و (٥٤هاي (معادلهجايگذاري 
هاي يكسان و برابر صفر قرار دادن ضرايب بندي كردن جملهاز دسته

در ادامه  .آينددست ميبه 𝑏௡و  𝑎௡هاي مجهول r هاي مختلفتوان
ازاي به قانون توانيوسعه يافته بعد جريان كاملا تتوزيع دماي بي

 =٠١/٠nازايبهدست آمده است. به قانون توانيمقادير مختلف شاخص 

، ٠٢/٠n= ،٠٤/٠n= ، ٠٥/٠ n= ،١/٠n=،٢/٠ n= ٢٥/٠ وn=   توزيع
 =٥/٠n توزيع دما به ازاي ) خواهيم داشت.٥٦صورت معادله (دما را به

پرهيز ها در اين مقاله جهت اختصار از آوردن آن متفاوت بوده و  =١n و
نكته حائز اهميت اين است كه توزيع دما در تمام سطح  .شده است
 𝐶ଶ) جمله ٢١( شرط مرزي معادلهبنابراين طبق  است. وددمقطع مح
rدست آمده در هبايد برابر صفر باشد، تا پاسخ ب)٥٦ه (در معادل = ٠ 

  .باشد داشتهن تكين نقطه
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) ) ٢٠(معادله (روي ديواره  گرمايينيز به كمك شرط مرزي  Nuعدد 
با اعمال شرط مرزي ارائه شده در صورت كه اين  بهآيد. دست ميهب

 ي، عبارت)٥٦( هي داده شده در معادلبر توزيع دما )٢٠( معادله
 ) به ازاي٥٧معادله ( آيد.دست ميهب Nuاي بر حسب چندجمله

٠١/٠n=  گرمايدر انتقال  قانون مقياسطبق آمده است. دست به 
از مرتبه اول است.  ايلايهدر جريان داخلي و  Nuجابجايي، عدد 

 Nuعنوان عدد ، به)٥٧( هاي مثبت مرتبه اول معادلهبنابراين ريشه
. براي افزايش دقت در شوندشناخته مي قانون توانيفيزيكي جريان 
رتبه بزرگي توزيع دماي جريان براي دست آمده، ماعداد ناسلت به

٠١/٠n=   مقدار ،)٥٧( معادلهدرنظر گرفته شده است. با حل  سيبرابر 
٦٧٠٩/٥Nu=  ٥٦( هچنين با توجه به معادلشود. همحاصل مي( ،

𝐶ଵ تساوي  توان دريافت كهمي = 𝑇௠௔௫ .عدد ثابت برقرار است 𝐶ଵ  نيز
اهد شد. مقادير عدد ناسلت و نيز ) محاسبه خو٥٢ه كمك معادله (ب

، همانند حالت قانون توانيازاي مقادير ديگر شاخص به بيشينهدماي 
٠١/٠n=  اند.گزارش شده ٣شود كه در جدول محاسبه مي  

  

  بحث و بررسي نتايج  - ٤
به كمك معادلات  بعدبي دماي متوسطو  عدد ناسلت محلي توزيع

در  قانون توانيشده شاخص بررسي  براي هر دو حالت) ٥٠) و (٥١(
، در فواصل كوتاه محوري نشان داده گرماييجريان در حال توسعه 

بعد توزيع دماي بيچنين نمودار هم). ٤و  ٣هاي شكلشده است (
نشان داده شده  ٥در حال توسعه گرمايي قانون تواني در شكل  جريان
 به =١n و =٢/٠n  ازايهنتايج حاصل شده در كار حاضر باست. 

كه در  =١nو  =٣/١nدست آمده براي ترتيب با مقادير متناظر به
ازاي بهعدد ناسلت آمده است، اعتبارسنجي شده است.  ]٩[ مرجع

، در فاصله طولي =٣/١nو  =٢/٠n قانون توانيمقادير شاخص 
٠٠٠١/٠x=   ٤٧١٥/٢٥به ترتيب برابرNu=  ٣٢١/٢٥وNu= ه است ك

شود كه در ش يافته و مشاهده ميكاه بعد،با افزايش فاصله طولي بي
٢/٠x= ٤٩٩٦/٤، به ترتيب برابرNu=  ١٧٥٣/٤وNu=  .در حالتاست 
١n= كار حاضر  نتايجنشان داده شده است،  ٢طور كه در جدول همان

 =٢/٠xاعتبارسنجي شده است. در  ]٩[مرجع با دقت بالايي با نتايج 
 =٦٥٦٨/٣Nuو  =٦٥٦٩/٣Nuبرابر  =١nازاي مقادير عدد ناسلت به

جريان تقريبا  =٢/٠x بعدتوان گفت كه در فاصله طولي بياست. مي
در حالت حدي و در فواصل طولي زياد، است.  شدهكاملا توسعه يافته 

) به لحاظ مرتبه بزرگي منظور ٥١هاي معادله (تنها جمله اول از سري
  خواهند شد. در نتيجه خواهيم داشت:

)٥٨(  x → ∞,   Nu(∞) →  
𝜆ଵ

ଶ

𝑘ଵ

=
𝑛 + 1

3𝑛 + 1
𝜆ଵ

ଶ    

−
𝑘ଵ

଻

416179814400
𝑁𝑢଻ +

𝑘ଵ
଺

2123366400
𝑁𝑢଺ −

𝑘ଵ
ହ

14745600
𝑁𝑢ହ +

𝑘ଵ
ସ

147456
𝑁𝑢ସ −

𝑘ଵ
ଷ

2304
𝑁𝑢ଷ +

𝑘ଵ
ଶ

64
𝑁𝑢ଶ −

𝑘ଵ

4
𝑁𝑢 + 1 = 0 

 

)٥٧(   

  
بعد براي نمودار عدد ناسلت برحسب فاصله طولي بي -٣شكل 

 مقادير مختلف شاخص قانون تواني
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  در نتيجه براي دو حالت بررسي شده، عدد ناسلت حدي برابر است با:

)٥٩(  Nu(∞) = ቄ
4.4997, 𝑛 = 0.2
3.6569, 𝑛 = 1.0

 

و نيز  قانون توانيكه با افزايش مقدار شاخص شود بنابراين نتيجه مي
دماي  ).٣شكل يابد(د لوله، عدد ناسلت كاهش ميبعفاصله طولي بي

مرجع بعد نيز همانند عدد ناسلت، با دقت خوبي با نتايج متوسط بي
بعد متوسط نمودار دماي بي ٤شكل اعتبارسنجي شده است.  ]٩[

بعد لوله صله طولي بيجريان در حال توسعه گرمايي را بر حسب فا
و نيز شاخص  xدهد. مشاهده مي شود كه با افزايش مقدار نشان مي

يابد. بعد به ترتيب كاهش و افزايش ميقانون تواني، دماي متوسط بي

دليل افزايش دماي متوسط با شاخص قانون تواني، كه كاهش عدد 
بعد توزيع دماي بي باشد.ميجريان ناسلت را به همراه دارد، سرعت 

 ٥شكل  ) در)٤٣معادله (قانون تواني( يگرمايجريان در حال توسعه 
شود پروفيل دما طور كه مشاهده ميهمان. نشان داده شده است

تا مقداركمينه  ،پيوسته در حال كاهش از مقدار بيشينه در مركز لوله
بعد الف و در فاصله طولي بي- ٥در شكل  باشد.در ديواره لوله مي

٠٠١/٠x= ٦٥/٠ بعدريبا تا شعاع بيو تقr= هاي دما در پروفيل رفتار
بعد و با نزديك ديگر بوده ولي با افزايش شعاع بيدو حالت مشابه يك

شونده با شيب شدن به ديواره لوله، پروفيل دما در حالت رقيق
شونده، واقع در حالت رقيقدر كند.تري به دماي ديواره ميل ميبيش

اما در  دهد.مجاورت ديواره لوله رخ مي انتقال گرماي بهتري در
١/٠x=  نشان داده شده است، انتقال  ب- ٥همان طور كه در شكل

در تمام مقطع لوله بهتر از حالت  =١nگرما در حالت نيوتني 
𝜃دماي بيشينه به ترتيب برابر  مقادير و شونده استرقيق

௠௔௫
=

𝜃 و ٠/٣٤١٨
௠௔௫

= دقت معادلات تا چه چنان باشد.مي ٠/٢٥٣٦
دست آمده براي هاي تحليلي بهجوابمرتبه بزرگي هفت انتخاب شود، 

 باشدمي يكسان =٢٥/٠n تا =٠١/٠n قانون توانيمقادير شاخص 
ازاي مقادير مختلف به اعداد ناسلت و دماهاي بيشينه. ))٥٦(معادله (
ي جهت استخراج نتايج با دقت بالاتر از توزيع دما(قانون توانيشاخص 

گزارش  ٣ ) در جدولاستفاده شده است سيمرتبه بزرگي  بابعد بي
 از قانون توانيشود كه با افزايش مقدار شاخص مشاهده مي اند. شده
٠١/٠n=  ١تاn= ٦٧٠٩/٥ عداد ناسلت به ترتيب ازا Nu= تا

٦٥٦٨/٣Nu= واضح   ٦با توجه به شكل . )٣(جدول يابدكاهش مي
در نزديكي  انون تواني، گراديان دماكه با كاهش مقدار شاخص ق است

  .(افزايش عدد ناسلت)يابدنيز افزايش مي ديواره

  گيرينتيجه  - ٥
هاي درحال جرياندر تحقيق حاضر انتقال گرماي جابجايي اجباري 

قانون تواني درون يك لوله  گرمايي و نيز كاملا توسعه يافته وسعهت
 صورت تحليلي مورد مطالعه قرار گرفته است. در قسمتدما بههم

و  =٢/٠nشونده  جريان درحال توسعه گرمايي، دو حالت جريان رقيق
اند كه دو جواب بسته مورد مطالعه قرار گرفته =١nجريان نيوتني 

  
نمودار توزيع دماي بي بعد متوسط جريان در حال  - ٤شكل 

بعد براي مقادير مختلف گرمايي برحسب فاصله طولي بي توسعه
  شاخص قانون تواني

  
  x=0.001 )(الف

  
 x=0.1 (ب)

قانون  گرماييبعد جريان در حال توسعه ي بيتوزيع دما  -٥شكل 
  بعد لوله در فواصل طولي مختلفتواني بر حسب شعاع بي

  

بعد جريان كاملا توسعه يافته قانون توزيع دماي بي -٦شكل 

  بعد لولهتواني بر حسب شعاع بي
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دهد كه با افزايش شاخص شده است. نتايج نشان مي ها ارائهبراي آن 
بعد معين، عدد ناسلت و دماي متوسط قانون تواني در فاصله طولي بي

يابند. براي جريان كاملا بعد به ترتيب كاهش و افزايش ميبي
ازاي نه مقدار مختلف شاخص قانون يافته قانون تواني نيز بههتوسع

دست صورت سري بهوس و بهوش فروبنير هاي تحليلي بهتواني، جواب
يافته قانون تواني به بعد جريان كاملا توسعه. توزيع دماي بيآمده اند

ابتدا عدد ناسلت و  . در اين روش،دست آمده استروش آناليز مودال به
. نتايج جريان آينددست ميبهبعد جريان تعيين سپس معادله دماي بي

مويد اين حقيقت است كه با افزايش  يافته قانون توانيكاملا توسعه
شاخص قانون تواني، عدد ناسلت و نيز دماي بيشينه جريان درون لوله 

با دقت بسيار  =١nيابند. نتايج براي مقدار شاخص تواني  كاهش مي
  اند.دست آمدهبالايي به

 قانون توانييوتني و مقادير ويژه و ضرايب ثابت مربوط به معادله دماي بي بعد براي دو حالت ن -١جدول 

m  1 2 3 4 5 6 7  
n=0.2 

𝝀𝒎 2.4494 5.8047  9.2329  12.6727  16.1167  19.5627  23.0098  
𝑨𝒎 ١,٥٣٤٢ 0.9082-  0.6690  -0.5422  0.4620  -0.4061  0.3645  

n=1.0  
𝝀𝒎 2.7044  ١٠,٦٧٣ ٦,٦٧٩٠4 ١٤,٦٧١1 ١٨,٦٦٩9 ٢٦,٦٦٨ ٢٢,٦٦٩١7 

𝑨𝒎 1.4767 -0.8061  ٠,٥٨٨8 -0.4758  ٠,٤٠٥٠ -0.3557  ٠,٣١٩2 

  
 

  درون لوله قانون تواني گرماييمقادير عدد ناسلت محلي و دماي متوسط جريان سيال در حال توسعه   -٢جدول 
n=1 

Nu [9] [9] bθ  Nu bθ  x 
22.279 0.98657 20.2121 0.98602 0.0001 
17.559 0.97888 17.1461 0.97873 0.0002 
13.842 0.96688 13.8142 0.96684 0.0004 
12.050 0.95698 12.0473 0.95695 0.0006 
10.926 0.94826 10.9252 0.94822 0.0008 
10.130 0.94032 10.1299 0.94028 0.001 
4.9161 0.75111 4.9151 0.75107 0.01 
4.1724 0.62803 4.1724 0.62800 0.02 
3.7689 0.45901 3.7690 0.45898 0.04 
3.6820 0.34100 3.6821 0.34097 0.06 
3.6625 0.25424 3.6626 0.25422 0.08 
3.6581 0.18971 3.6582 0.18969 0.1 
3.6568 0.04394 3.6569 0.04393 0.2 

  
 

 )٣٠جريان كاملا توسعه يافته (سري فروبنيوس مرتبه  بيشينهمقادير عدد ناسلت و دماي  -٣جدول  

𝐓𝐦𝐚𝐱 Nu Nu [26] Nu [27] n 
2.2724 
2.2333 
2.1891 
2.1408 
2.0403 
1.9371 
1.9083 
1.8404 
1.8026 

5.6709 
5.5649 
5.4347 
5.2895 
4.9396 
4.4995 
4.3544 
3.9494 
3.6568 

- 
- 
- 
- 
- 

4.5 
- 
- 

3.657 

- 
- 
- 
- 
- 

4.528 
- 
- 

3.659 

0.01 
0.02 
0.04 
0.05 
0.10 
0.20 
0.25 
0.50 
1.00 

 

  علايم اختصاري  - ٦
 

𝑅 ) شعاع لولهm(  
𝑟̃ ) مختصات شعاعيm(  
r بعدمختصات شعاعي بي  
𝑥෤ مختصات طولي  
𝑥 بعدمختصات طولي بي  

𝑃𝑒 عدد پكلت  
𝑃𝑟 عدد پرانتل  
𝑅𝑒 عدد رينولدز  

𝑃 ) 12تابع پاسخ در جهت مولفه شعاعي، معادله(  
X(x) ) 12تابع پاسخ در جهت مولفه طولي ، معادله(  
Nu  ناسلتعدد  
𝑘ଵ ) 2پارامتر ثابت، معادله(  
𝑘ଶ ) 2پارامتر ثابت، معادله(  
k 1( رسانايي گرمايي-K1-Wm(  
h  1جابجايي محلي ( گرمايضريب انتقال-K2-Wm(  
n  قانون توانيشاخص  
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𝑢෤ 1( طولي سرعت-ms(  
𝑢 بعدسرعت بي  
𝑇෨ ) دماK(  
𝑇෨௕ ) دماي متوسطK(  
𝐶ଵ  ثابتضريب  
𝐶ଶ ضريب ثابت  
𝐶௠ توابع ويژه  

  علائم يوناني
𝛼 1( پخشندگي گرمايي-s2m(  
𝜃 بعددماي بي  
𝜃௕ بعددماي متوسط بي  
𝜆 مقدار ويژه  

  هابالانويس
  مشتق ′

  هازيرنويس
x جهت طولي  
𝑤 ديواره لوله  
𝑖𝑛 ورودي به لوله  
b متوسط  
m  طبيعيانديس مربوط به اعداد  
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