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Abstract 
In this paper, flutter of an aircraft wing with a control surface is considered. The wing is modeled as an elastic 
cantilever beam and the control surface is assumed to be a rigid beam with limited length which is connected to 
the aircraft wing by two torsional springs. Hamilton's principle is used to obtain the equations of motion and 
boundary conditions of the wing and the control surface. To precisely consider the spanwise location of the 
control surface in the system governing equations the Heaviside function is used. Also, Theodorsen unsteady 
model is used to simulate the aerodynamic lift and moment. The resulting partial differential equations are 
transformed into a set of ordinary differential equations through the assume mode method. Then eigenvalue 
analysis is employed to determine the system stability boundaries and effects of different design parameters on 
the system aeroelastic behavior are studied. Numerical results show that increasing the length of the control 
surface and its distance from the wing root decreases the flutter speed.  Furthermore, increasing the torsional 
stiffness of springs connecting the wing to the control surface increases the flutter velocity.  
Keywords: Aircraft wing, Control surface, Hamilton’s Principle, Flutter. 

1 -  ���E�  

       -�������	�� 3�:�	�� I^ �< �9����: ;�< �
���
+U��	�� F�IK�

 T
��+ MG� .+� �9:� 1`�N ����< ���5 �� ���� 2� �< �� 3���5

 3�:	���� 	�@� ���,���, 3�1a� � �: � ��	
�� b�?+ ��:����� �c�+

 .+� �
c�+ ���H�� � ���N �6�+ -� 2� 6� ;�< 3�� 	< �: dI  e����

 �< 	4�� 36�	�� 3�:�9����: �� 26� Z:�� �< 6��� ������ 8�� ���� ��

 ;�< �6�+ 3	�)� A�?B�� Z��1 � �4�
� �� � 	� -�+ ���� 6� ���O
+�

+U��	�� C�	]� 2�5 f��	� _^�< �� ��5 �9����: ;�< 3������ 	< -�


��� .+� ��5 6� 8�	
���	?c 3�������� -�
+U��	�� 3�: �������� 

�� �� �N�	L � F�IK� ;�< ��9����: ���� �+�	< ��	�/�� ��	Q 	�=  

�5���� 8�� ����� 6� 	< Z��9: 3�:�	�� 3�:�	�� ����������	�� 

-�
+U� � 3�:�	�� �+	��� ��4�� ��5 � ����
�� _^�<  �/
S��,

���.,�� �6�+ ;�< �9����: ��5. 

���7� �;�< �
���
+U��	�� ����6 �� C�7�7K� 8���� 6� ���  6� 3�

��I,1   ���	�,	��� ;�< 	�=  ^	+ 8��B� 	< ��
��  �� +�

�� ;�	/
�� �< ��  	�=  ^	+ �� .�5�<  F����	O�� CU��B� 6� 3	�,

]�	� 8��B� ;�< �	N18���� .[2 � 1������3  � ���	�,	��� ;�< 	�= 

< F����	O�� CU��B� F�IK� C��D �< �� ���+ � [��
� � ����� +�

]���	� ����7� �:�/0���6� [��
� �< �� ��c2���� .[4 �09c 3������- 

                                                           
1 Goland 
2 Runyan 
3 Watkins 
4 Como 



 

 

  

 

F
�I

K
�

 
	�

=
 

 
;

��
 

�+ 
3

�B
<

 
;

�<
 

�9
��

��:
 � 

>
?+

 
�

�	

�

�
 ...

 

258 

 ��	Q ����a 1�	9
� 3�	�� K� 2� 3�.
�� �� ���	�,	��� 	�� �0H��

]�	� �+�	< �� ����3�� �������� !+�� .[ �� ���	�,	��� 3�:	

m	a  �< �
�<�� �a��c C���	K� K� � ��5 FG
� 2� �< �a��c 3�:

�� n+�� ���� �
 	, ��	Q 2��61 ���+	��� �2 ��	Q �+�	< ���� �

] 	,41a�: .[3  6	� 3�� 	< �� Z��	0�� 3�	�� C�	�]o� Z�����9: �

C�5�B��� p���	  8��H9: � ����� 2�0� -�
+U��	�� 3�������� 

;�<  ;�< 3�� 	< ��c F�IK� �� �.�� .���	� ��+�K� �� ���	�,	��� 3�:

]��
 	/� 	@� �� 31�	9
� m	a5�6dI  � ;�< 3�B< �� ;�� .[  �

;�< �������� !+�� � ��6� C�5�B��� 8��H9:  3�:�	�� �< �9����: 3�:

���+	��� n+�� �2��6 �< �
�<�� �a��c  ��	Q �B��?� ���� Z�����9: �

] 	,7�8 � ���������	�� !+�� �2����9: � ���+	��� �8�� 	< ��=^ .[

�<	W 3�:��< � ��<��� J	B� �� 3�: ;�< �< r�<	� ;	
��  ���� �� 3�

 �	/���9:�� s6�� ���a 	�� -� 2���^ �< �� ;�< �.�� .����� ��	Q �+�	<

����� 3�	/���9:�� ��5	< 3�:�	��  ����� ���	]� � ���	� 36����� 

 	@� �� 2� �� �� ������ �+	��� � 	�� P?7� 2��< 2��7
��� �	�� X�a�^�

] ��
 	,9	�]�� ���6 FW�  � 3��1� .[ ����6 �	/�7^ ;�< 	< 3�������� 

�������� ;�< ����� � FG
� �< 2� �� �+�	< ���	�]10[8��H9: . �.�� 

	�=  -< ;�< ����6 �< �	/�7^ 	+ 	]� K� 2� �< FG
� ����� � ^

���� �� 3� ����6 �+�	< ��	Q ]�����11 �< 2����9: � 3��<� 6�	�  .[

 K� C�D 2���� 2��	a K� ;�< -� -�
+U��	�� 3������ �+�	<

 	�� -� 2���^ �< �� ;�< �.�� .��
c��	� ����� +�	� 3�	�� 	]�

 ����7� T: �< �� �I�IK� � �:�/0���6� [��
� � ��	� ;�� �
�6�t���

� � ���	� ����S9: 	/���� �< �<�c Q� �< [��
� �� ���	� ��:�0

]�����12 2� �< FG
� ����� � �9����: ;�< -� -�
+U��	�� !+��  .[

2� . 	, ��	Q �+�	< ���� 2����9: � 3��1� n+��  �9����: ����� �:

 P<��� C�	]� � ����� ��	Q 2��6 �< �
�<�� +�	� 3�	�� 	�]o� K� ��

	� 3�	�� \I
S� ��:�0� T
��+ -�
+U��	�� !+�� 	< �� +�

]���	�13 	�=  C�GS0� 3��	< ����� ��u 3	�,��	Q FK� C�	]� .[

� ��t���	� n+�� ���	� ;�< 2� . 	, ��	Q �+�	< ���� 2����9:  �:

�BQ�� �� �� 2���� ����� ��.u ���N�� ;�< ���L \I
S� 3�: ��

���� ��	Q �5�< <�] �9����: m	a 1�	�2� .�  ��	Q �� ��
 	, �4�
� �:

�� Z��1 � �� 	�=  ^	+ ������ 8���u 2���  �� ����6 v�GS< ��:�

]��5�< �
5�� ��	Q ;�< m�� �9�� �� �:�����14 2����9: � ��95��� .[

 ��	Q �+�	< ���� �� 2� �< FG
� �a��c m	a � �9����: ;�< 	�=  1��

< �a��c m	a ;�G�� FK� �� �.�� .����� 	@� �� 	,�	�� � 	�  -� �;�< �

 2�1�� � �a��c m	a �6���� � �BQ�� 	�@� ���:	
����� 	]� � ��
 	,

]���	� �+�	< 	�=  p���	  � ^	+ 	< �� ;�G�� 	�  �
S+15.[  

 	�=  ����6 �� 3���6 ����< 3�: Z:�Y� ��5 ���� �� ��?��9:

�� b�?+ ��a��c 3�: m	a ��a� C�	]� � �9����: ;�< 3�	�� � ��	


 MIw� ��� .+� ��5 m�4�� T
��+ 3�������� 6	� 	< ����� Z��	0��

 ;�< 	�=  3�:6	� 	< ��	
�� b�?+ 	�]�� ����6 �� ��5 	0
�� 3�:���

 36����� ��@�� �< ���7� 8�� �� .+� ���< ;�< PL�7� R
S� �9����:

< �9����: ;�< �	� x�Q� �+ -�
+U�  ���	�,	��� 	�� -� C��D �

+� ��5 �
 	, 	@� �� 3�B<. < 1�� ��	
�� >?+ 8��H9: � C��D

                                                           
1 Na 
2 Librescu 
3 Hodges 

 	�  �� n+�� �� +� ��5 �
 	, 	@� �� ���K� ;�L �< MID 	�� -�

 6� p� .+� ��5 FG
� ;�< �< -�
+U� ��?< �A	L �� �� �0H��

 >?+ MG� FK� 	�@� \I
S� 3�:	
����� C�	]� T
��+ 36�����

3�:	�  �
S+ � 2� ;�L ���	
��  �9����: ;�< 	�=  ^	+ 	< ;�G��

+� �
 	, ��	Q �+�	< ����. 

2-  �6�I� J+	  

       F�5 x<�?� ���	�,	��� 	�� -� 	�� C��D �< ;�<1  	@� ��

C�G
S� ��/
+� .+� ��5 �
 	,zyx ,, ���< ;�< �< FG
� ��/
+�

��K� � �5�< �� ;�< �0�� 	< x�?�� ��x .+� ;�< ���
�� �� 2�

 C�G
S� ��/
+�zyx ′′′ ,, F�5 	��y� 6� �B< ;�< �< FG
� ��/
+�

�� .�5�<  

  

 /	1- /	 +��K, D% �*� ; /?L ����%&' (��  

  

F�5 	��y� ���4<�a n+�� 	�� 3�:  -�
+U� 3�:wvu ,,  �<

��� 3�:���	< �< 36��� �M��	� i, j, k   F�5 ��1 ��5 ���� Z��9�  .���

 F�5 	��y� 6� F�Q �� 	�� -�
+U� ��K� 6� �?7� -� 	/�� C���^ �<

 C�G
S� ��)0,0,(x  C�G
S� �< F�5 	��y� 6� �B< +� �
 	, ��	Q

),,( wvux + �� ;�7
��  ;�N P?7� >?+ ZH�� ����6 8��H9: .�<��

 ��K�x ′  �6���� �<ϕ ��  .�5�<  

 F�5 x<�?� �0H�� 	�  �� n+�� ��	
�� >?+2  FG
� ;�< �<

 3��6� �a�� -� 3���� � +� ��5� ��  F�5 8��H9: .�5�<3 

�� 2�0� �� ;�< �< ��	
�� >?+ ;�G�� 3�:	�  6� ��� P?7� .�:�  

 /	2-  (�� �� �6+7�8 9:� (�5,% �&��  

  

 �B< ;�< 	< x�?�� C�G
S� ��/
+� �� ��� 3�:���	< 8�< r�����

< F�5 	��y� 6� F�Q � F�5 	��y� 6� � �5�< �� 	�6 C��D]16[ .  

)1(  �� � 	1 � 12��� � � �� 



       
    

  

�9
N�

��
+ 

� 
�

I�
Ia

	�
� 

��1
.<

 �3
��

1�
 �

��
^

 
F

W
� 

 
��

�6
 

�
7�

7N
   

 
 

259 

)2(  
�� � ���sin��� � �cos��� � 	1 � 12��� 

�sin��� 

)3(  �� � ���cos���	 � �sin��� � 	1 � 12��� 
�cos��� � ��sin	θ�	�� � �cos	θ��� 

  

 

 /	3- ; (�� M:E� 9:�  �6+7�8 9:�  

  

3��6� �a�� �� �.�� �4��� ��w �ϕ  �
 	, 	@� �� ;�< 3�	<

3��K� 3�: F�5 	��y� 6� � ��5u �W	^ �v 2��< 1�u�� I^ �<

.+� ��5 	@� 	D �.��  

3 -  N8+C OP3�*�  

      FD� 6� ��	
�� >?+ � ;�< �	N CU��B� X�	S
+� ��@�� �<

 	�6 C��D �< �� +� ��5 ���O
+� 2�
I���:��5 �� 2��<:  

)4(  � ��� � !� � �"#$% � 0
'(

')
 

 2� �� ��U  ��0�	� 3|	��T  � �0��a 3|	��W  	�w 3�:�	�� ���

2� 2��� ��	Q � ���7� �+ 8�� 2���� +� �< �< .�5�< �� ��
����  �� �:

.���� +� �< �� T
��+ �	N ����B� 2��� �� 2�
I���: FD�  

3 -1-  (�� �Q�+8 )G+�%  

      A�?B�� T
��+ -� �0�	� 3|	�� 3�	< �I� C���^�� �� 	�)�  2���

< �:5�� 	�6 C��D 

)5(   � 12� * �+,,-

.

/
0,, � +,120,12 � +,320,32�$4�$5� $6 

C�	��y� :�5�< �� 	�6 C��D �< }�  �?<��  

)6(  
� � � * �+,,-

.

/
�0,, � +,12�0,12
� +,32�0,32�$4�$5� $6 

N�� s�: 8����Q x<�?� ;� Z�� 2��� Z�	� M�N 	< 1�� �� �:  �:

.5�� 

)7(  

+,, � 70,, 
+68 � 90,12 

+,: � 90,32 

 A�?B�� 	�� 3�: ���4<�a M�N 	< �: Z�	� n<��� 3��)/��a �<

	�)� ]16) �?<�� �� �[6) n<��� 6� ���O
+� � (7 8��H9: � (�?c  36�+

T
��+  3|	�� ��.� ��< ;�< �0�	� �< 	�6 C��D �:��� �� +�  

)8   (  � � � �7;12�<�� � 9=������$6
.

/
 

3 -2- �6+7�8 9:� )�'+�. /�I��7� )G+�%  

      �0H�� 	�  �� �< ��	
�� >?+ 2� 3�.
�� � ��
<� �� ;�< ���< �<

 �< ��	
�� >?+ 3�:	�  F����
� 3|	�� .+� ��5 FG
� 	�6 C��D

.�5�< ��  

 )9(   > � 12?>�@�,A,B)� � 12?>�@�,A,B(�  

�?<�� 8�� �� ��1Fx  �2Fx  >?+ 3�.
�� � ��
<� �BQ�� M��	� �<

  .�5�< �� ��	
��  

3 -3- (�� �Q?�� )G+�%  

      	��y� 6� p� ;�< 3�� ���S�� �?7� -� �BQ�� ���	< �< F�5

�� \�	B� 	�6 C��D ��5]10[.  

)10(  RD � 6Ei � 4Ej � 5Ek 

��  

)11(  

6E � 6 ���8�sin�� � F�cos��� 

4E � 8�cos�� � F�sin�� 
5E �  � 8�sin�� � F�cos�� 

 ��8  �F �G
S�  C�G
S� ��/
+� �� ���S�� �?7� 3�:4�5�  

 .��
�:x
0� �< �� ���	< 8�� 6� 3	�,  2��� �?7� -� ^	+ ���	<

< �� ;�< 6� ���S�� �:5�� 	�6 C��D  

  

)12(       

	G � ��H ��8sin� � Fcos��
� ��H �8cos� � Fsin��#� 

					��H ��8sin� � Fcos�#�
� �H �� � 8cos�
� Fsin�#� 

|	�� �?<��:+� 	�6 C��D �< 1�� ;�< �0��a 3 

)13(  !I � 1 2J � * K
-

.

/
G ∙ G	$8$F $6 

) �?<�� 3��),�a �<12) �?<�� �� (13 � (C�	��y�  8��H9: � 3	�,

�� +� �< 	�6 �?<�� �36�+ �?c :���  



 

 

  

 

F
�I

K
�

 
	�

=
 

 
;

��
 

�+ 
3

�B
<

 
;

�<
 

�9
��

��:
 � 

>
?+

 
�

�	

�

�
 ...

 

260 

)14(  

�!I � � * KI-

.

/
G ∙ MG	$8$F $6 

							� �� KI
.

/
��;12�N � � OP-N �� � OP-�N � 

												�;32�N � � ;12N ��� � ON �	�$6 

3 -4 -  )G+�%�6+7�8 9:� �Q?��  

      	��y� 6� p� ��	
�� >?+ 3�� ���S�� �?7� -� �BQ�� ���	<

�� F�5 �� :��9� \�	B� 	�6 C��D �< 2���   

)15(  R> � RE � R� � RQ � R< 

�?<�� 8�� �� ��RE �?7� �BQ�� ���	<  ;�< -�
+U� ��K� 3�� 	< 3�

 .�5�< �� ��	
�� >?+ MG� ����K� �� �  

 3�:���	< 8��H9:R�  �RQ  �R<  F�5 ��4 ��5 RS0�  .���

R<  ��/
+� �< ��� ��	
�� >?+ 6� ���S�� �?7� -� �BQ�� ���	<

 �IK� C�G
S�8>F>   ��	
�� >?+ m	a 1�	� 3�� 	< ��5 MG�

��  .�5�<  

  
 /	4- �6+7�8 9:� D% �%&R63 �:E� �< N�*L&� �%3+�  

  

)16(  RE � 6i � k 

)17(  R� � 4>j′ � 5>k′ 

)18(  RQ � S>2 �cos�@� j′ � sin�@� k′� 

)19(  
R< � �FT cos�@� � 8T sin�@��j� 
											��8T cos�@� � FT sin�@��k′ 

  

 n<��� 8�� �� ��4> �  5>   ��K� 6� ��	
�� >?+ 3U�� ��K� �ID� 

 3�:��K� ���
�� �� ;�< -�
+U�y′ �z′ �5�< �� �FT   �8T 

�?7� C�G
S�  .��
�: ��	
�� >?+ P?7� >?+ 3�� 	< ���S�� 3�

 8��H9:S>   �� +� ��5 J	  � �5�< �� ��	
�� >?+ J	^

.���� ��	Q 2� J	^ n+� �� ��	
�� >?+ m	a 1�	�    

 �< ��� �BQ�� ���	< 6� 3	�, x
0� �< �I�Q ���� ��	�� �< 2��6

�� ^	+ ���	< 2���GU  �?7� < �� ��	
�� >?+ 6� ���S�� 3� � +�

2� �0��a 3|	�� C�	��y� � ���� < �� �:5�� 	�6 C��D  

 

)20(  

�!> � � �* K>-B

.

/
GU ∙ MGU	$8T$FT� 

														V�6 � 6>E�V�6>� � 6�$6 

 �?<�� 8�� �� ��K>  �O>  P?7� >?+ N��� � ���/u M��	� �<

 P<�� � ��5�< �� ��	
�� >?+V  P<��� M��	� .�5�< �� ������: P<��

< ������: � ;�< 3�� 	< ��	
�� >?+ �BQ�� 2��< ��@�9< }�  C��D

.+� ��5 ���O
+�  

3 -5- );+�� )D��� ��8 ����S )�' 

      ��� PQ�� �� ;�< 3�� 	< ��5 m�4�� 36�4� ��� n+�� ��5 m�4��

�� �� �:�	�� 8�� 36�4� ��� .�5�< �� -�������	�� 3�:�	�� �< 2�� �

:5�� 	�6 C��D   

)21(  		�" � � �W
.

/
� �X�� �XY�@� $6 

 �?<�� 8�� ��XY , X, W M��	� �<  ���������	�� 3�	< 3�	��

 �;�<���������	�� ���
0, ;�<  � ��	
�� >?+ ���������	�� ���
0,

�� .��5�<  ;��+ 36����� 3�	< 8+����V� 3������ ;�� 6� ���7� 8�� ��

]+� ��5 ���O
+�17.[  

)22(  
]

2

11
)

2

1
(

)[(2)

(

1110

1

4
2

β
π

β
π

ϕ

ϕπρβ
βϕπϕππρ

ɺɺ

ɺɺɺ

ɺɺɺɺɺɺ

TbUTab

UhkbCUbT

TUbaUhbL

++−

++−

−−−+−=

∞

∞∞∞

∞∞∞

 

)23(  

]
2

1

1
)

2

1
(

)[()
2

1
(2]

))(()
2

1

)(()(

)
8

1
()

2

1
([

11

10

2

2
1711

481
2

104

222

β
π

β
π

ϕϕ

πρπϕ

ββ

β

ϕπϕπρ

ɺ

ɺ

ɺɺɺɺ

ɺɺɺ

ɺɺɺ

Tb

UTabU

hkCabUhb

bTacTbUT

TacTTUTT

abbUabM

++−+

+++

−−+−+

−−−+−+

++−−=

∞∞

∞∞

∞

∞

∞∞

 

)24(  

]
2

1

1
)

2

1
()[(

]
1

)

2

1
)(

1
2

)}
2

1
(2[{

11

1012
2

1
2

3411

1045
22

13

419
2

β
π

β

π
ϕϕ

ρβ
π

β

π
β

π
ϕ

ϕρβ

ɺ

ɺɺ

ɺɺɺɺɺ

ɺɺ

ɺ

TbU

TabUhkCTb

UhbTbTbUTT

TTTUbT

bUaTTTbM

+

+−++

−−−

−−++

−+−−−=

∞

∞

∞∞∞

∞

∞∞

 

4 -  N8+C OP3�*� /C 
      �0��a 3|	�� n<��� 3��)/��a �< �0��a 3|	�� �;�< �0�	� �

 3�:�	�� 36�4� ��� � ;�G�� 3�:	�  F����
� 3|	�� ���	
�� >?+

�� 2�
I���:  FD� �� ���������	��  �� T
��+ �	N CU��B� 2���

 ����B� �+ 	< F9
0� ������ F����	O�� �G
S� 3�6� �< 3� �:3  T�9B�



       
    

  

�9
N�

��
+ 

� 
�

I�
Ia

	�
� 

��1
.<

 �3
��

1�
 �

��
^

 
F

W
� 

 
��

�6
 

�
7�

7N
   

 
 

261 

 �
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 �Y�� 	���7� �< �a�� �< 2��� �� �� T
��+ 3�������� 3�:6	�

 p�	���A  �I� ��N �� .��9� RS0�< �Y�� 	���7� � ���� +� �

< ��� 	�6 C��D .��5�<  

)31(  op � qp ± s@p 
 

�H���uqp < 0	   	@� 6� T
��+ � ���< �	/9: C���+�� �5�<

�� ������ �������� 3�6� �< .�5�<qp > 0	   ��< ��:��c �	,�� C���+��

��N 3�	< .�5�< �� �������� �������� ��K� 6� T
��+ �qp � 0	 

�� Z�� F�Q ��N �� 8�< 6	�  8�� 	,� .�5�< �� 3�������� 6	� �� ���
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