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Abstract � 

In this paper, the free vibration of a two dimensional functionally graded (2D-FG) cylindrical shell is studied. 
The mechanical properties of the material alter continuously through its both length and thickness of cylindrical 
shell based on the power law distribution of volume fraction. The governing equations of motion are achieved by 
using Hamilton’s principal based on the first order shear deformation theory. Since there is no closed form 
solution, the generalized differential quadrature (GDQ) method is applied for solving equations with assuming 
simply supported for both end of cylindrical shell. To verify the results, they are compared with the finite 
element analysis and the results of other literatures. It is shown there is a good agreement between the results. 
Finally, the effects of shell geometry parameters and the volume fraction exponent on the natural frequencies and 
the mode shapes of 2D-FG cylindrical shell are investigated. The results show that the natural frequencies of the 
2D-FG cylindrical shells are higher than the conventional FG cylindrical shells at the same geometric conditions. 
In fact, the natural frequency of 2D-FG cylindrical shell can be controlled using more parameters and proper 
selection of basic material. 
   

Keywords: Free vibration, Two dimensional functionally graded cylindrical shell, Generalized differential 
quadrature (GDQ), First order shear deformation theory. 



  

 

Z[�

���
�
&

���

&

���
��$

��+
�8

�3
���

�<
�)

-�
B

B
B

� �
��

��" ����K���
���	
�A� �2�	9�����9��;����9�
&�����2�$��
3�4������)I;

�$�&�����01� �2�������������I
6�&����� ���$�����9�+�,�,-�

�
&��� ����$� �2V������ H���� 7��� ��� B
&�� ����	A� 
�W� �2

�
&��� BBB�� ����	'� ��"��I�� ��8�3����  �2����
&��Y�;� $��  �

� ����� :�����39�����$�'� H�,,-�� $��  ����9� �;��� H����� ��


&���
1	A���	@�/�������&��.�B��

������39��� :����	�\�  �2��
6�&� V��� �9� �
�$�]���� ����� �

��� 7#I2���8�9�H�� S���� N��� ������ V)1� �
&���� ^��	�� $�� �2

��
6�&�/���	&���B���8��V)1�Y�;�$��_`&�/��%a�������`9

���b��6�/���	&�Y�;�$��	#���_`&���b��6��7���7�9����8�9

_`&������
&����^��	�������7���c��6�B
&����������	2�$�� �

����2�� <��"��  �2$�1� �I!'� 	��� ��&�� 	9� �� �
&���� ��`9

��� ���+�	��=��7���B��
�2� 	��=��<9�@��J9��� /��F�D
��� �9�H���

�7�3������B�������;�9�d�`6	�\�������`6�����I��J9��e��:���

�39����>�&���� ����f�H���I"����O&��� ��9�7����Zghi���
6�&

j�L'�H���*��9���
9����������7���B���8�$�&� �	9�����	'� �2 -

�>�'� ��� �� ���8� �'�	C� �8�!I2�  �2��
���� �� �01��2�  �2

�H���*� �9�V��� 	E�' �2�	9����V;�� ��� ���I*����  ��
6�&�  �

O�-��
1����3&���M�9� �����9� �2�k����ZBl��

��>�&� ��	�6��  �2���+�8�3���� ����$� ���  ���$� +�,�,-�

�
&������
&�� �2�B
&����8�(�!��� ����7���9�k�V#�2��m�����l

Y���	1��,�,-�����
&���
&����3��C� �2�����������n$��� �

�� �A�)1� +M��3�� <'� $�� ���L
&�� �9��)��� ���	,�� <'��V
��

k� ����I�9�B����I����&�-�o�$���l ��?��M�9����	� �<�8�	��=��

�8	9�<�)-�� �� ��V!��  �	9���$�� R�3����
&��� �2�����
&�� ��

� ���L
&��	�B�������� p�����I2� �ki� �l� $�/�������V!��������

�<'� �	9���)?�R�3�����
&�� �2�����
&�
6������ �����)������

�9� $	�� O��	8����D������L
&�����	�� B7��qI2� �.���+�	W��

���	����$�&� �+�	��=��
��DE��� $	�� O��	8����r&���

+�8�3�����
&�������
&� ���)��B��������	@��&�	9��������������

������� ���
D9���5��� �&����ks��l��$��R�3����	�\�`6��
&�� -

 �2�����
&������� p���  ��	
�9� 	9� J@���	)����t��� n��	
&���

������ ��	@��3��`�� ����B�<�8�	��=��<���� �9�u�V9� �2��.�� �$�

�
&���  ��?��$���&� �`6	�\t	
������T��� �9�:�	D
&��O9����

p�	�t���!9�;�����I�� ���L
&��B7��qI2�+�	W��H��VI2�O��	8�

�p��p�����	
�9�/�
&M�����Y���	1� ���	9��3��C��
&����9�

 $	��O��	8�v)
D����&�	9B���	���

������R�3�����
&������
&��  �2� :����  ��$�� ���L
&�� �9� �39��

p�	�� O9���t���!9�;����  ��� O&��� ��M� �
&���  ��?�

kp�����I2[B�8� �&�	9� l w�8���w���kx� lR�3�����`6	�\�

�
&��� �2�����
&���39���:���� ��
-�� �2��9�������	'� ��-��

� �9� ��R���$�� ���L
&�����,�����A��X���	@��3��`�� ����������B�

�.�������&���!�
��7����9�	W������`6�	�\��9�<�������9�p��V1�

����	'������9 ��-�� ��"1���9��;����9p2��� ��
6�&��
D&�

�
&���� �39��� :���
&�� ��."�� ���;�� �� ��$�� R�3����  �	9� B

�
&�����A������9��	#���I2����39���:���� �2� �2����& >�khl��

����/��Y���	1�
1	A��!�
�����B�	���y����U�@��<'��3��C� �2

9� �7#I2�R���$�� ���L
&�� �9� ����� 
&���������  ���Z��S��
�� �9

B
&��H���������!��O�9�7#I2�R���$��<4�'������$��L!��

k� �����$�����*g�
&��� ��$�� R�3���� �l����
&��  �2�:����  �

��9���8�
��,���39���B��������	@��3��`���������� �,)'�H���
"�

�
.;��8	9�<�8�	��=�� M�9����	�� ��?��$��H�",�,-���� ��.��

9��B����I�����L
&���
&���	9�K��'�
�	'�+M��3��H�����
&���

�+�,�,-�� ��k[tgl�+��4�G6��� �I!'� 	��� ��8�P	1� �

����
&���
&�����������	��=��
.;�/�����O,1��39���:���� �

��B���9�� ������ �9��;���$�&��������� ���9���&��.�� �
1	"��� �2

�
.;� �&� ��� ��� ��� 
&�� 7�I�� �8�3���� ������ �� p��� J�$��

���B�����	��=��������H�����39���:�������A��9������I���'�	C� �


.;��&�����������.�����������+��4�G6������H���@���&��	9

�=��	T�������Q��2�� �	9����������Q�`3���z*�9�	���7����������	

�$�&� �'�	C� ��� 
@� �2��39��� :����R��� B�8� �2��6� �2

��9�B��2�� ���� �����7��X�7���
6�&�������������8���� ����7���

�
1	"�������V1�������
6�&�H����� �39��&� �2	
��	��:���

���X��39���
.;���$������	
&��
���kZ{Bl���


���2� �� |�	*� ���-�&k� �ZZl�����$��R�3���� �� �
���� r&��

�
&������
&��  �2�� �39��� :����$�9�  ��
.;���� $	��O��	8� �9

/���	&� �I!'� 	��� U�,-�� 7��� ��� B���	�� �y���� ��� v)
D���

�������H���@�O&���
.;���H��B
&����8�H��9��H�",�,-������2

�  �39� �&� �
���
&M��  ��?�� $��  �	9�
�	'� +M��3�� H��9

���L
&���+�39	�� R��� $�� ���L
&�� �9� ��� +M��3�� 7��� �� ����I�

B����I��<'� �
1���K�I3�� �)E�L����� �
���2� ��9�"�� �,�,-�� ��

p�����I2kZm�l��A5�����3��`����T����9��)�)-���I���<'���� -

�
&��� �8�3����  �2����
&��  �2� �39��� :���� $�9�  ��
.;���

/���	&t�&��
���
&M�� ��?����&��	9��V)1���B����I���y���� �39

�@%6���� 	#�*�kZol����&��
���
&M�� ��?��$�����L
&���9�V��

����
&��/���3��C�Y���	1���
1�� �39�:�������6���K�DE� 

��39���
.;����<'� ��T��� �9��2�H��B��������	@��&�	9��������

�R���$��+M��3��V;���L!�����I�2�	9��B����I�����L
&�����-�

����$kZil������
&���
&�����$��R�3�����39���:���� ��
.;������

$�����L
&���9�� ����>������$�������	���&�	9��M��
&��� ��?�

�� �������
��m�� ����� c��6� v�4���  �	9� �39��� :����
.;���

���������������������������������������� �������������������
� �Mori–Tanaka �
� �Voigt�



  

  

Zx�

���
���

8	
1

���
��	

�
F

�G
@

�K
�	�

��$�
 �V

�	&
� H��B����I�����L
&�����/�
&M��	
�9�+�	W����9�"���,�,-������2

�� �
&��� ��$�� +�8�3����  ��� 	9����
&� �39��� :����  ��
.;���

��������	@��3��`������kZsBl�

��H������^)\��R�3����<�)-������$������8�(�!���+�,�,-�

��$���
&���39��� :����  �2�� ��?�� �9� ���-�� ��
.;��

�����,��7������B�8�9�����M��
&��� ��?���� �39��&��
 ���
&M�

����
&���
&�����$��+�8�3������n$��� �}�
����K�DE���39���:���

�
.;�����&�� 	9��8	9� <�8� 	��=�� >��� ���	��  ��?�������

�����	@��&�	9�����
&���
&�����������c��6�B�	�A���&��	9� �

��I!'�	���J�$���������H���@��
&����+��4��9�� �
&��������

���	��=���
&���
��DE���>�C�B�����
�	'�<����	L���+M��3�

$�� ���L
&�� �9�9�H�
)�I2�<4�� ���� 
&����9�+M��3��7���B����

�)E�L��+�39	��R���/I���9��� ��*�+��4��
1���K�I3���<'

�����9�>�C�
�����������&��2� �2	
������	W��
��.�����B� ��8


9�W���N�38��9�
��DE�
������
&���N�38��	9�������H���@� �2

�����	@��9��$���������3��C�Y���	1� ���B�	�A�

��

#" ���%&'�%� �'�&�� ��
����� +�
!&CL�5���� /%

��,��-�'
�0(��
����
&���
&���	W�����������c��6:���� ����39���
.;���

� ����� �����c��6� �`6�^��	��+��4� �9�
&��������
1	A� 	T�

U�,-�� 7��� ���B
&�� ��8�����8�F�D
���V)1� ��� �� /���	&� ��

���v�	3��	�$��`9���+��4��9�c��6���
&������8��

MZN��1 1 2 2 1 1 2 2P=P P P P+ + +m m m m c c c cV V V V��
����������	
������M�9��`9��P������
���
&M��>����Q	3�������

� �����#X��
&�������
&��� �39��� :����  ����
.;��

B �8�9��� ��� � �� �� � �� ��� �� �� ���	��� J�$��� J9���� ^��	�� �9

/���	&��������I!'Z/���	&��mV)1��Z���V)1m���9�����8�9���

�	�$�+��4v�	3�����k����8Zo�l�

�
�
�
�
MmN��

( )

( )

( )

( )

1

2

1

2

, 1 0.5 1

, 1 0.5

, 0.5 1

, 0.5

z x

z x

z x

z x

n n

c

n n

c

n n

m

n n

m

z x
V z x

h L

z x
V z x

h L

z x
V z x

h L

z x
V z x

h L

� �� �� � � �= - + -� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �

� �� � � �= - +� �� � � �� �� � � �� �

� �� � � �= + -� �� � � �� �� � � �� �

� � � �= +� � � �
� � � �

��

���� ��H�z �� �x�^��	�� �9������ ���D��� �`,�� /��+�G
D�

��� H�"�� ��� ���C�  �
&��� �� �*�38�  �
&���2���B�� ��� �� 	�


.;� ��� ������ H���@�  �I��  �2��� �z������ ��8�9�����������

� c�G
6�� ��6� �9� ��� 
��.��9� ��� 	L4� 7�9�  	���,�B��2��

�7��qI2L���h��Q	3�����>�C
��DE��
&�����
�2B�<�8�Z�

��-�����
&�� �
&��� ��� ����� ����� +�	��=��  ��39��� :����  �

�
.;������ H�"�� ���B�2��� �2	��� +�	��=�� >�a�� H���*� �9

�V)1� �	9��I!'m��/���	&��Z�<�8���� �2m���o�������p��I�

8�7������
&��	�~��9�($M�B
&����<�8��
&���>�C��2Z����	
�

�H��
��DEm•{�B
&����8��
1	A�	T�����	
���

��

.����"���
&��������J�$������
&��� ���39���:����
.;����

�

��
.��#"��V)1��I!'�	���J�$��m��

��
�.���"�/���	&��I!'�	���J�$��Z�em€nx��i€nzd��

��

��" 6@�O�P@9O�+Q(�,���
����
&���
&���/��N�38��9� �R�
��DE��h��>�C��9��L�

<�8�U9�`��i�����
1	A�	T������B��8�>������	�� ��?����&��	9

�H�������8	9�<�8�	��=����!9�;������
&���������D����`,��	2

�L�����9�
�����
&������������_`&����!9�;� �2 �x��� ���z�



  

 

Zh�

���
�
&

���

&

���
��$

��+
�8

�3
���

�<
�)

-�
B

B
B

� �
��

�
 � � 
 � � 
 � � � �� �2��-���9�
����p6	X��x�����
 � � 
 � � ��

�H��9�	�$�+��4��9�������8��

��

eod��
0

0

0

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

= +

= +

=
q

q q f q

q q f q

q q

xu x z t u x t z x t

v x z t v x t z x t

w x z t w x t
��

�
�O9���p�	��2�����
&���
&��� �	9� ����99�	�$�+��4���
&�

�������kZ[l���

�

eid��

0 0 0 0

0 0 0 0

,

, ,
x x x

x x x xz xz z z

zk zk

zk
q q q

q q q q q

e e e e

g g g g g g

= + = +

= + = =��

��

��H���� ��� �
�� �� �

��� �� ��
��p�	�� ������� �-L4�  �2� ��

��

�� ��
��p�	��� �E	*� �8	9�  �2�� �

�� �� �
����� ��

���9��^��	�

 ��-����-L4�-L4�pq����������� ��������� ����8�9$�����

�����&�-���	�$�O9�������8��

0 00, ,

0, 0 ,0 0

0 0

0, ,
0, ,

0 0,

0,0

,

x x x
x x

x x
x

x x

x x
xz

z

u
k

v w
k

R R
ku

v
R R

w

w

R

q q q
q q

q q
q q

q

q
q q

f
e

f
e

g f
f

f
g

g f

� � � �
	 	 	 	

� � � �	 	 	 	
	 	 	 	+	 	 	 	= =
 � 
 � 
 � 
 �
	 	 	 	 	 	 	 	
� 
 � 
	 	 	 	

+ +	 	 	 	
� 
 � 


+� �� �	 	 	 	=
 � 
 �
+	 	 	 	� 
 � 


�
�esd �

��

��
.���"��2���+�G
D��K
��&����
&���
&����&���39���:���� �

���
.;��

�
�8	9�<�8� 	��=��>��� ���	��  ��?��+��E	1�U9�`����� �

���

� 	
������
1	A�	T�����	L4�	9�	9�p���O9����^��	��7��9�B���8�t�

�9�	�$�+��4��9�p�	������
&���������

e[d��

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )

2 2

, ,
,

1 1
,

2 1

, ,
,

2 1 2 1

x x x

x x

xz xz z z

E x z E x z

E x z

E x z E x z

= + = +
- -

=
+

= =
+ +

q q q

q q

q q

s e ne s e ne
n n

t g
n

t g t g
n n

��

�
�!
��p���  �2�� �
&������
&���  �����	��  ��?�� ��&�� 	9

���v�	3�	�$�+��4��9��8	9�<�8�	��=��>������8kZxl��

�

exd��

��

2 2

2 2

2

2

,
x x x xh h

h h

x x x x

h
x xz

hs
z

M N

M zdz N dz

M N

Q
k dz

Q

- -

-

� � � � � � � �
	 	 	 	 	 	 	 	= =
 � 
 � 
 � 
 �
	 	 	 	 	 	 	 	
� 
 � 
 � 
 � 


� � � �
=
 � 
 �

� 
 � 


� �

�

q q q q

q q q q

q q

s s

s s

s s

t

t

��

��


�I�� |�1� �`9��� ���  �2
 � � 
 � � 
 � �� ���!
��� �2

� �H�I�
 � � 
 � � 
 � �� ���!
���-L4� H���� p���  �2 ����


 � � 
 � � ���!
��� B��8�9� ��� �8	9�  �27��qI2�Ks��^�	E

k�U9�`��H�� ���,�� �� 
&�� �8	9� •%4�Z[l�	9�	9�[•s �	T�� ��

��� �
1	A�� B��8�9� ��‚#��;�e� O9���ie� ��� d[e� O9���� ��� dx�d�

H�I�����2�	����������$�9�	�$�<�8��9��!
��� �2����8��

MhN��

0 0
11 12 11 12

0 0
12 11 12 11

0 0
11 12 11 12

0 0
12 11 12 11

0
22 22

0
22 22

0
22

0
22

s

s

x x x

x x

x x x

x x

x x x

x x x

x xz

z

N A A B k B k

N A A B k B k

M B B D k D k

M B B D k D k

N A B k

M B D k

Q k A

Q k A

q q

q q q

q q

q q q

q q q

q q q

q q

e e

e e

e e

e e

g

g

g

g

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

= +

= +

=

=

��H�� ��� ����^��	E��
D&�A ij��Bij�� �Dij��H��9� 	�$� �`9��� �9

��������8��

�MgN��( ) ( )/ 2 2

/2
, , 1, ,

-
= �

h

ij ij ij ijh
A B D Q z z dz

  
���7����`9�����Qij�v�	3��	�$�+��4��9������8��

 
MZ{N

��11 12 222 2

( , ) ( , ) ( , )
, ,

1 1 2(1 )
E x z E x z E x z

Q Q Q
n

n n n
= = =

- - +
��

����v�	3��	�$�+��4��9��
&���<��<����
�� f	�������8�

MZZN��
[

]

2
2

0 0
2

1
2

h
L

hs x x x x

xz xz z z

U

Rdzd dx

-
= + +

+ +

� � �
p

q q q q

q q

s e s e t g

t g t g q
  

#��;� �9‚e� O9����  ��ie� ���� d[e� �`9��� ��� dZZd��� f	��

��� ��&�-��<����
������
&���
&��� �"��;�  f	���B��8�	9�	9� �


&���9���



  

  

Zg�

���
���

8	
1

���
��	

�
F

�G
@

�K
�	�

��$�
 �V

�	&
�

MZmN��( )
2 2 2 22

, , ,0 0
2

1
,

2 -
� �= + +� �� � �

p
r q

h
L

h t t tK x z u v w Rdzd dx
  

�����Y����t���>��"���1�B
&��H��$��9�
����U
"�����2��H�"�

�4��9�5��	AM�J9���$�����L
&���9� f	�����v�	3�	�$�+����8���

MZoN��K UP = -  

��
�	'� <����	L��� +M��3���>��� ���	��  ��?�� ��&�� 	9

�8	9� <�8	��=���H�
)�I2� <4��  	�A���9� �9�� $����I���H�	�

9�	�$�>��"���1��
&������������

eZid��( )
0 0

0P = - =� �d d
t t

t t
dt K U dt��

�e�O9����  ��‚#��;� �9ZZe� �� dZme� �`9��� ��� dZid��JI;� �

��^��	E�  ������ ��� ��� ��� ��� �� ���� ����� � ��
�	'�+M��3��

���<4�'�	�$�+��4��9�����8��

��

��

��

eZsd��

  

, , 0 0, 1 ,

, , 0 0, 1 ,

, , 0 0,

, , 1 0, 2 ,

, , 1 0, 2 ,

1

1 1

1 1

1

1

+ = +

+ + = +

+ - =

+ - = +

+ - = +

q q

q q q q q

q q q

q q

q q q q q

f

f

f

f

x x x tt x tt

x x tt tt

x x tt

x x x x tt x tt

x x tt tt

N N I u I
R

N N Q I v I
R R

Q Q N I w
R R

M M Q I u I
R

M M Q I v I
R  

���

e�O9������Zs��dI0��I1���� I2�&	����H�I� �2���
1���K�I3�

�����&�-��	�$��`9���$�������
�2�����8����������

�MZ[N���( ) ( )/2 2
0 1 2 /2
, , ( , ) 1, ,

-
= � r

h

h
I I I x z z z dz��

������7��� �����&�	9���
&���  �.
��� ���  �	9�  $	�� O��	8

����
&���7��	9��9�B
&����8��
1	A�	T��������&���A������N���$�� �

���v�	3��	�$�+��4��9� $	��O��	8�����8��

eZxd��0, 0,X Xw v N M x Lqj= = = = = =��

��

��"����+Q(�,��.O������
R����  �2� ��*��+M��3�� <'�  �	9�  ���$� �	9���

����� <����	L��� ���������$��B������ �&��.�� v)
D��  �2

R���R���������/�&%�� �2������-��<E�L�� �2��V;������-�

�7��� ���B
&�� �
1��� �3&��� �.��� �	9���� �� ��8� �
6��8� �9�6� �9

R����ƒ�,��$�� ���9�+��&�-�� ��� �1��� 
@�� �9�H��&��  �	9� ��2

�B��I�����L
&�� ���$7���$�����R���7
1�����������p2�5��� �2

�7���$�� ����B
&�� ���9� •	`�� ����I2� 	
I��+��&�-�� �9�  � �*

R����O&��� ��9�7�����R���7���B
&�� �)E�L��+�39	��R��� ��2

�� 7I)9�p�����I2kZhl� �� >�&� ��Zgxm��R��� /�� H���*� �9

�����<����	L���+M��3��<'� �	9� ��*��8��
1	A������9� �B���

9�O&��� �2�39�+����;� /������+M��3��<'� �	9�/����� ��+	

���L
&��R	
�A�+��yV;�B�8�����+����;�/���������R���7��

������H�������,��k/�������+	9Zg��)E�L��+�39	��R���B
1���l

����`6�
3��C��9����������,���� $	�����,���9�+M��3�� <'���

��� ���� �9� �`6	�\�}�
���� ���3�� �9� R��� 7��� ��� B�����$�� �I�

}�
���� 
@�� �9� �!��
�� �ƒ�,��� 
&�� �9�M�9���B�����+�39	��R��

�
1���K�I3�� �)E�L�Z�eGDQd��R��� �
1��� ���.9�<�8�J@��� ��

����)E�L��+�39	���_�	"��H��+��yV;� �39�pD9��������8�9

����B��8�

�
��"�"�R0���'>�A�6
�,-���8� -�+�,�9��M���N��

�R��� ��GDQ��U
"�� �n�J9���(�f(x)��H��9�	�$�+��4� �9

���k���8m{��l��

�eZh��������������d��( )

1

( )
( ), 1,2,...,

=

¶
= =

¶ �
n n

ni
ik kn

k

f x
C f x i N

x
��

|�1� �`9��� ��� ��� ��  !

"��	E����$�� ^m�� �N��ƒ�,�� ���3�

�  �
&��� ��� ���8x�
&����&�-�� �R���7��� ��� �&�&�� �
���B

	E��R������B
&�����8�ƒ�,��J�$����#��#X�����$��^�GDQ�

>������	��U
"����$��^��	E������&� ��9�>��	1�/��+��4��9

�U
"�� ��$�� ^��	E� �� 5��	AM� F������� J9���� /I�� �9�  	�;

���	�� �� (��� ���	��� +���*� /�� �9� 	�M�9�  �2�
"A$�9����&�-�

���B���8�� ��$��^��	E	�$� �`9���$��>��� ���	��U
"��9� ��
&�

���k����m{�l��

�eZg���d��
(1)

(1)
(1)

( )
, 1,2,..., ,

( ) ( )
= = ¹

-
i

ij
i j j

M x
C i j N i j

x x M x
��

������������H�:  

�em{d��(1)

1,

( ) ( )
= ¹

= -Õ
N

i i j
j i j

M x x x��

��&�-��	�$�O9����$��	�M�9�^��	��+�,
"����$��^��	E�

������8�

�

���

��

��� ���	#I2� 
*	&� ��� �I.�� p,�� ����8� ƒ�,�� J�$��

�R���  ������GDQ���ƒ�,�� 
6�����	�\�J�$��� �9�M�I3��B����

��� 
&�� �9�  	
.9� S��
��w�X� �� H���� B����eZghg�	W�� �d

p����� ����I�� �&�	9� ���	#I2� 
*	&� ��� ��� 
6�����	�\�  �2

9� ���8� ƒ�,�� ��� ��
1	A� �!�
�� ��)I;� ��X�$�� ����� 
&��� �

v"��X�>���N�����8�p���$���������I2�����F�)`���J�$���7�	�

���������������������������������������� �������������������
1 Generalized Differential Quadrature  
2 Weighting Coefficient 

emZd��

( 1)
( ) ( 1) (1)

( ) ( )

1,

( )

, 1,2,..., ,

, , 1,2,..., , 2,3,...

n
ijn n

ij ii ij
i j

N
n n

ii ij
j i j

C
C n C C

x x

i j N i j

C C i j N n

-
-

= ¹

� �
= -� �� �-� �
= ¹

= - = =�

  



  

 

m{�

���
�
&

���

&

���
��$

��+
�8

�3
���

�<
�)

-�
B

B
B

� �
��

����9k�8mZ���q������8�Bl$�eZggm������������.�"�������C�,��d

��)I;���X��9�
���"��X���5��	AM� �9� 	
.9�S��
��v��
&��

���k���mme� /����� �� +	9� BlZgg[����.9� J�$��� ������ H�"�� d

���� ���	�� ��.�"��� �� ����� �#
�9� ������ N��� �9� ���8� ƒ� ,�

�$�&� /������ <y����� R��� $��  �v"��X�t��At� ��9��Z�� �	9

�V���U�,-��7���������&��7���	9��B��8����L
&�����8�ƒ�,��J�$��

� ƒ�,�� 7��� $���� ���L
&�����&�-�� 	�$� +��4� �9� ��� ��8

������8kZgl�
��
��

��Mmm����������������������N1 1
(1 cos( )), 1,2,...,

2 1
-

= - =
-

pi

i
x i N

N� �
�
��"#"�� R0�� ;��S%GDQ���'�&�� P@9O� +Q(�,�� 9�

��%&'�%���,��-�5����/%�'
�0(���

�
�	'�+M��3����
1���K�I3���)E�L��+�39	��R���>�I*��� 9

eZs���  $�&� �
��A� d�� B���8��
9�� ��T��� 7��9��J9���� ���9

���!9�;����A��9�����B�����|�4�+M��3��7����������$���'� �

� �
&������>�.!��J9����+��4��9�J9����7���J9����������
&��>�C

��
1	A� 	T�� ��� 	�$� +��4� �9� �`�-��  �
&��� ��� ���a)a�

�������8���

emod

0

0

0

( )cos cos

( )sin cos

( )cos cos

( )sin cos

( )cos cos

=

=

=

=

=

x

u U x n t

v V x n t

X x n t

Y x n t

w W x n t

q

q w

q w

f q w

f q w

q w

�
�O9����7�����n����������`�-��:�����*�	#���9�^��	���9

#��;� �9� B��
�2� R�3���� �3��C� Y���	1‚e� O9����  ��mo���� d

e� O9���sd��9� ��e� O9���� /I�hd+M��3�� ����
&��� 
�	'

����
&���  �(	�� ^�'� 	9��  �2���!9�;���� ����� O�9����� ���8�

�H��S��
�e�O9����$�����L
&���9�B
&������	A��y����
&�������Zg�d

����emm 	�A���9���d�O9�����
�	'�<����	L���+M��3���
&����

�
��A�	�$�(	1��9�� $�&�������8��

��
(1)

122
1

(1) (1)12
12

1 1

(1)12

1

(1) (1)
11

1 1

(2)
11

1

1
( )

1

( )
( )

( )

( )

( )

N
i

ij j
j

N N
i i

ij j ij j
j j

N
i

ij j
j

N N

ij j ij j
j j

N

i ij j
j

n V
C A x

R

V n A x
C A x C V

R R

A x
C W

R

C A x C U

A x C U

=

= =

=

= =

=

� � �
� � ��- � ��

� � � �
+ +� � � �

� � � �

� �
+ � �

� �

� � � �
+ � � � �

� � � �

� �
+ � �

� �

�

� �

�

� �

�

n
n

n n

n��

���������������������������������������� �������������������
3 Chebyshev-Gauss-Lobatto 

�

emitZd��

(1) (1) (2)
11 11

1 1 1

(1) (1)12
12

1 1

2
(1)22 22

2
1

2
22

( ) ( )

( )
( )

1 ( ) ( )
2 2

( )

N N N

ij j ij j i ij j
j j j

N N
i i

ij j ij j
j j

N
i i i

ij j
j

i i

C B x C X B x C X

n Y n B x
C B x C Y

R R

n A x U nA x
C V

R R

n B x X
R

= = =

= =

=

� �� � � �
+ +� �� � � �

� �� � � �

�� � � �
+ + �� � � � �� � � � �

� ��
+ - + � ��

+ � � �

-

� � �

� �

�

n n

n

(1)22
2

1

2 2
1 2

( )

( ) ( )

N
i

ij j
j

i i i i

nB x
C Y

R

I x U I x X

=

�� �
+ �� � �� � �

= - -

�

w w

��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
emitmd����

(1) (1)
22

1 1

(2) (1)
22 22

1 1

(1) (1)22
22

1 1

(1) (1)
22

1 1

1
( )

2 2

( ) ( )

( )
( )

( )

N N

ij j ij j
j j

N N
i

i ij j ij j
j j

N N
i i

ij j ij j
j j

N

ij j ij
j j

C A x C V

nU
A x C V C A x

R

nA x nX
C U C B x

R R

C B x C

n = =

= =

= =

= =

� � �� �
� � �� ��+ � �� ��

� � � �
+ -� � � �

� � � �

� � � �
- -� � � �

� � � �

� �
+� �

� �

� �

� �

� �

�

(1) (2)22
22

1 1

22 22 22
2 2

2
(1)12 11

2 2
1

(1)11 12
2

1

( )
( )

( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )
1

( ) ( )

N

j

N N
i

ij j i ij j
j j

i i i i i i

N
i i i

ij j
j

N
i i i

ij j
j

Y

nB x
C X B x C Y

R

A x Y nA x W A x V
R R R

n A x n A x V
C U

R R

nA x W n B x
C X

R R

n
n

n

= =

=

=

� �
� �
� �

� � � �
- +� � � �

� � � �

�+ - - �
�

� ��+ - -� ��- � � �

� �
- - �

� �

�

� �

�

�
2

2 211
1 22

( )
( ) ( )i i

i i i i

n B x Y
I x V I x Y

R
w w

�

�
- = - -�

�
��

�
(1)

22
1

(1) (1)
22

1 1

(1) (2)
22 22

1 1

2
22 22 22

2 2

(1)12
2

1
( )

2 2

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 ( )
1

N

i ij j
j

N N

ij j ij j
j j

N N

i ij j i ij j
j j

i i i i i i

i
ij

X C A x

C A x C W

A x C X A x C W

nA x Y n A x W nA x V
R R R

nA x
C U

R

n

n

=

= =

= =

� � �
� � ��+ � ��

� � � �
+ � � � �

� � � �

� � � �
+ +� � � �

� � � �

�+ - - �
�

�- �- �

�

� �

� �

11
2

1

(1)11 12
2

1

211
12

( )

( ) ( )

( )
( )

N
i i

j
j

N
i i i

ij j
j

i i
i i

nA x V
R

A x W B x
C X

R R

nB x Y
I x W

R

n

w

=

=

� �
-� �

� �

� �
- - � �

� �

�- = -�
�

�

�

�

�

�

�

emitod �

�

�

��

��



  

  

mZ�

���
���

8	
1

���
��	

�
F

�G
@

�K
�	�

��$�
 �V

�	&
�

���O9����emi�tZe� ��� dmitsd��  #

�� ���  #


����	#���9� ^��	�� �9

>��� ���	�� ��$�� ^��	E��O��	8� �9� �;��� �9� B��8�9� ��� (��� �

��� $	�{€x�e��`9����Zx����
��A�	�$�+��4��9�V���d����8��

��

( ) ( )

( )

1 1 1

1 1
11 1 1 11 1 12

1 1

12 1 1 12 1 1 12 1 1

0

1
( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) 0

N N

j j j j
j j

W V Y

B x C U D x C X

n
B x V B x W D x Y

R

n

n

= =

= = =

�
+�

- �

�+ + + =�
�

� ���

��

��

emsd��
( )

(1) (1)
11 1 1 11 1 12

1 1

12 1 1 12 1 1 12 1 1

1
( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) 0

N N

j j j j
j j

A x C U B x C X

n
A x V A x W B x Y

R

n

n

= =

�
+�

- �

�+ + + =�
�

� �
��

��

� ��x=L��e� �`9���  $�&� �
��A� �9�  $	�� O��	8Zx��9� d

9�	�$�+��4���
&�����������

��

��

��

��

em[d��
( )( )

( )

(1) (1)
11 112

1 1

12 12 12

(1) (1)
11 112

1 1

12 12 12

0

1
( ) ( )

1

( ) ( ) 0

1
( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) 0

N N N

N N

N Nj j N Nj j
j j

N N N N N N

N N

N Nj j N Nj j
j j

N N N N N N

W V Y

B x C U D x C X

n
B x V B x W D x Y

R

A x C U B x C X

n
A x V A x W B x Y

R

n

n

n

n

= =

= =

= = =

�
+�

- �

�+ + + =�
�

�
+�

- �

�+ + + =�
�

� �

� �

��
��T��� �9��3��C�Y���	1���&�-�����5��� ���,��+M��3��$�

���K��,��pD9���� �9�����&�-�� ������(�I�� ��� �2	�=
��B���8�

�pD9� �2	�=
�����)6���ƒ�,��<��8����>�������8�9��9���Y���

d�� <��8� ��� (��� pD9�  �2	�=
�� � $	�� ƒ�,����9� ���
�2

��Y����b���������p��I����9� ���	9�(	1�����2	�=
��7���B���8

������H�"��	�$�+��4�������8���

emxd��
{ } { }
{ } { }1 1 1 1 1

, , , , 2, , 1

, , , , , , , , ,

...
T

d i i i i i
T

b N N N N N

d U V W X Y i N

d U U V V W W X X Y Y

= = -

=
��

e� 
�	'� +M��3�� �|�1� v�	3�� $�� ���L
&�� �9mitZ��� d� �

�emits��������$�9�	�$�+��4��9����	�����(	1����d������8��

emhd��[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }2+ = -wdb b dd d dS d S d M d��

��M��(	;� Y�	������� �.��	���$%%���$%&��^��	�� �9

^��	E� <��8��
�	'� ��� ������ +M��3�� ��� $	�� �� ������ ƒ�,�

������ v�	3�� �
D&�Y�	����H���*� �9� �� ��8�9����C� �9�B���8

e� $	��O��	8����	����(	1��9�"�mse���dm[9�	�$�+��4��9��d��

���
&��������

emgd��{ } { } '(( ( () )* ) * )� � � �+ =� � � ���

Y�	���������3��7�����������
D&� �2�$&%��$&&��^��	���9

� +M��3�� ��� $	�� �� ������ ƒ�,�� ^��	E� <��8 $	�� O��	8�

�)?��� /��H���*� �9�+M��3��<'�  �	9�B��
�2���5��� ���,��  

e�O9���mhe���dmg���������$�9�	�$�(	1��9�d�����8��

eo{d��( ){ }+ , ')) )( (( () )* * * * � )w
-

� � � � � � � � � �- + =� � � � � � � � � ���

�������e��`9���<'��9o{��
&����3��C�Y���	1�	���,��H�������d

����
&���39���:���� ��
.;����B��I����&�-������

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

emitid��

(1) (1)
112

1 1

(2) (1)
11 12

1 1

(1) (1)12
12

1 1

(1)12

1

1
( )

1

( ) ( )

( )
( )

( )

N N

ij j ij j
j j

N N
i

i ij j ij j
j j

N N
i i

ij j ij j
j j

N
i

ij j
j

i

C B x C U

n V
B x C U C B x

R

W n B x
C B x C V

R R

B x
C W

R

C

= =

= =

= =

=

� � �� �
� � �� ��- � �� ��

� � � �
+ +� � � �

� � � �

� � � �
+ +� � � �

� � � �

� �
+ � �

� �

+

� �

� �

� �

�

n

n

n n

n

(1) (1) (2)
11 11

1 1 1

(1) (1)12
12

1 1

2
(1)22 22

2
1

2
22

2

( ) ( )

( )
( )

1 ( ) ( )
2 2

( )

N N N

j j ij j i ij j
j j j

N N
i i

ij j ij j
j j

N
i i i

ij j
j

i i

D x C X D x C X

n Y n D x
C D x C Y

R R

n B x U nB x
C V

R R

n D x X n
R

= = =

= =

=

� � � � � �
+� � � � � �

� � � � � �

�� � � �
+ + �� � � � �� � � � �

� ��
+ - + � ��

+ � � �

- +

� � �

� �

�

n n

n

(1)22

1

(1)
22 22

1

2 2
2 3

( )

( ) ( )

( ) ( )

N
i

ij j
j

N

i i i ij j
j

i i i i

D x
C Y

R

A x X A x C W

I x U I x X

=

=

� �
� �
� �

�� �
- - �� � �� � �

= - -

�

�

w w

�
��

��

��

��

��

��

��

emitsd��

(1) (1)
22

1 1

(1) (1)22
22

1 1

(2) (1)
22 22

1 1

(1) (1)
22

1

1
( )

2 2

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

N N

ij j ij j
j j

N N
i i

ij j ij j
j j

N N
i

i ij j ij j
j j

N

ij j ij
j

C B x C V

nU nB x
C B x C U

R R

nX x
B x C V C D x

R

C D x C

n = =

= =

= =

=

� � �� �
� � �� ��+ � �� ��

� � � �
- -� � � �

� � � �

� � � �
+ -� � � �

� � � �

� �
+� �

� �

� �

� �

� �

�
1

(1) (2)22
22

1 1

22 22
22

2
(1)12 11

2 2
1

(1)11 12
2

1

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

1 ( ) ( )
1

( ) ( )

N

j
j

N N
i

ij j i ij j
j j

i i i i
i i

N
i i i

ij j
j

N
i i i

ij j
j

Y

nD x
C X D x C Y x

R

nA x W A x V
A x Y

R R

n B x n B x V
C U

R R

nB x X n D x
C X

R R

n
n

n

=

= =

=

=

� �
� �
� �

� � � �
- +� � � �

� � � �

�- + + �
�

� � �
+ - -� � ��- � ��

�
- -

�

� �

�

�
2

2 211
2 32

( )
( ) ( )i i

i i i i

n D x Y
I x V I x Y

R
w w

�
� �
� �

�
- = - -�

�
��



  

 

mm�

���
�
&

���

&

���
��$

��+
�8

�3
���

�<
�)

-�
B

B
B

� �
��

��"�T���0�UA�'����
H�I2��C��������pD9o�����r&������	#I2�
*	&���8�	�~

�R��GDQ� �	9�B����� �#
�9� ���8�ƒ�,��J�$��� �� ���3�� �9� �

�
&���+M��3������8� �	9����.9�ƒ�,�����3��7��3�����
&�� �� �

�����O��	8� �9� ���I3�� �39��� :������9� ��.
��� ��� ��� ���&� �2�A

�R��� /I�GDQ����<'��>��;� ��� �����+�GD"��B���8Z�

<�)-�� 7��� ��� B
&�� ��8� �y����Z€L/R �{{m•{€ h/R�P	1

��8�� ^�'	9� �
&��� �3��C� Y���	1� B���N���3�e���� ƒ�,�� �

� �
&��x�>��;����dm��B
&����8�^�	�H�I2��C����2�"����

�����8��9� �$��ZsN���Y���	1� ���,�� ��� �����X� +�	��=�

�I��„���3��C��
@���9����2�10-5��B�&�����
9�W����,��/���9

�R���J�	&�����9����	#I2����2��H�"��	���7��GDQ�����B�8�9

�<4�'�S��
�����I���H���IC����8�'�/����T����9�^��	�� 7����9

����8�ƒ�,�����3���9�p2�5��7���$�ms€N����&�-���8���B��

��

�;0���"�����
&���
&��������c��6���I3���39���:���� ���

��

�����
�4�6�w�$�E��M�1�<����

E(GPa) xxh•m{x�{gh•m{s�

� (Kg/m3) hZ[[�hg{{�

� oZxxs[•{�oZ•{�

��

� ;0��#"��3��C�Y���	1�+�	��=�(Hz)�� �����
&�� �
&���:���  �

e���8� ƒ�,�� ���3�� <9�,�� ��� ���I3�� �39��{{m•{€h/R� �Z€L/R��

m€nzd��

��

���� 
x��ggsg•ho��

Z{��ggmZ•ho�

Zs�ghmm•ho�

m{��ghmm•ho�

ms�ghmm•ho�

��

�"��" P�!���	��R0��GDQ����

� �
&��� ��
9�� �S��
�� �!�&� 
-4�  �	9����
&��N��� $��  �

:�������� O,1� H�� �������� c��6� �����`9� ����I3�� �39��

���	��=��
��DE� �
&�������
1	A�	T�����������>��;����B��8

o�Y���	19� �3��C�  �2� ��R���$�� ����� 
&�� GDQ�S��
�� �9

�� ��������I2pk[l��H�I2�B
&����8�����,���C����2�"����

�����8�9� ��*�S��
�� ��R���$�� ���L
&�� �9� ����� 
&�GDQ��

�7���$��<4�'�S��
���9��9�6�����6�K2J;	���	2����B����n��
9�W

����Q%
6���4���7�	
"�9Znz�����mnz��������`9�B�2�����„�

e�Q%
6���4���7�	
"�9x€����Z€� ��	9�	9�dig•{��B
&���4��

 ��?��H��9�+��L
���9��;����9�7���������L
&���������9�p2�5�

� ��� ��8� �
1	A����9�  ��?�J;	�k[�V�X���Q%
6�� �4���7��� �l


������T
���$�����B��

��

� ;0���"�� �3��C� Y���	1(Hz)�����
&�� �
&����39��� :����  �

���I3��e�Q	C����������&���A�������9{{m•{€h/Rm{€L/Rd�� ��
d…e�Q%
6�� k[l GDQ � �  n���

mx•{�� mZm•Zo�� Zx[•Zo�� Z� �

ix•{�� Z{o•Zo�� {[h•Zo�� m� �

mi•{�� ggs•Zm�� g[o•Zm�� s� Z��

mx•{�� goo•Zm�� hgh•Zm�� Zs� �

mx•{�� gZi•Zm�� hxg•Zm�� o{� �
� � � � �

io•{�� {ohi•x�� {{xs•x�� Z� ��

iZ•{�� ghm{•[�� gsom•[�� m� �

ox•{�� gmsZ•[�� hggi•[�� s � i �

om•{�� hhs[•[�� h[os•[�� Zs� �

mg•{�� hxm[•[�� hsmm•[�� o{ � ��
� � � � �

ig•{�� [os•mm�� sim•mm�� Z� �

oh•{�� isi•mm�� o[x•mm�� m� �

os•{�� mxo•mm�� Zgs•mm�� s� x�

oZ•{�� Zih•mm�� {xg•mm�� Zs� ��

mg•{�� Z{h•mm�� {im•mm�� o{� �
� �� � � �

iZ•{�� g{s•i[�� xZm•i[�� Z � �

oh•{�� smg•i[�� osZ•i[�� m� �

os•{�� Zss•i[�� ggo•is�� s � Z{�

oZ•{�� hgx•is�� xso•is�� Zs� �

mg•{�� hZo•is�� [xx•is�� o{ � �

��


-4� ��T��� �9�7��� 	9� ��%*����
&��� �3��C�Y���	1� ��!�&

����
&�� ��V1�� (	�� O&��� ����I3�� �39��� :����  �†�V;������-�

Ansys�����
&���
&���<�)-��7������B
&����8���&�-��V��� �

�3)E���.X�H�I����9�ggShell�p���
&��+��4��9�� ��9���8


&������c��6��������9��;����9�B��39���:�����P	1�p�����`9

�c��6� �	���<��1� /�� ��� �
����v�	3��<9�@���V1��(	��7� �� ��

����
&�� �
&����� �
���
&M�� >���� �)I;� $�� ��39��� :����  �

e��`9���U�C�	W������#XZ�:����
.;�B
&����8����������d

����
&�� �
&���H��I���GD"�� ���3�� �	T�� �����  �
&��� ���  �

v�	3��H�����
��DE��9���M�������	���<��1�����6�	1��9�B���8


9�W����
&�� �
&��� c��6� �9� 	‡��
�� �,�,'�  �2���M	2� �9�  �

��� ����� c�G
6����8� B>��;� ���i���3��C� Y���	1� 	���,�

����
&�� �
&��� �)4�$��<4�'�S��
�� �9� ����I3�� �39��� :����  ��



  

  

mo�

���
���

8	
1

���
��	

�
F

�G
@

�K
�	�

��$�
 �V

�	&
� ���V1��(	�Ansys��������������C�H�I2�B
&����8�����,������8

9�	���,����R���$�������
&�GDQ��S��
���9�V;��R������-��

B������9�6�����9�����6�K2�V���

��

�;0���"�����
&���
&����)4��Y���	1�	9����I3���39���:���� �


��DE�
.;�������I��H����^�'e{{m•{€h/R��Z€L/R��ZZ€n(��
nz GDQ Ansys 

Z�xgx•hi �hZ{•hi �

m�Zms•hi �Zoh•hi �

s�isg•ho �ihi•ho �

Zs�{oh•ho �{hm•ho �

o{�g{[•hm �ggi•hm �
��
��

�"#�"���%&'�%��'�&��UA�'���,��-�5����/%�'
�0(��

 �	9�����
&���
&����39���:���� ��
.;����������N�����.X

�>��;� ���B
&����8��
1	A�	T����s��c��6��9�ƒ�9	�� 	���,�

����!���$��B
&����8������������7������������
����	2�H�&���

	9�	9���
9�W�H�����,����
�2�/��V��K2��9��9�D
����������.X�

o•{�����
&�� �
&��� �)6��� _`&� B
&�� ��8� �
1	A� 	T�� ��� �

��39���:����
.;�����<��"��V)1�$���;��6�_`&���/���	&�$

����Y���	1� �9� ƒ�9	�� S��
�� ������ �� �!�&� 
-4�  �	9� B��8

����
&�� �
&��� �3��C� �39��� :����  ��
.;������,�� ���9�  �

� ��V1�� (	�� $��<4�'�S��
�Ansys�� >��;��[�B
&�� ��8� (�!���

����
&�� �
&��� H��I�� :���� 
.;��� ���C�  �
&��� ��� ���  �

� ��8� �����_�E���R���$�� �*�38�pD9� ��itZ�� ���L
&����8

B
&��>��;� ��� V
��	�� <6��� ���*��[��:��� ��*� ���2�� H�"�

Y���	1� ��� ��
�2� �`�-����B�2�� ��� „��H�� ��� �)4��  �2�

{>� �� �p��V1�� �9� � ����� p��V1��Q%
6�� �4���������`9� ��9��

��� >��;� 7��� ��� Q%
6�� �4��� 7�	
"�9Z{€nx€� �������� „�

�R���S��
���Q%
6���4���	���,���9��;����9�B
&�GDQ��U9�`�

��9��9�6Ansy���H��9�
9�W��9�>��;�7������B����� nzp��V1��� 

nx����
&�� �
&��� �)4�� Y���	1� �� �39��� :����  ��
.;���

�V1����p����H�����
9�W��9�Y���	1�p��V1��B�9��nx��p��V1���nz�

��� ����� V�����)4�� Y���	1� p��V1�� �
��'� 7��� ��� ���� ��8

���-�B
&��	����

H�I2��<�8� ��� ��� ��Cs��p��V1�� �9� 
&�� ��8� �����H�"�

�2�I���
&������������)4��Y���	1�	���,����������9������p��V1�

������<���� �9�	�M�9�9�D
��� �����c��6�$������ �9�	W���c��6�

��������<����)4��Y���	1���8�����	#I2�
9�W����,��/���9B��

<�8�[�����
&�� �
&��� �3��C� Y���	1� +�	��=��:����  �

�39����
.;���� �� �	9�� N�38� �9� 
��DE� 
���{{m•{��H�"�

���B�2� ���7�������I���9�p��V1����*�:����`�-� ���/��


����>�C �9�N�38��
9�W�Y���	1��3��C���
9��p2�����Y]&�

p��V1������9����B��

��

;0����"�c��6�����
&���
&���������39���:���� ��
.;���� ��
E(GPa) � (Kg/m3) ���� � �V;��

ii{ � omZ{� SiC �/���	&Z��

o{{ � oxm{� Al 2O3 �/���	&m��

ZZs� isZs� Ti6Al4V  �V)1Z�

[g� mxZs� Al1100  �V)1m�

��

�;0���"�Y���	1��)4�(Hz) �����
&���
&����39���:���� �

�
.;����<9�,�����Q	C����������&���A�������9- 	  e{{m•{€h/R��
Z€L/R�(  ��

d…e�Q%
6��Ansys GDQ � �  � � �
��

mi•{ � Z[•Zm[�� eZZdhs•Zms�� {� �

{mm•{ � om•Zoi � eZZdmg•Zoi � Z� �

{{xZ•{ � mx•Zog � eZZdmh•Zog � i� Z��

{os•{ � mg•Zi{ � eZZdoi•Zi{ � x � �

{mh•{ � [h•Zi{ � eZZdxm•Zi{ � Z{ � �
�

mg•{�� x[•Zi{�� eZZdos•Zi{�� { � ��

{oZ•{ � sm•Zs[ � eZZdsx•Zs[ � Z� �

Zi•{ � [h•Z[x � eZZdgo•Z[x � i � i �

Zx•{ � gx•Z[g � eZZdm[•Zx{ � x� �

Z[•{ � xh•Zx{ � eZZd{x•ZxZ � Z{� �

�

ZZ•{�� gm•Zii�� eZZdxs•Zii�� { � �

Zh•{ � h{•Z[m � eZZdZ{•Z[o � Z� �

oo•{ � gi•Zxs � eZZdso•Zx[ � i � x�

os•{ � [x•Zxh � eZZdoZ•Zxg � x� �

o[•{ � [Z•Zxg � eZZdmx•Zh{ � Z{� �

�

{{[•{�� gg•Zi[�� eZZd{{•Zix�� { � �

oo•{ � h[•Z[s � eZZdim•Z[[ � Z� �

ih•{ � g[•Zxg � eZZdho•Zh{ � i � Z{�

si•{ � hg•Zhm � eZZdg{•Zho � x� �

ss•{ � gZ•Zho � eZZdgo•Zhi � Z{� �

������



  

 

mi�

���
�
&

���

&

���
��$

��+
�8

�3
���

�<
�)

-�
B

B
B

� �
��

��
.����"�����
&���
&����)4��Y���	1�+�	��=��:���� ���39��

���
.;��^�'	9������H���@� �2�I��e{s•{€h/R��Z€L/R��  

��

����
&���
&����)4��Y���	1��39���:���� ��
.;�����p��V1���9

7����� :��� ���*�� ��� N�38� �9� >�C� 
������ „��  	����9� B�2�

�N�38��9�>�C�
���� �	9�>�a��H���*Z���Zs��9��)4��Y���	1��

��`�-��:������*�����^��	�ZZ���o���-���B
&�������„�� �2


���� �	9��3��C�Y���	1�p��V1���9�N�38��9�>�C�v)
D�� �2

}���	,����`�-��:�����*�����	#I2���
&��� �	9���
1��7���B���8

����
&��N�38��9�
��DE�
�����9� �{s•{���+��L
���I����B
&�

H�I2��C��<�8������x������2�"���Y���	1��"2�����������8

�
&���  �	9� �3��C>�C� 
���� �9� ���2�� N�38� �9Z{�� �Zs�

����
&���
&��e}�
���� ��d��)9��7�	
I�������`9��
&��K������9

�
&���
&����)4��Y���	1�H�I2�����3��C�Y���	1����,�����

� �`�-�� :��� ��*Z� ��m���� |�L����:��� ��*� p��V1�� �9� B�
1�

��`�-�����p��V1��+�8��9��3��C�Y���	1��B�9���

<�8� �� �2�h�� �g����
&��� �3��C� Y���	1� +�	��=�

����
&���39���:���� ��
.;���� �	9��`�-��:�����*�^�'	9


����<�8�B
&����8�K�&	��N�38��9�
��DE�v)
D�� �2h�

� N�38� �9� >�C� 
���� ��� ��� +�	��=�� 7��Z���9� B�2�� ��� H�"�

���
9�� �)�� ��C� �9� �3��C� Y���	1� ��`�-�� :��� ��*� p��V1 �

p��V1��Y]&� ��p2�������`�-�� :��� ��*� ���B�9���m���R	�

��-��� ��� ��X������ ��2�"�� �3��C� Y���	1�  �2���9� B��8

����*������3��C�Y���	1��N�38��9�
��DE�
����p��V1��:��

7������� „��  	���  �	9� >�a�� H���*� �9� B�2��
&�� �2�������

e� n$��{{m•{€h/Rd�� �`�-�� :��� ��*� ��� �)4�� Y���	1ZZ�

eZZn��
&��� �	9���d�2������ �e�K�DE�}�
���{h•{€ h/R����d

��`�-��:�����*o����„���2�B�

��������<�8g��N�38��9�>�C�
�����������3��C�Y���	1�+�	��=�

Z{���� H�"����-��� B�2��
��'� 7��� ��� �3��C� Y���	1�  �2

��9� B��
�2� �"��V1�� Y]&� �� �"2��� V�X��� ����9� �����  �� ��

�+�8� �9� �3��C� Y���	1� �N�38� �9� 
��DE� 
���� p��V1�

��� p��V1��Y���	1� �<�8� �9� �;��� �9� B�9��� �2�� �	9� �)4�

�
&��2���n$�����)9� �}�
�����	
I���`�-��:�����*����K�DE

�$�s�esn<���„��d��
&��� �	9�>�a��H���*��9�B�2�2���
�����9��

N�38��9� 
��DE�{{m•{�� �{h•{Y���	1� ��^��	�� �9� �)4��  �2

��`�-��:�����*���i���Z����|�L���B�
1���
��

.�����" ��3��C�Y���	1�+�	��=��(Hz)���^�'	9��`�-��:�����*

�v)
D��	���,����L/R�e{{m•{€h/R��s€nx€nz �� �

� �

.����"��3��C�Y���	1�+�	��=�(Hz)����`�-��:�����*�^�'	9

v)
D��	���,�����L/R�e{s•{€h/R��s€nx€nz ���
��

�.��$"��3��C�Y���	1�+�	��=��(Hz) �^�'	9�:�����*�^�'	9

�v)
D��	���,������`�-�h/R�eZ€L/R��s€nx€nz ���



  

  

ms�

���
���

8	
1

���
��	

�
F

�G
@

�K
�	�

��$�
 �V

�	&
�

.����" ��3��C�Y���	1�+�	��=�(Hz)����`�-��:�����*�^�'	9

v)
D��	���,�����h/R�eZ{€L/R��s€nx€nz ���

�������

�
9�W� 	W�� �&�	9� ��T��� �9� �
&��� ��� ��� ������H���@�  �2

p����� ��)4��Y���	1�  ��� 	9� 
��DE� ��>�C�$�� ����L
��  �2

�n$����
&��� �	9�B
&����8��
1	A�	T������2�I��N�38�
�����9

�
��DE��9{{m•{��9�	
������<9�,������)4��Y���	1�+�	��=���

� �39L/R�<�8� ��Z{�H�I2�B
&�� ��8�K�&	����2�"�� ��� ��C

�����8�
������ �2�/X���L/R�esL/R<d�Y���	1� �2�)4��

p�����  �	9� �.
��� �9� 
����  ���$�Q%
6�� �2�I�� v)
D��  �2

7��� ��� B������ ����I��� <�8Y���	1�
&��� �)4��  �2� �2

����
&�� �39��� :����  ��
.;���� �9m€nx€nz�
&��� $�� �� �2

����
&�� �9� ���I3�� :����  �m€nz��{€nx� �� ��{€nz� �� �m€� ��

��
�2� 	
A�V9� B�
&���  �	9� ��
1�� 7�I2�}�
����  �2����� K�DE

<�8�ZZ����������
���� p��V1�� �9� ��� +��L�� 7��� �9� ���8

� �N�38� �9� 
��DEY���	1��)�@� 
��'� �9� 
���� �)4��  �2

�����c�G
6����6��9� 	�M�9�	���,�B������

ˆ�Y���	1�  ��	9� N�38� �9� 
��DE� 
���� 	�W���)4�

�
&���}�
�������������39���:���� �2�<�8������)9� �2Zm���Zo��

��

.����V" ��)4���3��C�Y���	1�+�	��=�(Hz)���^�'	9L/R���9

p���� �2�������H���@� �2�I��+��L
��e{{m•{€h/Rd��

.�����" ��)4���3��C�Y���	1�+�	��=�(Hz)���^�'	9L/R���9

p���� �2�������H���@� �2�I��+��L
��e{s•{€h/Rd��

��

p������9�B
&����8������p��I��������H���@� �2�I��v)
D�� �2

��<�8����Zm�� �	9���
9���N�38��9�
��DE�
����p��V1���9�	2

��"��V1��  �����  ����� �)4�� �3��C� Y���	1� �p����� N��� � &

�
&��u�V9�N�38��9�
��DE�
���� �	9�
��.���������$��	�{x•{�

���<���
9�W� ���,���9���3��C�Y���	1��<�8��9��;����9�B���

� p�����  �	9m€nx€nz ��
&��e����
&��  �2��39��� :����  �

�
.;��e� 	#��� p����� ��� �9� 
���� dm€nz���{€nx�� ��{€nz���

m€� ��<�8����B
&��	
A�V9�dZo��>�C�
���� �	9���
1��7�I2

�N�38��9Z{��
&��e����
&�� �2}�
���� �������2�"��d��)9�B��8��

<�8���� �2Zi���Zs��Y���	1��9�ƒ�9	���8�3��������<�8

����
&���
&��� �)4���39���:���� ��
.;�����>�C�
����  �	9

�N�38��9Z��B
&�� ��8� �����p��I�H�I2��C�� ����� ��T
��������

�
��DE�
����	��=���9����
&���
&��� �2����<�8��N�38��9� �

��39���:����
.;������	��=��B������

��

.����#"��)4���3��C�Y���	1�+�	��=�(Hz)���^�'	9�	
���9

p���� �2�������H���@�� �2�I��+��L
�eZ€L/Rd  

��



  

 

m[�

���
�
&

���

&

���
��$

��+
�8

�3
���

�<
�)

-�
B

B
B

� �
��

.�����"�)4���3��C�Y���	1�+�	��=�(Hz)����^�'	9h/R���9

p���� �2�������H���@� �2�I��+��L
�eZ{€L/Rd��

��

����

.�����" �����
&���
&�������<�8��39���:���� ��
.;�����9

�)4��Y���	1�{Zs•ZsZ��V�	2e{{m•{€h/R��Z€L/R��m€nx€nz���

ZZ€nd��

��

��
��

�.����"�����
&���
&�������<�8��39���:���� ��
.;�����9

��)4��Y���	1hh{•xm{V�	2�e{s•{€h/R��Z€L/R��m€nx€nz���i€nd��

��

��"�/9
W���
'�� �
� 7��� ��� ����,���$�� +�8�3�����
&����  �2����
&� ���:���

�39����
.;����� ��&�� 	9��8	9�<�8� 	��=�� >��� ���	��  ��?�


1	A� ��	@��&�	9� ����B �+�GD"����8�F�D
��� ����� �������

����
&���
&��� �	9�������H���@���&��	9�� � ��I!'�	���J�$��

��� 	��=�� >�C� �� 
��DE� 
.;� ��� ��� �
&���� ��C� �9�B����

�+M��3��<����	L��K��'��)?���	9������O��	8�P	1��9��$���2�A

N��������/I�� �9� ����&� ��A��)E�L��+�39	��R�����
1���K�I3�

�<'9�B���8����
&�� �
&���S��
�� ��!�&� 
-4� ��T��� ���9�  �


��DE� 
.;� ��� 	�=
�� c��6�� �9J;	�k[l���B���	A� ����,�

<���� �9� �S��
�� ���V�X���Q%
6�� ��?��H��9�+��L
�����9�  �2

�
1� �8� ��2�"�B��8	9� <�8� 	��=�� >��� ���	��  ��?�� �����9

�<���H�8�>�I*����
&����3��C�Y���	1���&	������R	9�+�	W�

 ��?���9�����,���� k��M[l� �c�G
6����6��9���� 	
I��	���,�

���B�2����%*�����
&�� �
&��� S��
�� 7��� 	9��39��� :����  �

�
.;����V1�� (	��S��
�� �9� �Ansys ���8� �����H�"�� �� ����,�

� R��� S��
�GDQ��†�V;�� R��� S��
�� �9� �9�6� ����9� 
,9�`�


9�W����&��2��39��9� �2	
�����+�	W�����������B��������-� -

����
&�� �
&��� �3��C� Y���	1� 	9� ������ H���@�  �2�:����  �

�
.;����39����$��������*�S��
��K2�����
1	A���	@��9��$���������

��

Zt ���� ��� ������ H���@�  �2�I�� p��V1�� �)���C� �9


.;� ��� �3��C�Y���	1�p��V1�� �� ������B����� ��

�$�1� 	
"�9� ��0'� 
)*� �9� �3��C�Y���	1� 
,�,'

�:���� ����� ^��	�� ��� M�9� �
���
&M�� >���� �9

� B�9��� ��� p��V1�� ��39��� ����3��C� Y���	1����

��	�$���&�����
9�W����,��/���9��2�I�� M�9�	���,�

� �����$�� ����c��6� �9� �
&��� 	W���c��6��9�D
��

B�������<����

mt N�38� �9� >�C� 
���� p��V1�� �9���
���� /�� ��


��DE��9�
9�W� N�38����
&��� �)4�� Y���	1

����
&�� �39��� :����  ��
.;����:��� ���*�� ��

7�������„�� 	��B�2� 

ot �����-�� ��� �N�38� �9� 
��DE� 
���� p��V1�� �9

�
&���Y���	1��n$��� �2���)4�p��V1�����������9��

����-�� ����
&����Y���	1� K�DE� }�
����  �2

�}���	,����N�38��9�
��DE�
����$��<,
����3��C

��N�38� �9� 
��DE�p��V1�� �9� 7��qI2�B
&�� 
9�W

���
&�� �
&��� �)4�� Y���	1���39��� :����  �

�
.;���7�����:������*�������„�� 	���B�2� 

it �Y���	1� �H����� �&��2� O��	8� ��� �)�� ��C� �9

���
&�� �
&��� �3��C�� �39��� :����  ��
.;���

����
&�� �
&��� �3��C� Y���	1� $�� 	
"�9�:����  �


&�����I3���39��B 

��

P�&
���
(	��^�'�	9�
�	'�+M��3���
1���O�9�(	1� �2���!9�;���

��



  

  

mx�

���
���

8	
1

���
��	

�
F

�G
@

�K
�	�

��$�
 �V

�	&
� ���������

��

��

��

��

mit�v�����������������

12 12
2

12 12

2
11

11 2

2
11

11 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

n V x dA x V x dA x
R dx R dx

n A x dV x A x dW x
R dx R dx

dA x dU x d U x
A x

dx dx dx

dB x dX x d X x
B x

dx dx dx

n n
n

n n

� � � � �+� � � � �- � � � ��

� � � �+ +� � � �
� � � �

� �� �� �+ + � �� �� �
� �� � � �

� �� �� �+ + � �� �� �
� �� � � �

+ 12 12

2
22 22

2

2
22 22

2

2 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n Y x dB x n B x dY x
R dx R dx

n A x U x nA x dV x
R R dx

n B x X x nB x dX x
R R dx

I x U x I x X x

n n

n

w w

�� � � �+ �� � � �
� � � � �

� � �+ - +� � �+ � ��

�� �- + �� �
� � �

= - -

��

�����������

��

��

��

��

��

��

��

mit�F���������������

2
22

22 2

22 22

22 22

2
22

22 2

2

1 ( ) ( ) ( )
( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

dA x dV x d V x
A x

dx dx dx

nU x dA x nA x dU x
R dx R dx

nX x dB x dB x dY x
R dx dx dx

nB x dX x d Y x
B x

R dx dx

n

n
� �� � �� � + � �� � �� �+ � �� �� � �

� � � �- -� � � �
� � � �

� � � �� �- +� � � �� �
� � � �� �

� �� �- + � �� �
� � � �

-
( )11 22 22

2 2

22 12
2 2

2
11 11

2 2

212
1

2
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

B x Y x A x Y x nA x W x
R R R

A x V x n A x dU x
R R dx

n A x V x nA x W x
R R

n B x dX x
I x V x

R dx

I x Y x

n
n

n
w

w

+ -

�� � �- + -�� � �-� � ��

- -

�� �- = -�� �
� � �

-

��

��

��

��

��

��

��

mit�:��

���

��������������

22 22

2

22 22 2

2
22 22

2

22 12
2 2

11 11
2

1 ( ) ( ) ( )
( )

2 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1 ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )

dA x dA x dW x
X x

dx dx dx

dX x d W x
A x A x

dx dx

nA x Y x n A x W x
R R

nA x V x nA x dU x
R R dx

nA x V x A x W x
R R

n

n

� � � � � � �+� � � � � � �+ � � � � � ��

� �� �+ + � �� �
� � � �

+ -

�� � �- + -�� � �-� � ��

- -
2

12 11
2

2
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

B x dX x nB x Y x
R dx R

I x W x

n

w

�� �- - �� �
� � �

= -

��

�����������

��

��

��

��

��

��

��

mit�����������������

2
11

112 2

12 12

12 12

2
11

11 2

1 ( ) ( ) ( )
( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

dB x dU x d U x
B x

dx dx dx

n V x dB x W x dB x
R dx R dx

n B x dV x B x dW x
R dx R dx

dD x dX x d X x
D x

dx dx dx

n

n n

n n

� �� � �� � + � �� � �� �- � �� �� � �

� � � �+ +� � � �
� � � �

� � � �+ +� � � �
� � � �

� �� �� �+ + � �� �� �
� �� � � �

+ 12 12

2
22 22

2

2
22 22

2

22 22

2 2
2 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n Y x dD x n D x dY x
R dx R dx

n B x U x nB x dV x
R R dx

n D x X x nD x dY x
R R dx

dW x
A x X x A x

dx

I x U x I x X x

n n

n

w w

�� � � �+ �� � � �
� � � � �

� � �+ - +� � �+ � ��

� �- + � �
� �

�� �- - �� �
� � �

= - -

��

��

��

��

��

��

��

��

��

mit���������������

22 22

2
22

22 2

22 22

2
22

22 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

dB x dV x nU x dB x
dx dx R dx

nB x dU x d V x
B x

R dx dx

nX x dD x dD x dY x
R dx dx dx

nD x dX x d Y x
D x

R dx dx

nA

n
� � �� � � �-� � �� � � �+ � �� � � ��

� �� �- + � �� �
� � � �

� � � �� �- +� � � �� �
� � � �� �

� �� �- + � �� �
� � � �

+
( ) ( )

( )

22 22
22

2
12 11

2 2

11 12
2

2
11 2 2

2 32

( ) ( ) ( )
( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

x W x A x V x
A x Y x

R R

n B x dU x n B x V x
R dx R

nB x X x n D x dX x
R R dx

n D x Y x
I x V x I x Y x

R

n
n

n

w w

�
+ - �

�

� � �+ - -� � �- � ��

� �- - � �
� �

�
- = - -��

�

��

X�%9���
 [1] Koizumi M.,"Functionally gradient materials the 
concept of FGM", Ceramic Transactions, vol. 34, pp. 
3–10,1993. 
[2] Warburton G.B., Higgs J., "Natural frequencies 
of thin cantilever cylindrical shells", Journal of  
Sound and Vibration, vol. 11, pp. 335-338, 1970. 
[3] Bihmaraddi A.,"A higher order theory for free 
vibration of circular cylindricl shells" , International 
Journal of Solids and Structures, vol. 20, pp. 623-
630, 1984. 
[4] Qu Y., Chen Y., Long X., Hua H., Meng G., 
"Free and forced vibration analysis of uniform and 
stepped circular cylindrical shells using a domain 
decomposition method" , Applied Acoustics, vol. 74, 
pp. 425-439, 2013. 



  

 

mh�

���
�
&

���

&

���
��$

��+
�8

�3
���

�<
�)

-�
B

B
B

� �
��

[5] Bakhtiari nejad F., Mousavi Bideleh S.M., 
"Nonlinear free vibration analysis of prestressed 
circular cylindrical shells on the Winkler/Pasternak 
foundation", Thin -Walled Structures, vol. 53, pp. 
26-39, 2012. 
[6] Loy C.T., Lam K.Y., Reddy J. N., "Vibration of 
functionally graded cylindrical shells", International 
Journal of Mechanical Sciences, vol. 41, no. 3, pp. 
309-324, 1999. 
[7] Sheng G.G., Wong, X., "An analytical study of 
the non-linear vibrations of functionally graded 
cylindrical shells subjected to thermal and axial   
loads ", Composite Structures, vol. 97, pp. 261-268, 
2013. 
[8] Vel, S.S.,"Exact elasticity solution for the 
vibration of functionally graded anisotropic 
cylindrical shells", Composite Structures, vol. 92, pp. 
2712-2727, 2010. 
[9] Najafizadeh M.M., Isvandzibaei M. R., 
"Vibration of functionally graded cylindrical shells 
based on higher order shear deformation plate theory 
with ring support" , Acta Mechanica, vol. 191, pp. 
75-91, 2007. 
[10] Chiu W.K., Yu K.M., "Direct digital 
manufacturing of three-dimensional functionally 
graded material objects",  Computer-Aided Design, 
vol.40, pp.1080-1093, 2008 . 

[11] Sobhani Aragh B., Hedayati H., "Static 
response and free vibration of two-dimensional 
functionally graded metal/ceramic open cylindrical 
shells under various boundary conditions", Acta 
Mechanica, vol. 223, pp. 309-330, 2012. 
[12] Hedayati H., Hedayati M., Sobhani Aragh B., 
Borzabadi Farahani E.,"Two-Dimensional 
Differential Quadrature Solution for Vibration 
Characteristics of Two-Dimensional Functionally 
Graded Metal/Ceramic Open Cylindrical Shells." 
Mechanics of Advanced Materials and Structures, 
vol. 21, pp. 305-320, 2014. 
[13] Asgari M., Akhlaghi M., "Natural frequency 
analysis of 2D-FGM thick hollow cylinder based on 
three-dimensional elasticity equations",  European 
Journal of Mechanics- A/Solids, vol. 30, pp. 72-81, 
2011. 
[14] Ebrahimi M. J., and Najafizadeh M. M., "Free 
vibration analysis of two-dimensional functionally 
graded cylindrical shells", Applied Mathematical 
Modelling ,vol. 38, pp.308-324, 2014. 

 kZs�I-�� �I�2�	9�� l�L!�� ����;-�� ���$�I �.��"�<�)-�

����
&�� �
&��� ��$�� R�3��� �39��� �39��� :����  ���	
�9�  ��

/�
&M�"�
�9	�� /������ �&��.�� �"2�5�� �I)*� �)!�� �

�����������s����I8��Zo��-L4�mxtoh����	���ZogmB��

[16] Reddy J. N., "Mechanics of Laminated 
Composite Plates and Shells:Theory and Analysis", 
Second  edition, Boca Raton, CRC Press, 2004.. 
[17] Khdeir A. A., Reddy J.N., Frederick D., "study 
of bending, vibration        and buckling of cross-ply 
circular cylindrical shells with various shell 
theories", International  Journal of Engineering 
Science, vol. 27, pp. 1337-  1351,  1989.�
[18] Belman R., Kashef B.G., Casti j.,  " Deferential  
quadrature: A technique for a rapid solution of 
nonlinear partial differential equations", Journal of 
Computational Physics, vol. 10,  pp. 40-52,1972. 
[19] Bert C.W., Malik M.,  " Differential quadrature 
method in computational mechanics: a review", 
Applied Mechanics Review, vol. 49, pp.1-27, 1996. 
[20] Shu C., " Differential quadrature and its 
application in engineering", First edition, Berlin, 
Springer, 2000. 
[21] Quang J. R., Chang C.T., "New insights in 
solving distribution system equations by the 
quadrature method-II analysis", Computers  and  
Chemical Engineering, vol. 13,  pp. 779-788, 1989. 
[22] Shu C., Richards B.E., "Application of 
Generalized Differential Quadrature to Solve Two-
Dimensional Incompressible Navier-Stokes quation",  
International Journal of Numerical Methods for Heat 
& Fluid Flow, Vol.15, pp. 791-798, 1992. 

��

��

��

��

��

����

�����������

����

��

����

�����������

����

��

����

��


