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  چکیده

است. در  نانوتیر دوار ویسکوالاستیک که در بر روي یک بستر ویسکوالاستیک نیز قرار گرفته، پرداخته شده در این مقاله به بررسی جامعِ انتشار موج در یک

دقت تحلیل  مطالعه حاضر از روش غیرمحلی عمومی به جهت قابلیت آن در انعکاس رفتارهاي نرم شونده و سفت شونده مواد مختلف که نقش بسزایی در افزایش

ویت و استفاده از - تیر تیموشنکو و مدل ویسکوالاستیک سازه اي کلوین نظریهاست. براي این منظور، ابتدا با توجه به  ارد، استفاده شدهانتشار موج در یک ماده د

راي پاسترنیک استخراج گردیده و سپس به کمک روش تحلیلی نتایج عددي لازم ب- روش همیلتن، معادلات حرکت نانوتیر بر روي بستر ویسکو الاستیک وینکلر

غیرمحلی ارینگن، معادلات حرکت استخراج  نظریهغیرمحلی عمومی و برخلاف  نظریهتحلیل انتشار موج طولی، پیچشی و عرضی محاسبه شده اند. بدلیل ماهیت 

ه اي دوران نانوتیر دوار و باشد. همچنین تاثیر اثرات فاکتورهاي غیرمحلی، سرعت زاوی شده شامل دو فاکتور غیرمحلی براي تخمین صحیح رفتار انتشار موج می

  هاي انتشار انواع موج به ویژه امواج پیچشی و عرضی مورد بررسی جامع قرار گرفته است. ضرایب استهلاك سازه و بستر بر روي فرکانس

 .دوار ،ویت، نانوتیر -  کلوین، موج، غیرمحلیانتشار،  :کلیدي هاي واژه

  

  

Wave Propagation Analysis in Kelvin-Voigt Visco-Elastic Rotating Nano-Beams Using 
General Nonlocal Elasticity Resting on Elastic Foundation 

  

Faculty of Mechanical Engineering, Urmia University of Technology, Urmia, Iran  A. Rahmani 
 
Abstract  
In this work, a comprehensive wave propagation analysis is performed on rotating viscoelastic nanobeams resting on viscoelastic 
Winkler-Pasternak foundations. Here, a novel non-classical mechanical model is developed to describe accurate wave propagation 
behavior for viscoelastic nanobeams. In fact, to capture both hardening and softening behaviors of materials during wave 
propagation, general nonlocal theory (GNT) is applied to establish the governing motion of equations. Unlike Eringen’s nonlocal 
theory, general nonlocal theory employs two different nonlocal parameters refers to normal and shear strains. Also, Kelvin-Voigt 
model along with Timoshenko beam theory are considered to extract the equations and analytical solution is employed to make the 
results. The results are obtained for longitudinal (LA), torsional (TO) and transverse (TA) types of wave propagations. Moreover, the 
effects of nonlocal parameters, Kelvin-Voigt damping, foundation damping, Winkler-Pasternak coefficients and rotating velocity are 
illustrated and discussed in details especially for TO and TA types of wave propagation. The results show the effect of each of the 
mentioned parameters on the frequency for all types of wave propagation. 

Keywords: Wave, Propagation, Nonlocal, Kelvin-Voigt, Nano-Beam, Rotating 
 

 

  مقدمه - 1

ها در ابعاد میکرو و نانو بدلیل  هاي اخیر کاربرد سازه در سال

هاي منحصربفرد آنها از نظر خواص مکانیکی، حرارتی و  ویژگی

الکتریکی، توسعه زیادي یافته است. ازاینرو تحلیل رفتارهاي مکانیکی 

به  ]2و 1[ ارتعاشاتانتشار موج و این ریزساختارها از جمله مطالعه 

بی به اطمینان و ایمنی بالا در طراحی، ساخت و کاربرد جهت دستیا

از طرف دیگر و  باشد. ناپذیر می ها بسیار ضروري و اجتناب این نوع سازه

هاي الاستیسیته کلاسیک در عدم توجه به اثرات  نظریهباتوجه به ضعف 

اصلاح  کوپلهاي الاستیسیته نوین مانند تنش  نظریهمقایس کوچک، 

غیرمحلی ارینگن ، گرادیان کرنش  نظریهنش، شده ، گرادیان کر

غیرمحلی و ... جهت تحلیل رفتار مکانیکی  کوپلغیرمحلی ، تنش 

ها ارائه گردیده و مورد توجه و استفاده پژوهشگران متعددي  ریزسازه

  قرار گرفته است.

تنش کوپل اصلاح  نظریهبا استفاده از  ]3[ کوکاتورك و آکباس

نولی به بررسی انتشار موج در یک نانوتیر بر –شده و مدل تیر اویلر 

انتشار موج در یک نانوتیر تابعی ] 4[ پرداختند. ابراهیمی و همکاران

گرادیان کرنشی و مدل  نظریهمدرج را مورد بررسی قرار دادند. آنها از 

مرتبه بالاتر تیر به همراه توجه به اثرات حرارتی استفاده نمودند. لی و 

الاستیسیته گرادیان کرنشی غیرمحلی و  ظریهنبه کمک ] 5[ همکاران

برنولی انتشار موج در یک نانوتیر تابعی مدرج را تحلیل  –مدل تیر اویلر 

انتشار موج در یک نانوتیر تیموشنکو ] 6[ نمودند. ما و همکاران

هوشمند را به کمک روش غیرمحلی ارینگن مطالعه کردند. خورشیدي 

رضی) در یک نانوتیر مرتبه بالا به انتشار موج خمشی (ع] 7[ و شریعتی

 تنش کوپل اصلاح شده را مورد توجه قرار دادند. کیانی نظریهکمک 

ارینگن  و مدل مرتبه بالاتر تیر، انتشار موج  نظریهبا استفاده از ] 8[

عرضی در یک نانولوله کربنی تک جداره را که تحت تاثیر یک میدان 

] 9[ د. ابراهیمی و حقیمغناطیسی طولی قرار داشت را بررسی نمو

تحلیل انتشار موج در یک نانوتیر دوار تابعی مدرج که تحت تاثیر اثرات 

حرارتی نیز قرار داشت را با استفاده از الاستیسیته گرادیان کرنشی 

با استفاده از روش ] 10[ دباغغیرمحلی گزارش نمودند. ابراهیمی و 

انتشار موج در گرادیان کرنشی غیرمحلی و مدل کیرشهف به تحلیل 

 داشت یک نانوصفحه پیزوالکتریک که برروي یک بستر الاستیک قرار

. پرداختند. آنها در تحلیل خود اثرات سطح را نیز مورد توجه قرار دادند
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 نانوساختارهايانتشار موج در پدیده ] 11[ و همکاران یمیابراه

ت . آنها اثرارا بررسی نمودند متشکل از مواد تابعی مدرجمتخلخل 

در مواد متخلخل را در  یو چگال ضریب الاستیسیته نیب شدگی جفت

استفاده  الاستیسیته گرادیان کرنشی غیرمحلی نظریهاز  ه ونظر گرفت

به کمک الاستیسیته گرادیان کرنشی ] 12[ و همکاران یرمک .نمودند

مواد نانو متخلخل ساخته شده از  يها انتشار موج در پوسته غیرمحلی

در انتشار موج ] 13[ و همکاران یمعصوما بررسی نمودند. تابعی مدرج ر

گرادیان کرنشی  نظریهرا با استفاده از  کیزوالکتریپ نانوتیرهاي

موج  یپراکندگ مطالعه کرده و روش تیر رِديو مدل  غیرمحلی

مطالعه به ] 14[ انگیو ل وانگبکاربردند.  جینتا افتنی يرا برا کیهارمون

 هاي فومساخته شده از تیرهاي نانو ر موج درو انتشا یرفتار پراکندگ

و بررسی  استخراج معادلات ينانو متخلخل پرداختند. آنها برا يفلز

 ریت يها و مدلی ارینگن محلریغ الاستیسیته نظریهاز  رفتار انتشار موج

به ] 15[ ذنکور   صبحی و  .نمودنداستفاده  موشنکویتتیر و  یبرنول- لریاو

در صفحات موج انتشار  ان کرنشی غیرمحلیکمک الاستیسیته گرادی

را مطالعه  نکلریو کیالاست طیدر مح هیدو لا تابعی مدرجنانو متخلخل 

تحلیل انتشار موج در نانوتیرهاي به ] 16[ و همکاران یآرانکردند. 

غیرمحلی ارینگن و  نظریهپرداخته و از  تابعی مدرج در بستر الاستیک

هاي پسماند در  ن اثرات سطح و تنشمدل تیرتیموشنکو و با درنظرگرفت

 نظریهبا استفاده از ] 17[ و دباغ یمیابراه. استفاده نمودندسازه، 

 هیدو لا در نانوورقانتشار موج  به مطالعه گرادیان کرنشی غیرمحلی

انتشار ] 18[ کائو و وانگ .پرداختند کیسکوالاستیو بر روي بسترگرافن 

را با  نیانتقال دهنده پروتئ کیستسکوالایو يدیپیل يموج در نانولوله ها

گرادیان کرنشی غیرمحلی و مدل ریلی، ارزیابی  نظریهاستفاده از 

 نظریهبراي اولین بار با استفاده از ] 19[ نمودند.  فاروقی و همکاران

الاستیسیته غیرمحلی عمومی و مدل تیر رِدي به بررسی جامع انتشار 

نوتیر دوار مدرج تابعی انواع موج طولی، عرضی و پیچشی در یک نا

  دوبعدي متخلخل پرداختند.

هاي انجام شده،  با بررسی ادبیات فن و توجه به پیشینه پژوهش

بخوبی واضح است که بررسی انتشار امواج در نانوساختارها عمدتا به 

هاي تنش کوپل اصلاح شده، ارینگن و گرادیان کرنش  نظریهکمک 

ه غیرمحلی عمومی علیرغم الاستیسیت نظریهغیرمحلی انجام شده و 

قابلیت آن در بررسی دقیق رفتار انتشار موج، هنوز بصورت گسترده 

مورد استفاده قرار نگرفته است ازاینرو در این مقاله براي بررسی انتشار 

الاستیسیته غیرمحلی استفاده شده است.  نظریهموج در نانوتیر دوار از 

نده یک مطالعه جامع در همچنین براي اولین بار تحقیق حاضر دربرگیر

و  (TO)، پیچشی (LA)مورد بررسی همزمان انتشار سه نوع موج طولی 

ویت  –در یک نانوتیر دوار ویسکوالاستیک کلوین  (TA)عرضی 

باشد. مطالعه همزمان اثرات ویسکوالاستیک تیر، ویسکوالاستیک  می

بر رفتار دوران نانوتیر همراه با بررسی تاثیر دو فاکتور غیرمحلی  و بستر

 انتشار امواج بر جامعیت و نوآوري تحقیق حاضر افزوده است.
   

  معادلات حرکت حاکم بر مساله - 2

در این بخش با استفاده از رابطه همیلتن به استخراج معادلات 

حرکت حاکم بر مساله خواهیم پرداخت. براي این منظور نانوتیر دوار 

و الاستیک وینکلر ) که بر روي بستر ویسک1نشان داده شده در شکل (

تیر  نظریهقرار دارد، براساس  (Winkler-Pasternak)پاسترنیک  –

میدان هاي جابجایی در امتداد محورهاي مختصات و تیموشنکو مدل 

 اند: بصورت زیر ارائه شده

)1(  
1

2

3

u (x, t) u(x, t) z (x, t)

u (x, t) 0

u (x, t) w(x, t)

  





  

که در آن 
1 2 3(u , u , u )u   به ترتیب میدان هاي جابجایی در

x)راستاي محورهاي , y, z) باشند. همچنین توابع می 

u (x, t)وw (x , t دان جابجایی در راستاي اي میه به ترتیب مولفه (

,x)و zو xمحورهاي t) باشد. نیز دوران سطح مقطع تیر می  

 

ویت بر روي بستر  –شماتیک نانوتیر دوار کلوین  -1شکل 

  ویسکوالاستیک

  

نانوتیر نیز بصورت زیر  xzبرشی  و xxهاي محوري  کرنش

  شود: محاسبه می

)2(  

1
xx

31
xz xz

u u
z

x x x

uu w
2

z x x

  
   

  

 
      

  

  

، s)، انرژي کرنشی، 2با توجه به معادلات کرنش در رابطه (

  آید: نانوتیر مورد بررسی بصورت زیر بدست می

)3(  

L
s xx xx xz xz0

A

L
xx xx xy0

( ) dAdx

u w
N M N ( ) dx

x x x

      

   
       

 



  

  ه در آن:ک

)4(  

xx xx

A

xx xx

A

xy xy

A

N dA

M z dA

N dA

 

 

 







  

  ، برابر است با:kنانوتیر،  همچنین انرژي جنبشی

)5(  

L 2 2 231 2
k 0

A

2
0 1L

0 2 2
2 0

uu u1
( ) ( ) ( ) dAdx

2 t t t

u u
m ( ) 2m ( )( )

1 t t t
dx

w2
m ( ) m ( )

t t

  
        

   
    

  
  

   

 



  

  با استفاده از حساب تغییرات و اصل همیلتن، داریم:

)6(   
t2

s k wt1
H dt 0        

باشد. با  کار نیروهاي خارجی اعمالی بر نانوتیر می wکه در آن، 

  توان نوشت: اعمال حساب تغییرات می

)7(  

L xyxx xx
s xy0

NN M
u ( N ) w dx

x x x

  
         

   

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)8(  

2 2

0 12 2L
k 0 2 2 2

2 1 02 2 2

u
(m m ) u

t t
dx

u w
(m m ) (m ) w

t t t

   
   

  
    

      
    



  

)9(  
w d

L
w 20

p 2

w
q k w k

t
w f u dx

w w
k (T(x) )

x xx

   
           

    
  
    

  

dدر روابطه فوق، p wf ,q, k , k , k  به ترتیب ضریب وینکلر، ضریب

ک، ضریب میرایی بستر، نیروي عرضی و نیروي محوري وارده پاسترنی

مرکز ناشی از  جانبنیز نیروي  T(x)باشند. همچنین  بر نانوتیر می

 :]20[ دشو زیر محاسبه می رابطهباشد که طبق  دوران نانوتیر می

)10(  
L h/2 2
x h/2

T(x) b x dz dx


     

و با سرعت ثابت xyر در صفحه دوران تی، ) 1با توجه به شکل (

 حول محورz .همچنین داریم: صورت می پذیرد  

)11(  
i

i

A

m z dA (i 0,1, 2)    

)، معادلات حرکت بصورت 6) در رابطه (9(- )7با جایگذاري روابط (

  آید: زیر بدست می

  لف)ا- 12(
2

xx
0 2

N u
u : f m 0

x t

 
    

 
  

  ب)- 12(
2

xx
xy 2 2

M
: N m 0

x t

  
   

 
  

  ج)- 12(

2
xy

w d p 2

2

0 2

N w w
w : q k w k k

x t x

w w
(T(x) ) m 0

x x t

  
      

  

  
 

  

  

  

 الاستیسیته غیرمحلی عمومی نظریه - 3

الاستیسیته غیرمحلی عمومی براي اولین بار توسط شعات و  نظریه

و براساس تفاوت بین کرنش هاي محوري و برشی ] 22و  21[ همکاران

هاي غیرمحلی ارائه گردید. شعات و همکاران با معرفی نظریه  داندر می

غیرمحلی عمومی، علاوه براینکه بینش جدیدي در کاربرد نظریه 

غیرمحلی ارینگن ارائه نمودند، نشان دادند که الاستیسیته غیرمحلی 

ارینگن قادر به توصیف همزمان انتشار موج برشی (عرضی) و طولی در 

نظریه ، د. از اینرو، آنها جهت رفع این کاستیباش مواد مختلف نمی

غیرمحلی عمومی را معرفی نمودند که قابلیت انعکاس رفتارهاي نرم 

 نظریهباشد. بر این اساس، بهترین  شونده و سفت شونده ماده را دارا می

غیرمحلی عمومی  نظریهبراي تحلیل انتشار موج در مواد مختلف، 

 .]21[ است استفاده شدهباشد که در این مقاله از آن  می

غیرمحلی ارینگن که از یک ضریب پارامتر  نظریهبرخلاف 

غیرمحلی  نظریهکند، در  غیرمحلی براي بررسی اثر اندازه استفاده می

 نظریهشود. بر اساس  عمومی از دو ضریب پارامتر غیرمحلی استفاده می

، بر ijالاستیسیته غیرمحلی عمومی، رابطه تانسور تنش غیرمحلی

  :]22[ گردد حسب کرنش ها بصورت زیر بیان می

)13(  
2 2 2

1 2 ij 2 rr ij

2
1 ij

(1 )(1 ) ( ) (1 ) ( )

2 (1 ) ( )

              

    

x x

x
 

2که در آن،  1,   ،ضرایب پارامتر غیرمحلی,   ضرایب

2دلتاي کرانیکر و  ijتانسور کرنش، ijلامه، 2 2/ x    

) را بصورت زیر 13توان معادله ( باشد. براي نانوتیر تیموشنکو می می

  بازنویسی کرد:

  الف)- 14(
2 2 2(1 )(1 ) (1 )1 2 xx 2 xx

22 (1 )1 xx

          

   
 

2  ب)- 14( 2 2
1 2 xy 1 xy(1 )(1 ) 2 (1 )              

بنابراین جهت تعیین معادلات حرکت نانوتیر دوار به روش 

)، 14) و (4)، (2سیته غیرمحلی عمومی و باتوجه به معادلات (الاستی

  توان نوشت: می

  الف)- 15(

2 2 2
1 2 xx 2

2
0 1 1 0 1

(1 )(1 )N (1 )

u u
A A 2(1 ) B B

x x x x

       

      
              

  

  ب)- 15(

2 2 2
1 2 xx 2

2
1 2 1 0 1

(1 )(1 )M (1 )

u u
A A 2(1 ) B B

x x x x

         

      
             

  

2  ج)- 15( 2 2
1 2 xy 0 1

w
(1 )(1 )N 2B (1 )

x

 
            

  

  که در آن:

  الف)- 16(
2

0 1 2

A

(A , A , A ) (1, z, z ) dA   

  ب)- 16(
2

0 1 2 s

A

(B , B , B ) (1, z, z ) dA    

ضریب تصحیح سطح مقطع در مدل تیر  sدر رابطه فوق 

/5باشد که براي سطح مقطع مستطیلی برابر  تیموشنکو می است.  6

) و توجه به 12غیرمحلی عمومی به معادلات ( نظریهاکنون با اعمال 

بستر  بر روير دوار توان معادلات حرکت نانوتی )، می15معادلات (

 )17روابط (ویسکو الاستیک را برحسب میدان هاي جابجایی، بصورت 

1. نکته قابل توجه این است که اگر استخراج نمود 2   درنظر گرفته

غیرمحلی ارینگن تبدیل خواهد  نظریهغیرمحلی عمومی به  نظریهشود، 

   .]22شد [

  الف)- 17(

2 4

0 0 2 0 1 02 4

2 4

1 1 2 1 1 12 4

2 4 6

0 1 2 1 22 2 2 4 2

u u
u : ( A 2B ) ( A 2 B )

x x

( A 2B ) ( A 2 B )
x x

u u u
m ( )

t x t x t

 
      

 

   
     

 

   
       
      

  

  ب)- 17(

2 4

1 1 2 1 1 12 4

2

0 2 2 1 0 2

4

2 2 1 2 04

2 4

1 23 2 2 2

1 0 23 6

1 2 4 2

u u
: ( A 2B ) ( A 2 B )

x x

B ( A 2B B )
x

w
( A 2 B ) B

xx

( )
w t x t

B m
x

x t

 
      

 

 
    



  
    



    
    

    
    

     
  
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  ج)- 17(

 
3

0 1 0 1 2 p3

6 5

1 26 5

4
1 0 1 2

4p 1 2 w

3

1 2 3

0 p

2

1 2 w 2

4

1 2 4

w : B B k T(x)
x x

w T(x) w

xx x

B ( ) w

(T(x) k ) k x

T(x) w
( )

x x

T(x) B k

T(x)
( )(k )

x

T(x)
( )

x

  
      

 

   
    

  

      
       

  
    

  

 
   
 
 

     
 
 
 
 

 

2

2

3

1 2 3

3

1 2 2

w d 5

1 2 4

2 4

1 22 2 2

0 6

1 2 4 2

w

x

T(x) T(x) w
( )( )

x xx

w w
( )

t x t
k w k

w

x t

w w
( )

t x t
m

w

x t








   
     
   

  
     
  

  
   
  

  
     
   

  
   
  

  

  

 ویت- الاستیک کلوین مدل نانوتیر ویسکو - 4

هاي ویسکوالاستیک، خواص  ویت براي سازه- اساس مدل کلوین بر

باشد. از اینرو در مدل  مکانیکی مواد وابسته به تغییرات زمان می

,ه ویت، ضرایب لام- کلوین   براي مواد ویسکوالاستیک بصورت زیر

 شوند: معرفی می

visco  الف)- 18( elastic d1 C
t


 

    
 

 

visco  ب)- 18( elastic d1 C
t


 

    
 

 

/اي و  ضریب دمپینگ سازه dCکه در آن  t   مشتق پارامتر

- باشد. لذا رابطه تنش و کرنش براساس مدل کلوین مان مینسبت به ز

  ویت بصورت زیر بیان می گردد:

)19(  ij d rr ij ij( ) 1 C ( ) 2 ( )
t

             
x x x  

هاي  سازي  ) و توجه به ساده3باجاگذاري معادله فوق در رابطه (

الاستیسیته غیرمحلی عمومی،  نظریهانجام شده و نیز استفاده از 

دوار روي بستر ویسکوالاستیک، براساس معادلات حرکت براي نانوتیر 

هاي جابجایی بصورت زیر بدست  ویت و برحسب میدان- مدل کلوین

  آید: می

  الف)- 20(
d u

2 4 6

0 1 2 1 22 2 2 4 2

u : 1 C
t

u u u
m ( )

t x t x t

 
    

 

   
       
      

  

  ب)- 20(
d

2 4 6

0 1 2 1 22 2 2 4 2

: 1 C
t

m ( )
t x t x t


 

    
 

      
       
      

  

  ج)- 20(

 

 

6

d w 1 2 p 6

5

1 2 5

4

1 2 p 1 2 w 4

3

1 2 3

p

2 2

1 2 w2 2

4

1 2 4

w
w : 1 C k T(x)

t x

T(x) w

x x

w
( )(T(x) k ) k

x

T(x) w
( )

x x

T(x) k

T(x) w
( )( k )

x x

T(x)
( )

x

T(x)
(

x

  
        

  

  
   

  


       



  
    

  

 
  
 
 

       
  
 
 
  

 


 



3

1 2 3

3

1 2 2

w d 5

1 2 4

2 4

1 22 2 2

0 6

1 2 4 2

T(x) w
)( )

xx

w w
( )

t x t
k w k

w

x t

w w
( )

t x t
m

w

x t

  
   
   

  
     
  

  
   
  

  
     
   

  
   
  

  

  در روابط فوق داریم:

  الف)- 21(

2 4

u 0 0 2 0 1 02 4

2 4

1 1 2 1 1 12 4

u u
( A 2B ) ( A 2 B )

x x

(A 2B ) ( A 2 B )
x x

 
       

 

   
    

 

  

  ب)- 21(

2 4

1 1 2 1 1 12 4

2

0 2 2 1 0 2

4 3

2 2 1 2 0 1 04 3

u u
( A 2B ) ( A 2 B )

x x

B ( A 2B B )
x

w w
( A 2 B ) B B

xx x


 

       
 

 
    



   
     

 

  

  ج)- 21(
3 4 2

w 0 1 0 1 0 03 4 2

w w
B B B B

x x x x

    
      

   
  

  

  حل معادلات به روش تحلیلی - 5

در این بخش حل تحلیلی مساله انتشار موج در نانوتیر دوار مدل 

ج) - 21الف) تا (- 21ویت که معادلات حرکت آن در روابط (- کلوین

باتوجه به روش حل شود. به این منظور و  بدست آمد، ارائه می

هاي جابجایی انتشار موج بصورت زیر در  هارمونیک انتشار موج، میدان

 شوند: نظر گرفته می

)22(  
 
 
 

0

0

0

u(x, t) u exp i(Kx t)

(x, t) exp i(Kx t)

w(x, t) w exp i(Kx t)

  

   

  

  

به ترتیب فرکانس انتشار موج و عدد موج،  K,که در آن 

i 1  0و 0 0(u , , w ) X باشند. با  نیز بردار دامنه موج می

)، مساله بررسی انتشار موج به 20) در معادلات (22جاگذاري رابطه (

  گردد: یک مساله مقدار ویژه با معادله مشخصه زیر تبدیل می

)23(   2 0  K C M X  

,در رابطه فوق،  ,C K M 3هاي به ترتیب ماتریس 3  ،جرم

هاي حاصل از  از چینش صحیح المان که سختی و دمپینگ می باشند
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آیند. فرم استاندارد  ) بدست می20) در معادلات (22جاگذاري معادله (

است که با  ) بصورت زیر ارائه شده23مساله مقدار ویژه براي معادله (

هاي انتشار موج  سبرابر صفر قراردادن دترمینان ماتریس ضرایب، فرکان

  :]20[ گردد طولی، عرضی و پیچشی به راحتی محاسبه می

)24(  
1 1          

      
         

X XM C M K

X XI 0

 
  

  

  نتایج و بحث - 6

هاي انتشار انواع  در این بخش نتایج عددي مربوط به فرکانس

است. از اینرو،  مختلف موج در نانوتیر ویسکوالاستیک دوار ارائه شده

و بر اساس مدل و روش حل پیشنهاد  ابتدا براي صحه سنجی نتایج

و موج عرضی  (LA)هاي انتشار موج طولی  شده در این مقاله، فرکانس

(TA)  براي مادهBaO  بدست آمده و با نتایج ارائه شده  2مطابق شکل

مقایسه گردیده است که حاکی از دقت مدل و صحت ] 22[ در مرجع

  باشد.  روش تحلیل ارائه شده در این تحقیق می

  

  پارامترهاي مکانیکی، فیزیکی و هندسی نانوتیر مورد مطالعه - 1جدول 

(G P a ) (G P a ) 
3(kg/m )

 
a (nm ) 

6 1(10 C )  

 

25  78 8960 3597/0 7/16 

2
1(nm )

 

2
2 (nm )

 
h (n m ) b (n m ) L ( n m ) 

2a17/0 2a03/0 2 4 15 

 
در این مقاله جهت استخراج نتایج و بررسی تاثیر هرکدام از 

پارامترهاي مکانیکی و فیزیکی ارائه شده براي  ، ازآنپارامترهاي لازم بر 

است. این  ] استفاده شده22و  21مطابق مراجع [ (Cu)عنصر مس 

مشخص  1همراه مشخصات هندسی نانو تیر دوار در جدول  پارامترها به

عدد موج از مقدار صفر تا  ،اینکه براي استخراج نتایج اند. نکته مهم شده

maxK] برابر 22جع [حداکثر مقدار آن که مطابق مر 2 / a   است

تقریبا  (Cu) مس تغییر داده شده است که این مقدار براي

10 1
maxK 1.75 10 (nm )  .می باشد  

  

 
 ]22مقایسه نتایج حاصل از روش ارائه شده با مرجع [ - 2شکل 

  

ازآنجائیکه در روش الاستیسیته غیرمحلی عمومی از دو ضریب 

2 غیرمحلی 1,  شود،  براي بررسی رفتار سازه در ابعاد نانو استفاده می

2تاثیر تغییرات این دو ضریب غیرمحلی  3از اینرو در شکل  1,   بر

است.  فرکانس انتشار امواج طولی، پیچشی و عرضی نشان داده شده

ثابت در نظر گرفته شده و نسبت  1براي استخراج نتایج، مقدار 

1 2( / )   تغییر  2و  5/1، 1، 5/0، 1/0در پنج گام و به ترتیب برابر

  اند. داده شده
  

 

 

 
2تاثیر پارامترهاي غیرمحلی  - 3شکل  1,  انتشار  بر فرکانس

لف) موج پیچشی     ب) موج طولی     ا  امواج در نانوتیر دوار

dج)موج عرض w p d b(c k k k 0)      

  

، طولی (TO)نتایج براي فرکانس انتشار هر سه نوع موج پیچشی 

(LA)   و عرضی(TA) ج بیان - 3ب و - 3الف، - 3هاي  به ترتیب در شکل

باشد که با  آمده کاملا مشخص می اند. با توجه به نتایج بدست گردیده

1یش نسبت افزا 2( / )   2که به مفهوم کاهش مقدار است، مقدار

فرکانس متناظر براي انتشار هر سه نوع موج بدلیل افزایش سختی 

1نانوتیر دوار، افزایش می یابد. در حقیقت افزایش 2( / )   بدلیل

باعث سخت تر شدن نانو تیر و به تبع آن عامل افزایش 2کاهش

فرکانس هر سه نوع موج در نانوتیر می باشد. نکته مهم دیگر این است 

1که نتایج ارائه شده به ازاء 2    همان نتایج بدست 3در شکل ،

 3باشد. با توجه به نتایج شکل  آمده از روش غیرمحلی ارینگن می

 (الف)

 )ب(

 )ج(
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، (Au)، طلا (Cu)توان نتیجه گیري نمود که براي موادي مانند مس  یم

1ها که در آن …و  (Si)، سیلسیم (Pt)پلاتین  2   باشد استفاده  می

از روش الاستیسیته غیرمحلی ارینگن در تحلیل رفتار مکانیکی سازه 

هد شد. البته ها منجر به بروز خطاي قابل توجه خوا ساخته شده از آن

 نظریه] بصورت تجربی نیز اثبات شده است که کاربرد 22در مرجع [

ارینگن براي مواد ذکر شده از دقت و صحت کافی برخودار نبوده و براي 

غیرمحلی عمومی استفاده  نظریهتحلیل رفتار مکانیکی این مواد باید از 

و  TOو براي فرکانس انتشار امواج  4نمود. این مساله مشخصا در شکل 

LA  در نانو تیر دوار که براي نمونه از دو ماده مختلف طلا(Au)  و

مقادیر  2است. جدول  در نظر گرفته شده، بیان گردیده (Pt)پلاتین 

2ضرایب غیرمحلی  1,  ي دو ماده طلا را برا(Au)  و پلاتین(Pt)  که

] و بصورت تجربی بدست آمده است را 22توسط شعُات و عبدالکیف [

  دهد.  نشان می

کاملا مشهود است که نتایج براي فرکانس انتشار امواج  4در شکل 

LA  وTO  که با روش غیرمحلی عمومی(GNT) آمده با نتایج  بدست

باشد و موید  متفاوت می (ENT)آمده از روش غیرمحلی ارینگن  بدست

آنست که بکار بردن روش غیرمحلی ارینگن از دقت کافی برخوردار 

1نیست و فقط در مواد با 2   تواند استفاده شود. می  

 
2ضرایب غیرمحلی  -  2جدول  1,   را براي دو ماده طلا و پلاتین  

 اپارامتره  پلاتین طلا

4079/0  3912/0  a (nm )  

2a14/0  2a13/0  2
1(nm )  

2a179/0  2a018/0  2
2 (nm )  

  

گن حالت خاصی از روش بعبارت دیگر روش غیرمحلی ارین

باشد. از اینرو استفاده از روش غیرمحلی عمومی  غیرمحلی عمومی می

ها از دقت بالاتري نسبت به روش  در تحلیل رفتار مکانیکی نانوسازه

غیرمحلی ارینگن برخوردار بوده و در این مقاله مورد توجه قرار 

  است. گرفته

ویت، بر  –وین تاثیر تغییرات ضریب استهلاك سازه اي کل 5شکل 

روي فرکانس انتشار هر سه نوع موج طولی، پیچشی و عرضی را نشان 

d(cویت –دهد. با افزایش ضریب استهلاك سازه اي کلوین  می ) 

فرکانس انتشار هر سه نوع موج در نانوتیر ویسکوالاستیک کاهش یافته 

توان نتیجه  یگر میرسد. بعبارت د و با افزایش عدد موج به صفر می

ویت و به ازاء مقادیر بیشتر از  –گرفت که با افزایش ضریب کلوین 

maxKمقدار معینی از  / K نانوتیر  ، انتشار هر سه نوع موج در

ویسکوالاستیک متوقف شده و هیچ موجی در نانوتیر ویسکوالاستیک 

لازم براي انتشار موج در قابلیت انتشار نخواهد داشت. از آنجائیکه شرط 

و  dcیک محیط وجود خواص الاستیک در آن محیط است، با افزایش

در  LAبه ازاء اعداد موج بزرگتر از یک مقدار معین (براي مثال در موج 

dcبه ازاء  Cuعنصر  0.15  وmaxK / K 0.2 انتشار موج و (

بعبارتی انتقال انرژي درون سازه بدلیل وجود تلفات هیسترزیک متوقف 

به این معنی است که نانوتیر  dcمی شود. در حقیقت افزایش

ویسکوالاستیک تغییر کشسان خود را بصورت اتلاف انرژي نشان می 

ه ازاء دهدکه عامل اصلی عدم انتشار موج در نانوتیر ویسکوالاستیک و ب

  مقادیر معینی از عدد موج می باشد.

 

 

 

  
 (GNT)مقایسه نتایج حاصل از روش غیرمحلی عمومی   – 4شکل 

 Ptو  Auبراي دو ماده  (ENT)و روش غیرمحلی ارینگن 

 d w p d b(c k k k 0)      

 
نکته مهم دیگر این است که توقف انتشار موج در نانوتیر 

ویت براي موج پیچشی در مقادیر کمتر عدد  –ین ویسکوالاستیک کلو

موج نسبت به دو نوع موج دیگر اتفاق خواهد افتاد. همچنین توقف 

 پیوندد. انتشار موج عرضی نیز در مقادیر بیشتر عدد موج به وقوع می

  

 (الف)

 )ب(

 )ج(

 )د(
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ویت بر  –تغییرات ضریب استهلاك سازه اي کلوین  تاثیر - 5شکل 

 لی، پیچشی و عرضیفرکانس انتشار موج طو

w p d b(k k k 0)     

  

پاسترنیک بر  –تاثیر پارامترهاي بستر ویسکو الاستیک وینکلر 

نشان داده شده  8تا  6هاي  هاي انتشار انواع موج در شکل روي فرکانس

 –است. از آنجاییکه پارامترهاي بستر ویسکو الاستیک وینکلر 

طولی اثر قابل توجهی ندارد لذا  پاسترنیک بر روي فرکانس انتشار موج

نتایج فقط براي امواج پیچشی و عرضی ارائه  ،8تا  6هاي  در شکل

و با افزایش ضریب استهلاك  6اند. با توجه به شکل  شده

ویسکوالاستیک بستر، انتشار امواج پیچشی و عرضی تا مقدار مشخصی 

maxKافتدد یعنی به ازاء  از عدد موج به تعویق می / K   کوچکتر، موج

پیچشی و عرضی قابلیت انتشار در نانوتیر را ندارد ولی با افزایش 

maxK / K موج عرضی بصورت تدریجی ولی موج پیچشی بصورت ،

دفعتا شروع به انتشار می کنند. در حقیقت وجود استهلاك 

از عدد موج، ویسکوالاستیک در بستر نانوتیر و تا مقدار مشخصی 

بصورت یک عامل بازدارنده در برابر انتشار امواج پیچشی و عرضی عمل 

maxKمی نماید و به این دلیل است که انرژي موج در مقادیر  / K هاي

کوچکتر، توانایی غلبه بر انرژي استهلاکی بستر جهت انتشار در سازه را 

  ندارد.

  

 

 
ات ضریب استهلاك ویسکوالاستیک بستر بر تاثیر تغییر – 6شکل 

فرکانس انتشار موج پیچشی و 

dعرضی w p b(c k k 0)     

  

نیز تاثیر ضریب وینکلر بستر بر روي فرکانس انتشار موج  7شکل 

توان نتیجه  دهد. با توجه به شکل می پیچشی و عرضی را نشان می

فتن سختی، باعث گرفت که افزایش مقدار ضریب وینکلر بدلیل بالار

شود. البته در مورد  افزایش فرکانس انتشار موج پیچشی و عرضی می

باشد که با افزایش عدد موج، تاثیر  موج پیچشی کاملا مشهود می

تغییرات ضریب وینکلر کاهش یافته و به ازاء اعداد موج بالاتر تاثیر آن 

  رود. از بین می

بستر بر فرکانس نتایج مربوط به بررسی تاثیر ضریب پاسترنیک 

نشان داده شده است. با  8امواج پیچشی و عرضی نانوتیر دوار در شکل 

توان مشخص نمود که افزایش ضریب پاسترنیک تاثیر  توجه به شکل می

محسوسی بر روي فرکانس موج پیچشی ندارد اما بدلیل افزایش سختی 

افزایش  شود. البته با نانوتیر باعث افزایش فرکانس انتشار موج عرضی می

عدد موج، تاثیر ضریب پاسترنیک بر فرکانس انتشار موج عرضی بیشتر 

  شود.  نمایان می

تاثیر تغییرات سرعت دورانی نانوتیر دوار  11تا  9هاي  شکل

b( ) دهد.  هاي انتشار امواج پیچشی و عرضی را نشان می بر فرکانس

Tمقدار  )10از آنجائیکه با توجه به رابطه ( ( x تابع موقعیت  (

و  xباشد، لذا در استخراج نتایج باید مقدار از طول تیر می xمکانی

هاي  فرکانس 9در شکل  محل مکانی موج نیز مورد توجه قرار گیرد.

در موقعیت  انتشار موج پیچشی و عرضی برحسب عدد موج و

xمکانی 0.25L اند. رسم شده  

 (الف)

 )ب(

 )ج(

 (الف)

 )ب(



 

 
326  

ن
یه

شر
 

دس
هن

م
 ی

کان
م

ی
 ک

یز
بر

ه ت
گا

ش
دان

، 
ه پ

ار
شم

اپی
 ی

10
0

د 
جل

 ،
52

ه 
ار

شم
 ،

3 ،
یز

پای
 ،

14
01

ه 
ح

صف
 ،

31
9

 -
32

8
  

– 
ل

ام
 ک

ی
ش

وه
پژ

  -  
مان

ح
 ر

ش
آر

 ی
ضا

ر
هیی

 

  

 

 
تاثیر تغییرات ضریب وینکلر بستر بر فرکانس انتشار  – 7شکل 

dموج پیچشی و عرضی p d b(c k k 0)     
  

bبراي این منظور سرعت دورانی نانوتیر دوار از  0   تا

b 0.3THz    گام تغییر داده شده است. با توجه به نتایج،  5و در

که با افزایش سرعت دورانی نانوتیر دوار، نیروي  باشد کاملا مشهود می

جانب مرکز ناشی از آن که همواره بصورت نیروي کششی بر نانوتیر 

عمل می کند افزایش یافته و در نتیجه باعث افزایش سختی معادل 

فرکانس انتشار امواج پیچشی و عرضی با ی گردد. لذا نانوتیر دوار م

  افزایش سرعت دورانی نانوتیر دوار افزایش می یابد.

هاي موج  تاثیر سرعت دورانی نانوتیر دوار بر روي فرکانس 10شکل 

پیچشی و عرضی را برحسب موقعیت مکانی موج در طول نانوتیر ارائه 

انتشار موج پیچشی و هاي  میدهد. نتایج نشان می دهند که فرکانس

عرضی در ابتداي نانوتیر دوار بیشترین مقدار را داشته و با حرکت موج 

شود. نکته حایز اهمیت  در طول نانوتیر دوار از مقدار آن کاسته می

اینکه با نزدیک شدن امواج پیچشی و عرضی به انتهاي نانوتیر دوار، 

پیچشی و عرضی  هاي موج تاثیر سرعت دورانی نانوتیر دوار بر فرکانس

تدریجا از بین می رود و علت آن اینست که در ابتداي نانوتیر مقدار 

نیروي کششی جانب مرکز ناشی از دوران نانوتیر حداکثر بوده و با 

افزایش طول تیر از این مقدار کاسته می شود و نهایتا در انتهاي نانوتیر 

وران مقدار این نیروي کششی صفر می باشد. در حقیقت در اثر د

نانوتیر، سختی معادل در ابتداي نانوتیر بیشترین مقدار و در انتهاي آن 

  کمترین مقدار است. 

تاثیر سرعت دورانی نانوتیر دوار بر فرکانس انتشار  11در شکل 

نقطه متفاوت از موقعیت مکانی تیر و در  5موج پیچشی و عرضی در 

دهد  می الف) نشان- 11شکل (رسم شده است.  K=0.5Kmaxعدد موج 

که افزایش سرعت دورانی نانوتیر دوار باعث افزایش فرکانس انتشار موج 

هاي دورانی  گردد. البته این افزایش در سرعت پیچشی در نانوتیر می

پایین داراي شیب بسیار ملایمی است ولی با افزایش سرعت دورانی 

همچنین شیبِ شود.  نانوتیر دوار، شیب افزایش فرکانس نیز تندتر می

تر می  افزایش فرکانس براي اعداد موج بیشتر، تندتر از اعداد موج پایین

تاثیر تغییرات سرعت دورانی نانوتیر دوار بر فرکانس انتشار موج  باشد.

ب) مشابه - 11عرضی برحسب سرعت دورانی نانوتیر دوار نیز در شکل (

موج پیچشی ارائه شده است. باتوجه به شکل می توان نتیجه گرفت که 

زایش سرعت دورانی نانوتیر دوار تا یک محدوده مشخصی باعث اف

افزایش فرکانس انتشار موج عرضی در نانوتیر دوار شده و براي مقادیر 

بیشتر از آن، دیگر تاثیري در فرکانس انتشار موج عرضی نخواهد داشت. 

بعبارت دیگر با افزایش سرعت دورانی نانوتیر دوار، فرکانس انتشار موج 

یک مقدار ثابت و نهایی خود همگرا خواهد شد که تابع مقدار عرضی به 

  باشد.  عدد موج نیز می
  

 

 
بستر بر فرکانس انتشار  پاسترنیکتاثیر تغییرات ضریب  – 8شکل 

dموج پیچشی و عرضی w d b(c k k 0)     

 
هاي موج  تاثیر تغییر ضخامت تیر بر روي فرکانس 12شکل 

نشان میدهد. در استخراج این نتایج طول تیر ثابت پیچشی و عرضی را 

و نسبت ضخامت به طول تیر در پنج حالت  nm 15و برابر 

L / h 4, 6,8,10,12  ،در نظر گرفته شده است. در حالت موج عرضی

با افزایش نسبت ضخامت به طول تیر سختی معادل تیر کاهش یافته و 

همچنین با  کاهش می یابد.به تبع آن فرکانس انتشار موج عرضی 

افزایش نسبت ضخامت به طول تیر که به معنی کاهش سطح مقطع 

نانوتیر می باشد، موج پیچشی براي انتشار به انرژي بیشتري نیاز دارد 

Lلذا با افزایش / h  فرکانس انتشار موجTO .نیز افزایش می یابد  

  

 (الف)

 )ب(

 (الف)

 )ب(
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  گیري نتیجه - 7

 امعی در مورد انتشار امواج طولی، در این پژوهش بررسی ج
 

 

 
تاثیر تغییرات سرعت دورانی نانوتیر دوار بر فرکانس  – 9شکل  

d پیچشی و عرضی انتشار موج  w p d(c k k k 0)    

  

 

 
تاثیر تغییرات سرعت دورانی نانوتیر دوار بر فرکانس  – 10شکل  

 ی موج در طول تیربرحسب موقیت مکان TOو  TAانتشار موج 

  

ویت که بر - و عرضی در یک نانوتیر دوار ویسکوالاستیک کلوین یچشیپ

براي تعیین معادلات روي بستر ویسکوالاستیک قرار دارد، بعمل آمد.

الاستیسیته غیرمحلی عمومی به همراه  نظریهحرکت نانوتیر دوار از 

فاده مدل تیر تیموشنکو و جهت استخراج نتایج از روش تحلیلی است

گردید. همچنین تاثیر اثرات فاکتورهاي غیرمحلی، ضریب استهلاك 

 و ویت، ضرایب الاستیک و استهلاك بستر ویسکوالاستیک- کلوین

هاي انتشار موج به ویژه  اي دوران نانوتیر بر روي فرکانس سرعت زاویه

امواج پیچشی و عرضی مورد بررسی جامع قرار گرفت. نتایج مهم و قابل 

  گردد: آمده در این پژوهش بصورت زیر خلاصه میتوجه بدست 

 

 

 
تاثیر تغییرات سرعت دورانی نانوتیر دوار بر فرکانس  – 11شکل  

 انتشار موج پیچشی و عرضی

  

غیرمحلی عمومی  نظریهارینگن که حالت ساده شده و خاص  نظریه - 1

موج باشد، قادر به پیش بینی دقیق رفتار مکانیکی و مشخصا انتشار  می

1در همه مواد نبوده و فقط رفتار مواد با  2    مانند گرافیت را

تواند با دقت کافی تحلیل نماید. در موادي مانند مس که در این  می

1تحقیق مورد نظر بوده است به دلیل اینکه 2   نظریه، کاربرد 

ت. لذا براي مواد با خاصیت ارینگن از دقت کافی برخوردار نیس

1 2    نظریهو جهت تحلیل دقیق پدیده انتشار موج، استفاده از 

 غیرمحلی عمومی بجاي ارینگن مورد تاکید می باشد.

1با افزایش نسبت - 2 2( / )  1که با ثابت بودن  به معنی

است، فرکانس متناظر براي انتشار هر سه نوع موج طولی، 2کاهش

یابد که به دلیل افزایش سختی معادل  پیچشی و عرضی افزایش می

 نانوتیر می باشد.

ویت،  فرکانس انتشار هر  –با افزایش ضریب ویسکوالاستیک کلوین  - 3

رسیده و  سه نوع موج کاهش می یابد و با افزایش عدد موج به صفر

 (الف)

 )ب(

 (الف)

 )ب(

 (الف)

 )ب(
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انتشار موج و انتقال انرژي درون سازه بدلیل تلفات هیسترزیک متوقف 

 می گردد.

با افزایش سرعت دورانی نانوتیر دوار، نیروي جانب مرکز ناشی از آن  - 4

افزایش یافته و باعث افزایش سختی معادل نانوتیر دوار می گردد. در 

یش سرعت دورانی نتیجه فرکانس انتشار امواج پیچشی و عرضی با افزا

 نانوتیر دوار افزایش می یابد.

 

 

 
تاثیر تغییرات ضخامت به طول نانوتیر دوار بر فرکانس  – 12شکل  

 انتشار موج پیچشی و عرضی
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