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  چکیده

-SS( ساده و دو طرف آزاد دو طرفگاهی شرایط تکیه با وجود کوچک گشودگی دایرويداراي  مستطیلی شکل کامپوزیتی ورق رفتار کمانشدر این پژوهش، 

FF(  یک  نتایج تجربی با استفاده از و اجزاء محدود مقایسه شده است.تحلیلی  نیمههاي تمام انرژي،  اصل با روشبررسی شده و نتایج ح هاي تجربیآزمونبا

متناسب با شرایط تنشی در  ،ورق، تابع تنش ایري تحلیلی در روش نیمهاست.  آمده دست به ،کندی ارضاء میخوب بهفیکسچر نوآوري شده که شرایط مرزي را 

 کمانشبر رفتار  ضخامت ورقو  گشودگیتأثیر قطر  دهنده نشان آمده دست به نتایجدر بررسی کمانش اعمال شده است. ورق صفحه محاسبه شده و توزیع تنش 

فیکسچر  هاي تمام انرژي و اجزاء محدود دارد. تحلیلی دقت بیشتري نسبت به روش روش نیمه که است شدهنشان داده نتایج  . با بررسیکامپوزیتی است ورق

نتایج  با ي آزمایشگاهیها آزموننتایج  اختلافنبال داشته است و با افزایش ضخامت، یقی را به ددقنتایج بسیار کم  ضخامت باهاي  یهچندلانوآوري شده براي 

  .بیشتر شده است اجزاء محدودو  تحلیلی نیمه

 .دایروي گشودگی ،کامپوزیتی یهچندلاتحلیلی،  محدود، حل نیمه ، شرایط مرزي ساده، المان کمانش :کلیدي هايواژه
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Abstract  
In the present study, semi-energy and FEM method have been done to determine the buckling behaviour of rectangular glass-epoxy 
composite with a central cut-off to demonstrate the accuracy of experimental results. In the case of plates which are symmetrically 
laminated, the experimental results have been derived by an innovated SS-FF fixture. The effect of cut-off diameter and the number 
of layers on buckling load were investigated. For thin laminated composite plates subjected to pure loads, the buckling loads of these 
three methods are approximately equal. However, in the buckling analysis of thick laminated composite plates, experimental results 
having a little distance from FEM and semi-energy results. The results show that the buckling load decrease and increase with 
increasing and decreasing of cut-off diameter and the number of layers respectively.  
Keywords: Buckling, composite, semi-energy method, fixture, finite element method, simply support conditions. 

 
 

  مقدمه - 1

 هاي زمینه هاي هوایی، وزن در سازه حداقل با بالا مقاومت به نیاز

هوافضایی،  هاي اجزاي سازه سازي بهینه و طراحی در را فراوانی تحقیقاتی

، قطعات مصرفی، صنایع دریایی و قطعات اتومبیل، محصولات ورزشی

 کامپوزیتی مواد از استفاده نفتی و بسیاري موارد دیگر فراهم کرده است.

 نیز گیري چشم هاي پیشرفت این راه در و بوده وزن کاهش براي حلی  راه

 بکار صنایع مختلف هاي قسمت در امروزه مواد این. است شده  حاصل

 ساخته مرکب مواد کاملاً از سازه موارد، بعضی در حتی و شده  گرفته

  .شده است 

 تعویض تعمیر، بازبینی، جهت دسترسی وزن، کاهش به نیاز
 را طراح آن، امثال و درب و پنجره ایجاد سیم، و لوله عبور قطعه،
سازه  در مختلف هاي شکل و ها اندازه با هایی گشودگی ایجاد به ملزم

 تري قوي مجاور سازهباید هایی  گشودگی چنین ایجادبراي . کرده است
- 1[گردد معرفی انتقال بارها منظور  به کمکی مسیرهاي تأمین جهت

3[.  

 تسلیم حد از تر مهم بسیار کمانش بحث نازك جدار صفحات در
 به رسیدن از قبل نازك جدار صفحات است. چون صفحه و شکست

 از دست را خود واقعی و باربري شده کمانش دچار تسلیم حد
 مهم و ضروري امري سازهابراي این نوع  کمانش آنالیز دهند. لذا، می
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کاهش  به منجر تواند می پرنده، وسایلدر  وزن کاهش .خواهد بود

  گردد.  سوخت و بال سطح موتور، رانش نیروي

 از پس در ناحیه جدار نازك هاي سازه که است ذکر به لازم
 ها آن باربري ظرفیت و گردد می سختی کاهش پدیده دچار کمانش،
  .]4[یابد می کاهش

 غیرخطی رفتار تعادل و سازگاري به مربوط متشکله معادله
 براي جدار نازك، هاي سازه هاي بزرگ شکل تغییر فرض با هندسی

 .]5[شد مطرح 1910 سال کارمن در ون آقاي توسط بار اولین

 و کمانش رفتار بر مطالعات اولین ، جزو 1972مارتین در سال  تحقیقات

 بر که بود گشودگی داراي مستطیلی کامپوزیتی ورقیک  کمانشاز  پس

 این داشت. در قرار محوره تک فشاري بارگذاري تحت روبرو لبه دو روي

 با غیر ایزوتروپیک صفحه براي کمانش از پس تقریبی آنالیز یک تحقیق

 صورت به، دارد قرار ساده گاه تکیه روي که مرکزي گشودگی دایروي

  .]6[شد استخراج شده بارگذاري نیرویی

 از پس و کمانش رفتار روي را تحقیق ، هرمن اولین1982در سال 

1اپوکسی-گرافیت جنس از مستطیلی هايورق کمانش
 گشودگی با 

0.45هاي  نسبت با مرکزي دایروي
d

b
  0و

d

b
 بارگذاري تحت که 

 نمونه شش آنالیز نتایج تحقیق این در که داد انجام باشند، می جابجایی

 ، براي1993سال  در. [7]شد فراهم محدود جزاءا روش با ورق

 هايورقکمانش  از پس و کمانش پاسخ ی ل مرزي، شرایط سازي هشبی

 روش با را فشاري بارگذاري تحت مرکزي دایروي گشودگی داراي مربعی

 1995نور و همکارانش در سال . ]8[داد نشان تقریبی حل و تجربی

 با کامپوزیتی ورق براي را حرارتی کمانشاز  پس پاسخ مطالعات نتایج

 ،پژوهش این در عددي اند. نتایج داده ارائه زي،مرک يودایر گشودگی

 را منظري نسبت و الیاف زاویه ها، لایه تعداد ،گشودگی قطر تغییرات تأثیر

 هاي سازه بهینه ، طراحی2000و هولاوي در سال و لی. ]9[دهد می نشان

 را ،اند شده  تقویت عرضی صفحات سري توسط یک که کامپوزیتی

 و اي سازه محدود جزاءا آنالیز روش از ها آن .بررسی قرار دادند مورد
در کردند.  استفاده صفحه بهینه طراحی براي فاکتورِ چند سازي بهینه

 گرفتن قرار نوع و هابری شکل ،ورق هاي چینی لایهها،  پژوهش آن
 نوع چند تحت وزن کمترین به یابی دست براي صفحه روي ها آن

 2004 سال در و همکاران لینچ .]10[است شده  بهینه بارگذاري،
 در بدنه رفته بکار هايپانل کمانش از پس رفتار با ارتباط در پژوهشی
 تحقیق این . نتایج]11[کردند منتشر فشاري بارگذاري تحت هواپیما
 سازي ور مدلمنظ به محدود اجزاء روش در که است حقیقت این بیانگر
 و توزیع صحیح، المان انتخاب ،غیرخطی رفتار با پیچیده هاي سازه
 و اعمالی نیروهاي شرایط مرزي، ،شده  انتخابهاي المان تعداد

  دارد. هاجواب دقت در مهمی بسیار نقش کننده ساده فرضیات

 از پس رفتار ینهزم در پژوهشی 2004 سال نوردسترند در
 فرض پژوهش این . در]12[منتشر کرد ساندویچی هايپانل کمانش

 ارتوتروپ صفحات نوع از پانل زیرین و رویی صفحات که است شده

 منظور بهوي  .است شکلاي   کنگره صفحه این لایه میانی وهستند 
 واقعی آزمون مورد را هاپانل نمونه ،آمده دست به نتایج بررسی دقت

                                                           
1 Carbon-epoxy 

 

  انتهایی شدگی کوتاه برحسب تغییرات نیرو تغییرات نمودار و داد قرار
در  که بیان کرد آمده دست به نتایج به توجه با او. نمود ترسیمرا 

 بسیار همخوانی یکدیگر با نتایجکمانش  از پس ناحیه در کم نیروهاي
 کاهش شدیداً تحلیلی نتایج نیرو دقت افزایش با اما دارند، مناسبی

بیان وجهین  صفحاتکمانش موضعی او علت این پدیده را یابد. می

 به آزمایش ونظري  طریق از شده محاسبه شکست بار ،حال  ینا با. کرد
  بودند. نزدیک بسیار یکدیگر

 هايورق کمانش از پس رفتار بررسی به 2015 سال چن در
 استفاده گلرکین روش از مسئله حلبراي  ي. و]13[پرداخت کامپوزتی

 رافسون_تکرار نیوتون روش بهه را آمد دست به معادلات درنهایت و کرد
 در برشی و محوري صورت به ،ورق بارگذاري پژوهش این در .حل نمود

 مسئله پارامتري مطالعه به همچنین و شده نظر گرفته در صفحه
  است. شده پرداخته

تأثیر شرایط مختلف مرزي را  2010و همکارانش در سال کومار 

 هايشکلکمانش ورق کامپوزیتی با  از نش و پسروي رفتار کما

هاي دایروي،  ها از شکل دادند. آن قرار مطالعه موردمختلف گشودگی 

بیضوي و مربعی براي گشودگی در سطح ورق استفاده نمودند. لازم به 

 نظریهمحدود بر اساس  جزاءروش اها  ست که روش مطالعه آنذکر ا

ها همچنین براي بررسی میزان شکست در  مرتبه اول برشی است. آن

در پایان  و هاستفاده نمود ساي/هیل نظریههاي کامپوزیت از  لایه

به این نتیجه رسیدند که ورق داراي شرایط مرزي مقید  پژوهش خود

ط مرزي داراي بیشترین کمانش و ورق داراي شر در تمامی اضلاع

 .]14[گاه ساده در تمامی اضلاع داراي کمترین کمانش است تکیه

رفتار کمانشی را  ]15[نیز شاترزاده و همکاران  2015در سال 

مستطیلی داراي گشودگی بیضوي تحت بارگذاري مکانیکی و  براي ورق

ها دریافتند دمایی با شرایط مرزي مختلف را مورد بررسی قرار دادند. آن

با شرایط  ) بیشتر از ورقCCCCکه پایداري ورق با شرایط مرزي (

ها تحت همچنین نشان دادند که ورق  ) است.SSCCمرزي (

بارگذاري دمایی و مکانیکی با توجه به نسبت قطرهاي گشودگی بیضی 

ها همچنین در یک پژوهش آن دهند.رفتارهاي متفاوتی را نشان می

هاي کامپوزیتی تاثیر قطر گشودگی بر  روي کمانش ورق ]16[دیگر 

تحت بار حرارتی را مورد بررسی قرار داده و نشان دادند که بار کمانشی 

با تغییر موقعیت گشودگی، اندازه گشودگی و جهت الیاف تغییر می 

قات خود را با تغییر شکل، تعداد و موقعیت ها همچنین تحقیآن کند.

با افزایش تعداد ها ادامه دادند و در همان سال نشان دادند که گشودگی

هاي مثلثی شکل یابد و حفرهها بار حرارتی کمانش کاهش میحفره

-ها دایروي کمترین بار حرارتی کمانش را تحمل میبیشترین و حفره

  .]17[کنند 

هاي  رفتار کمانش ورق 2015همکارانش در سال و  راجو

 قرار یبررس موردکامپوزیتی را با در نظر گرفتن گشودگی بیضوي شکل 
که با استفاده از این  همحدود بوداجزاء ها،  استفاده آن دادند. روش مورد

ازه گشودگی را روي تنش بحرانی ر نسبت ابعادي، شکل و اندروش، اث

تواند  گشودگی می وجود باها اثبات کردند که ورق  آن .وردنددست آ به

نسبت به ورق بدون گشودگی دچار کمانش  يتر بزرگ يدر بارها

هاي داراي نیز به بررسی کمانش ورقشجاعی و همکارنش  .]18[شود

  .]20, 19[ها پرداختند گشودگی در حضور تقویت کننده
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اي هاي استوانههاي حاوي گشودگی در پوستهررسی کمانش سازهب

و  ]22, 21[ و همکاران طاهري. قرار گرفته است مطالعه موردنیز 

اي کامپوزیتی پوسته استوانهکمانش  ]24, 23[ی رحیمو  زادهطالع

. ندا کردهمحدود بررسی  ءحاوي گشودگی را به روش تجربی و اجزا

هاي اخیر هاي کامپوزیتی در سالبررسی تخریب در سازه ،همچنین

 ]25[ ر محققانیگو د ريشاک ،قنادپورت. قرار گرفته اس توجه مورد

هاي کامپوزیتی تحت بارگذاري رونده در چندلایهتخریب پیشرفتار 

ن و همکارا آباديفرخ. ]27, 26[ندا هفشاري را مورد ارزیابی قرار داد

را با در نظر گرفتن  شده یتتقوکامپوزیتی  هاي یهچندلاتخریب  ]28[

. در یکی از ندا همورد مطالعه قرار داد کننده یتتقوجدایش پوسته و 

 از پس تحلیل شجاعی و همکاران انجام گرفته، آخرین تحقیقات

محدود و  به روش اجزاءرا  گشودگیهاي کامپوزیتی داراي کمانش ورق

اتی از طریق روش مطالع ،همچنین. ]29[ندا هتجربی انجام دادصورت  به

کامپوزیتی انجام  هايورقانش براي حل کمتحلیلی،  نوار محدود نیمه

 . ]31, 30[است گرفته

 رفتار کمانشدر این پژوهش،  ،هذکرشد موارد یتاهم به توجه با

با  گشودگی دایروي کوچکداراي  ورق کامپوزیتی مستطیلی شکل

با  )SS-FF( ساده و دو طرف آزاد دو طرفگاهی شرایط تکیه وجود

هاي تمام انرژي،  بررسی شده و نتایج حاصل با روش هاي تجربیآزمون

نتایج تجربی با استفاده  تحلیلی و اجزاء محدود مقایسه شده است. نیمه

 ،کندی ارضاء میخوب بهیک فیکسچر نوآوري شده که شرایط مرزي را  از

تحلیلی، تابع تنش ایري ورق،  در روش نیمهاست.  آمده دست به

فحه محاسبه شده و توزیع تنش ورق در متناسب با شرایط تنشی در ص

 بررسی کمانش اعمال شده است.

  

سازي کمانش ورق کامپوزیتی داراي مدل -2

 دایروي داخلی گشودگی

  ورق کامپوزیتی کرنشانرژي  - 1- 2

براي بررسی کمانش ورق، ابتدا لازم است که انرژي کرنش ورق       

   .دهد مینشان  نمایی از ورق مدل شده را 1شکل  محاسبه شود.

  

  
  نمایی از ورق داراي گشودگی -1شکل 

  

l  وh  به ترتیب طول و عرض صفحه وa .براي یک  شعاع گشودگی است

  انرژي کرنش کل برابر است با: ورق،

  

)1(  U     

 Uو  ترتیب، انرژي کرنش خمشی و انرژي کرنش غشایی ورق  به

. درواقع، انرژي کرنش کل در ورق کامپوزیتی از مجموع شوند نامیده می

انرژي کرنش  انرژي کرنش خمشی و غشایی ورق تشکیل شده است.

صورت زیر  به چینی متقارن براي یک ورق کامپوزیتی با لایه خمشی

  شود. حاصل می

)2(  2 22 2

11 222 2

22 2 2

33 12 2 2

2 2 2 2

13 232 2

1

2

2
2

4 4

w w
U D D

x y

w w w
D D

x y x y

w w w w
D D dxdy

x x y y x y

    
    

    

      
     

       

        
      

          

  

w و جابجایی خارج صفحه ورق
ijD اي ماتریس خمشی ه درایه

  انرژي کرنش غشایی ورق نیز مطابق رابطه زیر است. است.  کامپوزیت

)3(  22
1

2

2

x y

xy

w w
N N

x y

w w
N dxdy

x y

    
     

    

   
   

   

  

, ,x y xyN تابع جابجایی  با انتخابهاي تنش در صفحه هستند.  منتجه

، انرژي برقرار باشندرق شرایط مرزي  وکه اي  گونه به خارج صفحه

  ت.قابل محاسبه اس کرنش ورق

  

بررسی تابع جابجایی خارج صفحه براي شرایط مرزي  -2- 2

   صفحه

  .شود میصورت زیر در نظر گرفته  تابع جابجایی خارج صفحه را به

)4(  
( , ) ( ) ( )mn m n

m n

w x y c f x g y  

در این تابع،
mnc  .ضرایب ثابت مجهول هستند که باید محاسبه شود

انرژي، تغییرات انرژي پتانسیل کل ورق نسبت به این  کمینهطبق اصل 

 مبدأ 1شکل با مطابق ضرائب مجهول، برابر با صفر خواهد بود. 

مختصات در وسط ورق در نظر گرفته شده است. با فرض کوچک بودن 

)تابع گشودگی، )mf x  شرایط مرزي در باید,
2 2

l l
x    و( )ng y 

,زي شرایط مر در باید
2 2

h h
y   گاهی  براي شرایط تکیه .صدق کنند

)ساده، باید )mf x  و
2

2

( )mf x

x




,در  

2 2

l l
x   این  د.برابر با صفر باش

  تابع به صورت زیر است.

)5(    ( ) sin 0.5m mf x x l   

)6(    0 sin: mCharacteristic equation l  

گاهی آزاد، باید براي شرایط تکیه
2

2

( )ng y

y




3و  

3

( )ng y

y





در  

,
2 2

h h
y    زیر است. صورت بهبرابر با صفر باشد. این تابع  

)7(  

 

( ) sinh ( 0.5 )

sin ( 0.5 )

cosh ( 0.5 ) cos ( 0.5 )

sin sinh

cosh cos

n n

n

n n n

n n
n

n n

g cy y h

y h

y h y h

h h

h h

onstant 



  

 


 

   

 

  






  

)8(   cosh: cos 1n nCharacteristic equati n lo l   
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mو
nهستند  خارج صفحه هاي توابع هارمونیک تابع جابجایی کمان

) قابل محاسبه است.8) و (6شخصه (از معادلات مکه  
mو

n  متناظر

ین تابع جابجایی، شرایط باشد. با در نظر گرفتن ا ام ورق میm-nبا مود 

مرزي دو طرف آزاد دو طرف ساده براي ورق مستطیلی شکل ارضاء 

  شود. می

 

بررسی کمانش ورق کامپوزیتی داراي گشودگی دایروي  -2- 2

  روش تمام انرژيبه 

تابع جابجایی خارج صفحه متناسب با  ، ابتداانرژي تمام  روش در

داشتن تابع شود. با  رج صفحه در نظر گرفته میشرایط مرزي خا

محاسبه شده و با  رج صفحه، انرژي ورق داراي گشودگیجابجایی خا

روش در  .آید می دست بهاستفاده از مقادیر ویژه مسئله، بار کمانش ورق 

ثابت در نظر  ،براي کل ورق ،هاي تنش در صفحه منتجه، تمام انرژي

در این  باشد،هاي تنش دامنه منتجه λضریب  اگر. شود میگرفته 

 شود. صورت زیر تعریف می هاي تنش به ت منتجهصور

)9(  .x xN N  

  .y yN N  

  .xy xyN N  

شایی ورق، ، انرژي کرنش غ)3(در رابطه  )9با قرار دادن رابطه (

  آید. می دست بهصورت زیر  به

)10(     

  صورت زیر است. به که در رابطه فوق،

)11(  22
1

2

2

x y

xy

w w
N N

x y

w w
N dxdy

x y

   
     

    

   
   

   

  

با قرار دادن تابع  قرار دارد. Nxدر این بررسی، ورق فقط تحت اثر 

، این )11) و (2( هاي کرنش در روابط انرژيجابجایی خارج صفحه 

 وجود بابراي محاسبه انرژي ورق  .هستند محاسبه قابلها  انرژي

  .اندشدهمحاسبه هاي انرژي  انتگرالگشودگی دایروي، 

روش عددي گاوسی چهار نقطه در دو  ها از براي محاسبه این انتگرال

براي این منظور، ناحیه مربوطه، به تعداد زیادي  بعد استفاده شده است.

زیرناحیه تقسیم شده و در هر محدوده کوچک، از این روش استفاده 

گیرد،  انرژي هر مربع کوچک که در بیرون از دایره قرار میشده است. 

جویی در زمان و  وش، صرفهترین مزیت این ر مهم باید محاسبه شود.

 حجم محاسبات کمتر است. 

نرژي، تغییرات انرژي پتانسیل کل نسبت به ا کمینهطبق اصل 

  با صفر خواهد بود. بنابراین،ضرائب مجهول برابر 

)12(  
0

ijc





  

انرژي، رابطه  کمینهاعمال اصل و ذکر شده   هايبا محاسبه انرژي

  شود. زیر حاصل می

)13(       1 2 0F FK K c   
  

1FK  و
2FKکرنش خمشی و غشایی ورق   ترتیب، از انرژي ، به

در رابطه فوق، با محاسبه کمترین مقدار مقادیر ویژه آید.  دست می به

1ماتریس
2 1.F FK Kهاي  آید. درایه می دست هب بحرانی ، میزان بار کمانش

  قابل محاسبه است.زیر  صورت بهفوق  هاي ماتریس

)14(  2

1,F ij

i j

U
K

c c



 

  

)15(  2

2,F ij

i j

K
c c

 
 

 
  

  

  تحلیلی بررسی کمانش ورق به روش نیمه -3- 2

، ابتدا تابع جابجایی خارج صفحه متناسب تحلیلی نیمه روش در        

شود. با داشتن تابع  با شرایط مرزي خارج صفحه در نظر گرفته می

جابجایی خارج صفحه، انرژي ورق محاسبه شده و با استفاده از مقادیر 

، تابع تنش روشدر این . آید می دست بهویژه مسئله، بار کمانش ورق 

شرایط تنشی در صفحه، محاسبه داراي گشودگی با توجه به  ورقایري 

ثیر توزیع تنش در محاسبه کمانش لحاظ شده و با توجه به آن، تأ شده

صورت روابط  در دستگاه مختصات دکارتی بهتابع تنش ایري  .است

با توجه به اینکه در این بررسی، ورق فقط شود.  ) تعریف می18) تا (16(

تحت منتجه تنش 
xN ر دارد،قرا  

)16(  2
0
2x

F
N

y





  

)17(  2
0
2

0y

F
N

x


 


  

)18(  2
0 0xy

F
N

x y


  

 
  

  خواهیم داشت:) 16گیري از رابطه ( با انتگرال

)19(  2

0 1 2
2

x

y
F N t y t    

تابع تنش  نیست، چون ضرائب خطی t2 و t1نیازي به محاسبه ضرائب 

ین ضرائب صفر در نظر گرفته کنند. لذا ا ایري در محاسبات شرکت نمی

تابع تنش ایري  واقع درمحاسبه شد،  )19(رابطه  در آنچه که د.شو می

 وجود با ورقابع تنش ایري کامل، بدون وجود گشودگی است. ت ورق

اي باشد که شرایط تنشی در صفحه در اطراف  گونه گشودگی باید به

  از: اند عبارترا ارضاء کند. این شرایط گشودگی 

)20(  2

2 2

1 1
0rr

F F
N

r r r 

 
  

 
  

)21(  1
0r

F
N

r r
 

  
   

  

 

زیر  صورت بهداراي گشودگی  ورقبراي این منظور، تابع تنش ایري 

  در نظر شده است.

)22(  *
0F F F   

 تنشیشرایط در  Fطوري محاسبه شود، که  F*لازم است که

همچنین کند.  صدق) 21و ( )20( وابطر بیان شده دراطراف گشودگی 

 يها لبهشرایط تنشی  Fکه  ونداي تعریف ش گونه باید به F*در جملات

در منابع مختلف، تابع تنش ایري  .کندحدي ارضاء  صورت بهورق را نیز 

  .]33, 32[ زیر تعریف شده است صورت بهقطبی براي ورق در مختصات 

)23(  2 2
01 02 03 04

3 1
11 12 14 13

2 2
1 2 3 4

2

2 2
1 2 3 4

2

ln( ) ln( )

( ln( ) )cos sin

( )cos( )

(B )sin( )

n n n n
n n n n

n

n n n n
n n n n

n

f A r A r r A r A

A r A r r A r A r

A r A r A r A r n

r B r B r B r n



  








   




   



   

   

   

   




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) در دستگاه مختصات قطبی محاسبه شود. 19رابطه ( لازم است که

  نشان داده شده است. 1شکل مختصات دکارتی و قطبی در  دستگاه

  

)24(  cos

sin

x r

y r









  

0F  زیر است. صورت بهدر دستگاه مختصات قطبی  

)25(   2 2 2
0 sin 1 cos 2

2 4
x xN N

F r r     

 هابطدر ر شده یمعرفو جملات  شده گفتهبا توجه به توضیحات 

)23( ،*F زیر در نظر گرفته شده است. صورت به  

)26(  4
* 2

1 2 2

2
3

ln cos 2

cos 2

a
F d a r d

r

d a





 



  

a  و  گشودگیشعاعdi که باید محاسبه شوند ضرایب مجهول هستند .

 aشده و مقدار تر  بزرگ rمقدار  ،شود فاصله گرفته هرچه از گشودگی 

و به سمت شده  تر کوچک F*مقدار  شود. لذا، تر می کوچک rنسبت به 

، به سمت تابع تنش شده یمعرفتابع تنش  صفر میل میکند. در نتیجه،

  کند.  کامل میل می ورق

تابع تنش ایري  )22(در رابطه  )26(و  )25(قرار دادن روابط با 

  شود. صورت زیر حاصل می ه داراي گشودگی دایروي بهورق

)27(   2 2
1

4
2

2 32

1 cos2 ln
4

cos 2 cos 2

xN
F r d a r

a
d d a

r



 

  

 

  

) 21) و (20که در روابط ( با بررسی شرایط تنشی لبه گشودگی

با در نظر گرفتن  است. محاسبه قابل، ضرایب مجهول موجود بیان شد

جملات بیشتري براي تابع تنش ایري، ضرائب مجهول قابل محاسبه 

همچنین، با توجه به توضیحات فوق، باید جملات در نظر  نیستند.

قرار دادن  با نزولی باشند. rگرفته شده در تابع تنش ایري نسبت به 

، شرایط تنشی اطراف گشودگی )21و ( )20( وابط) در ر27رابطه (

  شود. ورت زیر حاصل میص به

)28(   

 

2

2 2

4
2

1 2 3

2

2

4
2

2 32 2

1 1 1
1 cos 2

2

1 1
2 cos 2

1
1 4cos 2

4

1
4 cos 2 4 cos 2 0

x

r a

x

NF F
r

r r r r

a
c a c

r r r

N
r

r

a
c c a

r r








 



   
    

   

 
  

 

 
  

 

 
  

 

  

)29(  

 
4

2 3

1

1 2sin 2 6 sin 2 0
2

r a

x

F

r r

N a
r c

r



 



  
  
  

  

  

با متحدسازي ضرائب در معادلات فوق، ضرائب مجهول تابع تنش ایري 

  شود. صورت زیر حاصل می به

)30(  1

2

3

12

6

12

d

d

d





 

  

که تحت اثر  کوچک گشودگی دایروي وجود با ورقبنابراین، تابع تنش 

منتجه تنش
xN  زیر است. صورت بهقرار دارد، در مختصات قطبی  

)31(  



2 2

4
2 2

2

0.25 0.5 ln

0.25 0.25 0.5 cos2

xF N r a r

a
r a

r


  

 
   
 

  

  با در نظر گرفتن روابط زیر،

)32(  2 2r x y   

  1tan
y

x
   
  

 

  

  شود. زیر محاسبه می صورت بهتابع تنش ایري، در مختصات دکارتی 

)33(  
xF N   

  عبارت است از: در رابطه فوق،

)34(   

 
 

  
 

2 2

4
2 2 2

2 2

2
2 2 2

2 2

0.25

0.25 ln 0.25

2
0.25 0.5 1

x y

a
a x y

x y

x
x y a

x y

    


  



 
   

  

  

x.با در نظر گرفتن  xN N صورت  انرژي کرنش غشایی ورق به

  .شود محاسبه میزیر 

)35(      

  که در رابطه فوق،

  

)36(  222 2

2 2

2

2

2

xN w w

y x x y

w w
dxdy

x y x y

 



      
     

      

    
   

     

  

انرژي، رابطه زیر  کمینهذکر شده و اعمال اصل  هاي با محاسبه انرژي

  شود. حاصل می

)37(       1 2 0S SK K c   
  

1SK  و
2SKکرنش خمشی و غشایی ورق   ترتیب، از انرژي ، به

در رابطه فوق، با محاسبه کمترین مقدار مقادیر ویژه آید.  دست می به

1ماتریس
2 1.S SK Kهاي  آید. درایه می دست هب بحرانی ، میزان بار کمانش

  زیر قابل محاسبه است. صورت بههاي فوق  ماتریس

  

)38(  2

1,S ij

i j

U
K

c c



 

  

)39(  2

2,S ij

i j

K
c c

 
 

 

  

هاي انرژي موجود از روش گاوسی چهارنقطه در  براي محاسبه انتگرال

  دو بعد استفاده شده است.

 

  محدودسازي المانلمد - 3

ورق داراي گشودگی دایروي به روش تحلیل کمانش خطی براي 

 .استفاده شده است 6,17,4 نسخه ABAQUSاز اجزاء محدود، 

لایه با  8و  6، 4هاي  یهلامربعی با تعداد  هايورقها بر روي  یبررس

از تعداد لایه، تعداد  منظور قطرهاي گشودگی متفاوت انجام شده است.

صفر و نود درجه الیاف  یهلا دوهاي پارچه است و هر پارچه از لایه

که معرف  S8R6هاي از المان ورقبندي براي شبکه تشکیل شده است.
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استفاده شده  ،درجه آزادي است 6گره و  8با  2اي درجه صفحه المان

هاي قسمتاز  هابندي نمونهمشجهت استقلال  ،همچنیناست. 

جی قابلیت اتکا بیشتري داشته تا نتایج خرو است مختلف استفاده شده

ي تعریف شده است که ا گونه بهدستگاه مختصات کلی سیستم  .دباش

گاه ساده، باشند. جهت ایجاد شرایط تکیه y-zها موازي صفحه نمونه

 2شکل  لبه پایین و بالا ورق مقید شده است. چرخش و تغییر مکان

  دهد که توسط اجزاء محدود بررسی شده است. کمانش ورق را نشان می

 
  کامپوزیتی بعد از کمانش (شکل مود اول) ورق -2شکل 

 

 روش تجربی - 4

کامپوزیتی ساخته شده است که  مدل 9هاي تجربی جهت آزمون

نمونه تکراري وجود  3 ،و قطر گشودگی یکسان ضخامت با مدلاز هر 

در ساخت اند. به روش اینفیوژن ساخته شده هاتمامی نمونهدارد. 

و الیاف از جنس شیشه با کد  Sika cr83رزین اپوکسی با کد  از ها نمونه

Colan af218 صورت  به شده  ساختههاي . نمونهاستفاده شده است

در سه حالت لایه چینی  هاورق. استمتر میلی 110مربعی با ضلع 

[0/90/0/90]s  ،[0/90/0/90/0/90]s  2[0/90/0/90]وs  .براي ساخت هستند

که دلیل این به . هایی وجود دارد ین قطعات محدودیتو آزمون تجربی ا

باید از ازدیاد و صفحه نازك است  نظریه ،کمانش قطعات نظریه محاسبه

انجام  1ها با دستگاه شرکت سنتام کلیه آزمون ضخامت جلوگیري شود.

هایی که مورد تحلیل قرار شده است. مشخصات هندسی براي نمونه

  بیان شده است.  1 جدولدر  ،اندگرفته

  

  شده تست هايورقمشخصات هندسی و شماره کد هر یک از  -1 جدول

ضخامت کل 

نمونه 

  متر) (میلی

قطر گشودگی    تعداد لایه

  متر) (میلی

  ورقکد 

04/1  4  22  C-4-22 

03/1  4  34  C-4-34  

04/1  4  55  C-4-55  

59/1  6  22  C-6-22  

58/1  6  34  C-6-34  

                                                           
1 STM-150 

61/1  6  55  C-6-55  

21/2  8  22  C-8-22 

21/2  8  34  C-8-34 

22/2  8  55  C-8-55 

 

 هاي کامپوزیتیخواص مکانیکی نمونه -4-1

هاي استاندارد آوردن خواص کششی و خمشی، نمونه دست بهبراي 

 منظور به .لایه مورد تست قرار گرفته است 8و  6 ،4هاي لایهبا تعداد 

هاي پارچه دست آوردن مدول الاستیک و ضریب پواسون لایه به

 ASTM D3039هاي کامپوزیتی مطابق با استاندارد ، نمونهشده بافته

خواص  2جدول در کشش قرار گرفتند.  آزمونساخته شده و مورد 

سازي هاي ساخته شده براي مدلآمده مربوط به نمونهدستمکانیکی به

  آزمون کمانش ارائه شده است.

  

 خواص مکانیکی صفحات کامپوزیتی  -2جدول 

  پارامتر  نماد مقدار

14.5 (GPa) E11  مدول الاستیک در راستاي الیاف  

14.5 (GPa) E22 مدول الاستیک در راستاي عمود بر الیاف  

5.58 (GPa) G12  مدول برشی  

0.11 v  ضریب پواسون 

  

با مدول  ASTM D3518متناظر در  رابطهمدول برشی نیز بر اساس 

هاي گاهتکیهطرح کلی  دهنده نشان 3شکل  .دست آمده استطولی به

  . همراه با نمونه تحت آزمایش است است فیکسچر ساخته شده

  

  
دو طرف شرایط مرزي  داراي شده ساختهنمایش فیکسچر  -3شکل 

  نمونه رفتار کمانشی و دو طرف آزاد همراه با ساده

  

که اعمال کننده شرایط مرزي  و پایین هاي بالاگاههر یک از تکیه

ي شکل ا گوه صورت به ،ها هستنددو طرف ساده براي نمونه

. شوندگاه نها در نزدیکی دو تکیه اند تا مانع چرخش نمونه شده یطراح

راستاي هم قرار یقاً در دقه بوده و مشاب کاملاًگاه بالا و پایین دو تکیه

ها بعد  درجه است تا نمونه 89ها نیز گاهاند. زاویه گوه مانند تکیهگرفته

  از کمانش با نیروهاي خارج از راستاي صفحه خنثی مواجه نشوند.

هاي مختلفی ساخته نمونه ،دست آوردن خواص مکانیکی بعد از به
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نش ها بر بار کمایر قطر گشودگی و ضخامت نمونهتأثاند تا  شده

  بررسی شود. ها توسط آنها نمونه

 

  یلیتحل مهینتجربی و  نتایجسنجی اعتبار -5

 اجزاء تمام انرژي، هاي تجربی،نتایج حاصل از روشدر این بخش 

سنجی دقت صحتبراي شده است. تحلیلی بیان  یمهنمحدود و 

، با کامپوزیتی هايورقفیکسچر، نتایج تجربی حاصل از آزمون کمانش 

و در قالب انحراف از میزان   گرفته قرارمورد مقایسه  ها روش دیگرنتایج 

  بار کمانش در حالت تجربی ارائه شده است.

  

تحلیلی  یمهنبار کمانش حاصل از تحلیل المان محدود و حل  -3 جدول

  با نتایج تجربی

 تحلیلی نیمه

)N(  

  (درصدخطا)

  )N(تمام انرژي

  (درصدخطا)

  )N(محدوداجزا، 

  )% (خطا

 تجربی

)N(  

  کد نمونه

١١۵�۶ )۶�٢(  ١١٢�۵ )٣�٣(  ١١٣�۶  )۴�۴(  ١٠٨�٩  C-4-22 
١١٠�۶ )۴�٣(  ١٠٣�۵ )٢�۴(  ٧�٧( ٩٧�٩٢(  ١٠۶�١  C-4-34  
٩۵ )١(  ٨٢�۵ )١٢�٣(  ٨۶�٣۴ )٨�٢(  ٩۴�١  C-4-55  
۴٢۵�۵ )١(  ۴٣( ١٣�٩�۶(  ۴٠٩�٢٢ )۴�۶(  ۴٢٩�٣  C-6-22 
٣٨٨ )۵�٧(  ٣۶١�١( ٣(  ٣۴۴�٨ )۶(  ٣۶۶�٩  C-6-34  
٣۴۵�٧ )۵(  ٨�٧( ٣٠٠�٣(  ٣١۵ )۴�٣(  ٣٢٩�٢  C-6-55  
٨�٣( ١١١٩(  ١١۵٠�۴ )۵�٧(  ١٠�٩( ١٠٨٧(  ١٢٢٠ C-8-22 
١( ١٠٠٢۵�۶(  ١( ٩٩٣�٣۶�۴(  ٩۵١٩�٧( ٣�٨(  ١١٨٨ C-8-34  
٢٠( ٨٩٧�۴(  ٣٠�٩( ٧٧٨(  ٨٢۶٢( �٩۶�٧(  ١١٢٨ C-8-55  

  

انرژي و روش نیمه مقایسه نتایج تجربی، اجزاء محدود، روش تمام 

نشان تحلیلی را  صحت روش نیمهشده و  دقت فیسکچر ساخته انرژي

ها با قطر گشودگی و تعداد شده براي نمونه نتایج ارائه .]34[دهد می

روش  دهد که بار کمانشی در نشان می 3 جدولدر  هاي متفاوتلایه

خوانی خیلی  هم نزدیک بوده و هم محدود بسیار به و اجزاءتحلیلی  نیمه

 جدول همچنین تجربی دارد. يها آزمونخوبی با بار کمانش حاصل از 

-اجزاء ج تجربی از نتایج دهد که با افزایش ضخامت نتاینشان می 3

تحلیلی  روش نیمه گیرند.تحلیلی فاصله بیشتري میمحدود و حل نیمه

تري نسبت به روش اجزاء محدود و روش تمام انرژي  نتایج دقیق

دهد که این موضوع، بیانگر اهمیت این روش است. نتایج  دست می به

طابق تحلیلی، ت هاي انجام شده با روش نیمه دهد که تست نشان می

  هاي اجزاء محدود و روش تمام انرژي دارد. بیشتري نسبت به روش

هاي انجام شده، نمودارهاي بار  تست دقت نتایجبررسی براي 

شدگی انتهایی ورق، به دو روش تجربی و اجزاء  محوري برحسب کوتاه

ها در نواحی  اند. این نمودارها، رفتار ورقترسیم شده 4شکل محدود، در 

   دهد. الاستیک، کمانش و پس از کمانش را نشان می

  

  

  

  

  

  

  

  
  الف

  
  ب

 
  ج

 6ها و تجربی نمونه FEMرفتار کمانش و پس از کمانش  -4شکل 

  مترمیلی 55و ج)  34، ب) 22لایه و قطرهاي گشودگی الف)

  

 اجزاء محدوددر یک کوتاه شدگی یکسان نیروي حداکثر در روش 

این  در روش تجربی است. این موضوع بهآن کمتر از مقدار متناظر 

نیرو  یشینهبدلیل است که در نتایج تجربی نقطه کمانش کمتر از نقطه 

در ابتدا اجزاء محدود است که نتایج  دلیل به ایناست. این موضوع 

از طریق مقادیر ویژه  آمده دست بهکند و بار ماتریس سختی را حل می

کمانش را از طریق  ،در ادامهدر نمونه است.  1بدون در نظر گرفتن عیب

با توجه به  کند.را با اضافه کردن کوتاه شدگی دنبال می یرخطیغآنالیز 

- ، در نمونه با قطر گشودگی یکسان با دو برابر شدن تعداد لایه3 جدول

  شود. برابر می 10تا  9ها بار کمانش 

 

  تحلیل نتایج - 6

 محدودجزاء بار کمانش و پس از کمانش در روش ا -6-1

ها در رفتار کمانش و پس از کمانش تمام نمونه دهنده نشان 5شکل 

   محدود است. روش اجزاء

                                                           
1 Imperfection 
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ها و ضخامت ورق بر  ، تأثیر تعداد لایهشودملاحظه میطور که همان

  .نیروي کمانش بسیار بیشتر از تأثیر قطر گشودگی بوده است

 

  بار کمانش و پس از کمانش در روش تجربی -6-2

ها در رفتار کمانش و پس از کمانش تمام نمونه دهنده نشان 6شکل 

. براي هر شرایط هندسی سه نمونه مورد آزمون قرار روش تجربی است

رفتار کمانش و پس از کمانش بیان  عنوان بهها اند که میانگین آنگرفته

   شده است.

 

  
کامپوزیتی در روش  هايورقرفتار کمانش و پس از کمانش  -6شکل 

  تجربی
  

  قطر گشودگی بر بار کمانش ریتأث -6-3

ی بر بار کمانش در سه گشودگیر قطر تأث دهنده نشان7شکل نمودار 

ها با  تحلیلی است. در تمامی روش روش تجربی، اجزاء محدود و نیمه

یابد و با افزایش تعداد افزایش قطر گشودگی بار کمانش کاهش می

یابد. در نمودار بار کمانش افزایش میهاي کامپوزیت (ضخامت) لایه

لایه بار کمانش در هر سه روش بسیار به هم نزدیک است.  4مربوط به 

لایه بار کمانش حاصل از سه روش کمی با  6اما در نمودار مربوط به 

اند. درواقع تفاوت بار کمانش با توجه به افزایش یکدیگر فاصله گرفته

ها است که افزایش سختی نمونه تعداد لایه در روش تجربی به دلیل

  کمی بیشتر باشد. انتظار قابلگردد بار کمانش از بار  یمموجب 

  

  لایه  6ها در نمونه یر قطر گشودگی تأث -7شکل 

  

تحلیلی به این دلیل است که روش بررسی  اما این تفاوت در روش نیمه

بودن گشودگی بوده است  شده در حل تابع تنش ایري با فرض کوچک

و با افزایش قطر گشودگی، پاسخ این روش از پاسخ روش اجزا، محدود 

بار کمانش در روش تجربی از بار  7شکل گیرد. با توجه به  فاصله می

  کمانش حاصل از دو روش دیگر فاصله بیشتري نیز گرفته است.

 

 بار کمانشها بر تعداد لایه ریتأث -6-4

یر و اهمیت ضخامت تأثنشان دهنده  8شکل در  شده ارائهنمودار 

ها بار ها) بر بار کمانش است. با افزایش تعداد لایهکامپوزیت (تعداد لایه

کند. مقایسه دو پارامتر قطر یري افزایش پیدا میگ چشم طور بهکمانش 

ها در  یهلادهد که افزایش تعداد  یمها نشان  یهلاگشودگی و تعداد 

یر بسیار بیشتري بر روي رفتار تأثمقایسه با اندازه قطر گشودگی 

دو دارد. براي مثال در یک قطر گشودگی یکسان با  ها نمونهکمانش 

تا  9لایه) بار کمانش  8به  4هاي کامپوزیت (از شدن تعداد لایه برابر

ضخامت  العاده فوقیر تأث دهنده نشانند که ک یمبرابر افزایش پیدا  10

که براي نمونه با تعداد لایه یکسان  یدرحالبر بار کمانش است.  ها نمونه

متر) بار میلی 55به  22عنوان مثال از  با افزایش قطر گشودگی(به

  کند. کمانش تغییر زیادي پیدا نمی

  

 
  گیرينتیجه - 7

هاي کامپوزیتی  یهچندلاسازي بهینه حاضر جهتدر پژوهش 

هاي هاي دایروي در مرکز، کمانش ورقمستطیلی شکل داري گشودگی

ی قرار گرفت. بدین بررسد موراپوکسی - کامپوزیتی از جنس شیشه

تحلیلی  هاي تجربی، اجزاء محدود، تمام انرژي و نیمهمنظور، از روش
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یابی به نتایج تجربی، یک فیکسچر جدید  دست منظور بهاستفاده شد. 

کند، ساخته  ساده و دو طرف آزاد را ارضاء می دو طرفکه شرایط مرزي 

ها، نشان داده  شد. با برسی نتایج و مقایسه روش تجربی با دیگر روش

از دقت بسیار خوبی برخوردار است. نتایج  دهش ساختهشد که فیکسچر 

هاي کم، بارهاي کمانش  دهد که در ضخامت یمنشان  آمده دست به

ي تجربی تا حد زیادي به بارهاي کمانش حاصل از ها آزمونحاصل از 

تحلیلی نزدیک است. با افزایش ضخامت  هاي اجزاء محدود و نیمه روش

ي تجربی از بار کمانش ها نآزمواز  آمده دست بههاي بار کمانش ورق

گیرد که نشان دهنده کاهش از دو روش دیگر فاصله می آمده دست به

با افزایش  واقع درزیاد است.  باضخامتدقت فیکسچر براي ورق 

اي شکل، اصطکاك رخ هاي گوهگاهضخامت، بین انتهاي نمونه و تکیه

نین، مسئله برد. همچدهد و تحمل ورق را در برابر کمانش بالاتر میمی

تحلیلی، با در نظر گرفتن تابع تنش ایري و توزیع تنش در  به روش نیمه

ورق مورد بررسی قرار گرفت و نشان داده شد که این روش براي 

آنکه شرایط تنشی در صفحه را ارضاء  هاي کوچک، به دلیل  گشودگی

کند، از دقت بیشتري نسبت به روش تمام انرژي و روش اجزاء  می

هاي مذکور، یک مطالعه  خوردار است. با استفاده از روشمحدود بر

یر ضخامت ورق و قطر گشودگی انجام شد. تأثپارامتري جهت بررسی 

دهد که با افزایش اندازه قطر گشودگی  یمنشان  آمده دست بهنتایج 

با  ها نمونهکند. همچنین، بار کمانش  یمبار کمانش کاهش پیدا  ها نمونه

  گیري به همراه دارد.  هاي) افزایش چشملایه افزایش ضخامت (تعداد

 

  نمادها - 8
E11 الیاف راستاي در یانگ مدول 

E22 الیاف عمود راستاي در یانگ مدول  

G12 برشی مدول  

M ممان خمشی  

N هاي تنش در صفحه منتجه  

U  انرژي کرنش خمشی  

 انرژي کرنش کل  

 انرژي کرنش غشایی 

w جابجایی خارج صفحه  

ijD
 

  ماتریس خمشی

, ,x y xyN
 

  هاي تنش در صفحه منتجه

F تابع تنش ایري  

A ماتریس کششی کامپوزیت  

a شعاع گشودگی  

b عرض ورق  

D ماتریس خمش کامپوزیت  

E مدول الاستیک  

G مدول برشی  
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