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  چکیده

. اختصاص داده شده استنامیزان  دوار محور اجباري غیرخطی هندسی و اینرسی و اثر ژیروسکوپ در ارتعاشات جملات مقاله به اهمیت در نظر گرفتن اثرات ینا

 روش سپس. اندشده تبدیل معمولی دیفرانسیل معادلات به اند و با استفاده از روش گالرکینهمیلتون استخراج شده اصل از استفاده با اي غیرخطیپاره معادلات

 پذیري حل شرط اعمال اند. باکننده تداخل بین مودها بدست آمدهچندگانه بر روي معادلات دیفرانسیل اعمال شده است و معادلات مدولاسیون توصیف  مقیاس

جملات ژیروسکوپ و  جملهاند. اثر رسم شده فرکانسی پاسخ نمودارهاي ارتعاشی، تحلیل در پایا شرایط گرفتن نظر در و حاصل مدولاسیون معادلات روي بر

دوار سرعت دوران آن خیلی نزدیک  محوراست. در ترسیم نمودارهاي پاسخ فرکانسی  غیرخطی هندسی و اینرسی در نمودارهاي پاسخ فرکانسی نشان داده شده

ها مشاهده سازيغیرخطی در شبیهجملات در نظر گرفته شده است. نتایج عددي نشان دادند که رفتار سخت شوندگی به خاطر  محوربه اولین فرکانس پیشرو 

  شده است.

  ژیروسکوپ.  اثر ،هندسی غیرخطیعامل  غیرخطی، ارتعاشات دوار،محور  :کلیديهاي واژه

 
 Forced vibrations analysis of a rotating shaft with considering the nonlinear geometric 

and inertia terms and the gyroscopic effect 
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Abstract  
This paper has been devoted to the importance of considering the effects of nonlinear geometric and inertia terms and the effect of 
gyroscopic term on the forced vibrations of an unbalance rotating shaft. The nonlinear partial differential equations have been 
derived by using the extended Hamilton's principle and have been transformed to the ordinary differential equations by using the 
Galerkin method.  Then the method of multiple scales has been applied to the discretized ordinary differential equations and the 
modulation equations describing interaction between modes have been obtained. By applying the solvability condition on the 
resulting modulation equations and considering the stable conditions in the vibration analysis, the frequency response diagrams have 
been plotted. The effect of the gyroscopic term, nonlinear geometric and inertia terms have been presented in the frequency response 
diagrams. In plotting the frequency response diagrams of rotating shaft, its rotating speed has been considered very close to the 
shaft’s forward natural frequency. Numerical results showed that the hardening type behavior has been observed in simulations due 
to nonlinear terms. 

Keywords: Rotating shaft, Nonlinear vibrations, Inertia and geometric nonlinearities, Gyroscopic effect. 

  

 

  مقدمه - 1

 بکار قدرت انتقال ايبر دوار ماشینهاي از بسیاري در دوار محور

 زیادي اهمیت از آن دینامیکی رفتار بررسی جهت این از و شودمی برده

 ارتعاشات آزاد و ارتعاشات زمینه در بسیاري محققان .است برخوردار

 اثر جمله از غیرخطی عوامل تاثیر همچنین و دوارمحور اجباري 

  .اندکرده مطالعه سیستم رفتار بر هندسی غیرخطی اثر و ژیروسکوپ

- سازه میرایی بدون محور نامیزان یک همکاران دینامیک و ایشیدا

 پاسخ به را مطالعاتشانهمکاران  و کتز .]1[کردند  بررسی را اي

 چن و انگه. ]2[دادند ادامه متحرك بار یک حتت دوارمحور  دینامیکی

 هارمونیک بار تحت چرخش حال در ارتوتروپیک محور یک مطالعه به

 در با را محور یک  آشوبناك حرکتهاي و پایداري بلوتین. ]3[پرداختند 

. ]4[کرد بررسی ساختاري میرایی و هندسی غیرخطی اثر گرفتن نظر

 مرتبه معادلات کاهش براي را مد مولفه تلفیق روش همکاران و نلسون

 نیرویی پاسخ براي را معادلات و کردند معرفی رتور سیستم بالاي

 ماخوپادیا و داگاندچی. ]5[ کردند حل غیرخطی یاتاقان هايسیستم

 اولین شامل ترکیبی تشدیدهاي براي گیردار یکسر تیر یک پاسخ

 و ورست دي وان. ]6[ردند ک بررسی را خمشی و پیچشی مدهاي

 را یاتاقان گاهتکیه با رتور سیستم یک تحریکی خود نوسانات همکارانش

 با را دوار محور ارتعاشات بلوتین. ]7[کردند  آنالیز محدود المان روش با

 و کیم .]4[داد  قرار بررسی مورد هندسی سختی اثر گرفتن نظر در

 حال در کامپوزیتی تیموشنکومحور  یک آزاد ارتعاشات همکارانش
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 و آزاد ارتعاشات آنالیز به زو و جی.  ]8[ کردند بررسی را چرخش

 چندگانه مقیاس روش از استفاده با یاتاقان رتور سیستم یک اجباري

 چندگانه مقیاس روش از استفاده با زمانیان و حسینی. ]9[ پرداختند

 در  همکاران و خادم. ]10[ کردند مطالعه را دوارمحور  آزاد ارتعاشات

 .]11[ کردند تحقیق دوار محور مود دو ترکیبی تشدیدهاي مورد

 اثرات گرفتن نظر در با را دوار محور آزاد ارتعاشات خادم و حسینی

 حل خادم و حسینی. ]12[کردند  بررسی اینرسی و انحنا غیرخطی

 عامل گرفتن نظر در با دوار محور ابتدایی تشدیدهاي براي عددي

 و آزاد ارتعاشات زو و ملانسون. ]13[ دادند انجام را کششی غیرخطی

 را عمومی مرزي شرایط و ساختاري میرایی با دوار محور پایداري

 شده کوپل عرضی و پیچشی حرکتهاي وئر و پلات. ]14[ کردند مطالعه

 گرفته صورت مطالعه در و اندنموده توصیف را چرخش حال درمحور 

 روش از آنها. است شده گرفته نظر در متغیر زمان با ايزاویه سرعت

-هتکی با محور دینامیک بر حاکم ايپاره معادلات تبدیل براي لرکیناگ

 شاه. ]15[ اندکرده استفاده معمولی دیفرانسیل معادلات به ساده گاه

با در نظر گرفتن  چرخش حال در نامتقارن محور ارتعاشات  خادم و قلی

 جرمی اینرسی یک تحت ساده گاههايتکیهبه همراه  غیرخطیعوامل 

 و اندکرده توصیف را اصلی محور جهت در خمشی سفتی و متعادلنا

 کار به ايپاره دیفرانسیل معادلات حل براي را چندگانه مقیاس روش

 میرایی ضریب از تابعی عنوان به را شاخگی دو نمودارهاي و اندبرده

 با چندگانه مقیاس روش نتایج که اندنموده گزارش آنها. اندنموده رسم

 مدل یک ژانگ و چو. ]16[دارد  خوبی همخوانی عددي سازيشبیه

 طرف دو در یاتاقان با رتور سیستم یک شامل که مهندسی در کاربردي

 چرخشی، اینرسی تاثیر مطالعه این در. اندداده قرار مطالعه مورد را است

. ستا شده بررسی سیستم رفتار روي بر سیستم نامیزانی و میرایی

 این که دهدمی سیستم یابیعیب براي را اطلاعاتی ،تحقیقات این نتایج

 و واتا. ]17[است  موثر بسیار چرخش حال در ماشینهاي در یابیعیب

 صلبیت با خطی نامتقارن چرخش حال در محور یک ارتعاشات ویگلیانی

 را عرضی ارتعاشات  تاجبخش و . دایکن]18[اند کرده بررسی را خمشی

 اختلالات روش به را حاکم معادلات و کرده کوپل پیچشی ارتعاشات با

 چرخشی، اینرسی ژیرسکوپ، اثرات تحقیق این در ایشان. اندکرده حل

 لحاظ محاسبات در را خارجی و داخلی میرایی و برشی تغییرشکل

 پذیرانعطاف محور یک از متشکل ایشان توسط  شده ارائه مدل. اندکرده

 جرم مرکز همچنین. است شده واقع آن بر دیسک یک که باشدمی

 محور طول در بنابراین و نبوده چرخش حال در محور بر منطبق محور

 پیچشی گشتاور که دهد می نشان نتایج. دارد وجود يمرکز از خروج

 درصد 10 تا را دامنه بیشینه نقطه شودمی اعمال مرکزي دیسک به که

دهد می کاهش اندنشده کوپل هم به ارتعاشات که حالتی با مقایسه در

 یاتاقان گاهتکیه دو روي  محور آزاد ارتعاشات  زو و کاردنندیران. ]19[

اند نموده بررسی را است شده استفاده تیموشنکو تیر نظریه از که را

 را چرخش حال در محور یک اجباري ارتعاشات  یامامتو و آیشیدا. ]20[

 و دینامیک. ]21[اند کرده توصیف داخلی میرایی اثر گرفتن نظر در با

 جابجاییهاي با چرخش حال در محور- دیسک سیستم یک ناپایداري

 ارتعاشات بدور آل. ]22[ است شده آنالیز چنگ و چانگ توسط بزرگ

 با را حرکت معادلات و کرده حل نامیزان رتور براي را پیچشی و عرضی

 و غیرخطی رفتار و است آورده بدست يلاگرانژ دینامیک از استفاده

 تاثیر نیز و داده نشان را پیچشی و عرضی ارتعاشات بین کوپلینگ

 داراي فوق مدل. است کرده لحاظ معادلات در را رتور پیچشی سفتی

- می پیچشی شکل تغییر یکی و چرخشی حرکت یکی آزادي درجه دو

 رتور عرضی و پیچشی ارتعاشات بین رفتار شده سازيشبیه نتایج. باشد

 ترسیم را زمان حسب بر خیز نمودارهاي همچنین او. دهدمی نشان را

 . ]23[است  نموده

اي با سرعت زاویه محورجورجیادس به تحلیل دینامیکی یک همچنین 

بر روي ارتعاشات  تغییر شکلهاي بزرگ . اثر]24[متغییر پرداخته است 

کند و توسط یک دوار که از سرعت بحرانی خود عبور می محوریک 

گردد توسط محمودي و همکاران بررسی شده منبع انرژي تحریک می

 محوردر تحلیل دیگر توسط کافی و حسینی یک . ]25[است 

- کامپوزیتی ناهمسانگرد مورد بررسی قرار گرفته و اثرات چیدمان لایه

. در ]26[هاي کامپوزیت بر پاسخ دینامیکی سیستم بررسی شده است 

 محوردیگري توسط حسینی رفتار دوشاخگی و آشوبناك یک  مطالعه

تشدید . اخیراً ]27[ثابت بررسی شده است اي زاویهدوار با سرعت 

قلی دوار متقارن و نامتقارن با تحریک پایه توسط شاه محورترکیبی یک 

جاد سه عامل ای در تحقیق آنها .]28[ انه تحلیل شده استو پایگ

-دینامیکی و تحریک پایه می میزانیتحریک بدلیل عدم تقارن شافت، نا

ترکیبی در سیستم رخ تشدید باشد.  همچنین آنها نشان دادند که سه 

 محوردهد که در دو مورد از آنها عدم تقارن در پاسخ پایاي می

عدم تقارن تاثیر قابل  هاتاثیرگذار نیست در حالیکه در یک مورد از آن

  اي در پاسخ سیستم دارد. توجه

 محوردر این تحقیق به تحلیل غیرخطی ارتعاشات اجباري یک 

 جملات اثرشود. در استخراج معادلات  پرداخته می نامیزان دوار

اثر و  دهدهاي بزرگ رخ میغیرخطی هندسی که بدلیل تغییرشکل

و همچنین  محورغیرخطی اینرسی بدلیل وجود اینرسی طولی  جملات

همچنین فرض شده است که تغییر وسکوپ لحاظ شده است. ژیراثر 

قابل صرفنظر کردن است و لذا شرط عدم اتساع نیز در  محورطول 

دلات معاسپس استخراج معادلات حرکت در نظر گرفته شده است. 

در این مطالعه به گردیده است.  حرکت در دو جهت عرضی استخراج

همچنین  اینرسی و غیرخطی هندسی و جملاتاهمیت در نظر گرفتن 

 پرداخته شده است. دهاي ارتعاشی مختلف ودر ماثر ژِیروسکوپ 

 محورهمچنین تاثیر ممان اینرسی جرمی بر پاسخ ارتعاشی حالت پایاي 

تاثیر  گرفتن مشخص شدن اهمیت در نظرجهت  نیز بررسی شده است.

چهار حالت  ژیروسکوپ جمله اثر و و اینرسی غیرخطی هندسی جملات

در پاسخ اجباري سیستم بررسی شده است و نتایج با یکدیگر مختلف 

) در 1مقایسه شده است. چهار حالت مورد بررسی به شرح ذیل هستند: 

و  غیرخطی هندسی جملاتحاصل از ژیروسکوپ و  جملاتنظر گرفتن 

و  غیرخطی هندسی جملات)  در نظر گرفتن فقط اثر 2 اینرسی

) بدون در نظر گرفتن 4یروسکوپ )  در نظر گرفتن فقط اثر ژ3 اینرسی

  خطی و اثر ژیروسکوپ.غیر ر جملاتاث

  

  طرح مسأله و معادلات حاکم - 2

 نظر در با دوار محور اجباري یک ارتعاشات حل به مقاله این در

. شودمی ژیروسکوپ پرداخته اثرغیرخطی و همچنین  جملات گرفتن

 در بزرگ شکلهايتغییر با طولتغییر بدون دوار تیر یک صورت به محور

 و چرخشی اینرسی جملات حاکم معادلات در. شودمی گرفته نظر
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. شودمی صرفنظر برشی شکهايتغییر از و شودمی لحاظ نیز ژیروسکوپی

 و بزرگ انحنا(  بزرگ شکلهايتغییر شامل مساله طیخرغی عوامل

مقاله  این در. باشندمی اینرسی و ،)بزرگ هايدوران

�(�, �) , �(�, �) , �(�,  مرکز جابجایی هايمولفه بیانگر ترتیبه ب (�

 طول از s مکان در، جانبی و عرضی در جهات طولی محور هندسی

 جملات گرفتن نظر در آنجاییکه از. باشندمی  tلحظه در محور کمان

 منجر غیرخطی تحلیل در ژیروسکوپ اثر و هندسی و اینرسی غیرخطی

 اهمیت بررسی به تحقیق این در لذا ،باشندمی بالا محاسبات حجم به

 شودمی ارتعاشات اجباري سیستم پرداخته در اثرها این گرفتن نظر در

 توانمی نتایج ندارد در زیادي تاثیر آنها گرفتن نظر در که مواردي در و

  . داد کاهش را محاسبات حجم و کرد صرفنظر آنها از

که  را mطول  واحد بر  جرم و Lطول  با دوار محور یک در اینجا

 سیستم ارتعاشی معادلات .بگیرید نظر داراي خروج از مرکزي است در

شوند، که در می استخراج همیلتون اصل کمک به عرضی صفحه دو در

آن نیاز به بدست آوردن انرژي جنبشی و انرژي پتانسیل سیستم و 

 محورجنبشی  انرژي باشد.همچنین کار حاصل از نیروهاي خارجی می

.آیدمی بدست زیر رابطه از

 

  

)1(  
T� = (

�

�
) ∫ m�u̇�(s, t) + v̇�(s, t) + ẇ�(s, t)�ds +

�

�

(
�

�
) ∫ �I�ω�

�(s, t) + I�ω�
�(s, t) + I�ω�

�(s, t)�ds,
�

�

�� و  ��و  محورجرم بر واحد طول   � که = به ترتیب ممان  ��

  شند.  ابمی محورحول محورهاي طولی و قطري  محوراینرسی جرمی 

  شود.از رابطه زیر محاسبه می محوراي سرعت زاویه

)2(  

ω� = v̇�w� + ϕ̇ + Ω + ⋯ 

ω� = −ẇ� + w�u̇� + ϕv̇� + u�ẇ� +
�

�
v��ẇ�  +

v�w�v̇� + ẇ�w�� +
�

�
ϕ�ẇ� + ⋯  

ω� = v̇� − v�u̇� + ϕẇ� − u�v̇� −
�

�
w��v̇�  − v̇�v�� −

�

�
ϕ�v̇� + ⋯  

-یم محور طولی جهتمقدار زاویه پیچش حول  ϕ  در رابطه فوق

اینرسی و   جملات. چنانچه ترم اینرسی پیچشی در مقایسه با باشد

توان آن را از رابطه زیر بدست سفتی عرضی قابل صرفنظر باشد می

  . ]11[آورد

)3(  ϕ(s, t) = − � v′′w′ds

�

�

 

دوار از  محورهمچنین انرژي جنبشی حاصل از خروج از مرکزي   

   .]29,30[ شودرابطه زیر حاصل می

)4(  

T��� = −mΩ ∫
�

�
�v̇ �e�(s) sin(Ωt) + e�(s) cos(Ωt)� +

ẇ�−e�(s) cos(Ωt) + e�(s) sin(Ωt)� −
�

�
�e�

�(s) +

e�
�(s)�� ds  

  .شوداستفاده می )5( رابطه جهت بدست آوردن انرژي کرنشی از

)5(  U =
�

�
∫ (D��ρ�

� + D��ρ�
� + D��ρ�

�)
�

�
ds,  

  آیند.بدست میصورت زیر به ��Dو  ��D) پارامترهاي 5در رابطه (

)6(  D�� = G
πd�

32
, D�� = ��� = E

πd�

64
 

قطر  dبه ترتیب مدول برشی و مدول یانگ و  Eو  Gدر رابطه فوق 

  باشد.میمحور 

 حسب بر غیرخطی ترمهاي شامل که محور انحناي هايمولفه

  .]10[آیند می بدست زیر از روابط هستند اییججاب میدانهاي

)7(  

ρ� = v��w� + ⋯ .,  

ρ� = −w′′ + w�u�� + u�w�� + �
�

�
� v��w�� +

v�w�v�� + w��w�� + ⋯ .,  

ρ� = v�� − v�u��� − u�v�� + �
�

�
� w��v�� − v��v′� + ⋯.  

توان اثر هاي خارجی میبا استفاده از کار مجازي حاصل از نیروي

  در نظر گرفت:را به صورت زیر لزج نیروي میرایی 

)8(  δW�� = ∫ (−c�v̇ − c�ẇ)ds,
�

�
  

�cکه در آن = c� = c    باشد.می لزجتیضریب میرایی  

 المان و dsنیافته  شکلتغییر المان بین رابطه که است ذکر به لازم

  شود. می محاسبه زیر فرمول از �ds یافته شکلتغییر

)9(  ds� = ds(�(1 + u�)� + v′� + w′�)  

 صرفنظر جهت طولی محور در طولتغییر از همچنین در اینجا

ds شده است، لذا = ds�  به صورت رابطه 9باشد. بنابراین رابطه (می (

  شود.) ساده می10(

)10(  (1 + u�)� + v′� + w′� = 1  

 v جهت در اییججاب حسب بر توان می را u جهت در اییبج جا لذا

  .نوشت زیر صورت به  w و

)11(  u = − �
1

2
� � (v�� + w��)

�

�

ds, 

جنبشی، انرژي پتانسیل و کارمجازي حاصل از با جایگذاري انرژي 

  ) ذکر شده است12نیروهاي خارجی در اصل هامیلتون، که در رابطه (

)12(  � (δ(T��� + T�) − δU + δW��)dt = 0,
��

��

 

  د. نشواي حاکم حاصل میمعادلات پاره

 سر دو محور یک براي ایی عرضیججاب هايبا در نظر گرفتن مولفه

  شود،می بیان زیر صورت که به امn ارتعاشی مود به نزدیک ساده

)13(  v(s, t) = √2q�(t) sin(nπs) , w(s, t) =

√2q�(t) sin(nπs)  

 توان به معادلات حرکتو همچنین با بکارگیري روش گالرکین می

  معمولی به صورت زیر دست یافت.  لمعادلات دیفرانسیفرم  به غیرخطی

)14(  

δv: q̈� + n�π�I�q̈� + n�π�I�Ω�q̇� + cq̇� +

n�π�q� = Ω�e��(s) sin(Ωt) − �
�

�
� n�π�q̈�q�

� −

�
�

�
� n�π�q̈�q�q� + �

�

�
� n�π�q�q̇�

� +

�
�

�
� n�π�q̈�q�q� − �

�

�
� n�π�q�q̇�

� + �
�

�
� n�π�q�

�q̈� 

+�
�

�
� n�π�q�q̇�

� − (
�

�
)n�π�q�q̇�

� − n�π�q�
�, + 

n�π�q�
� q� 

)15(  

δw: q̈� + n�π�I�q̈� − n�π�I�Ω�q̇� + cq̇� +

n�π�q� =  Ω�e��(s) sin(Ωt) +Ω�e��(s) cos(Ωt) −

�
�

�
� n�π�q̈�q�

� − �
�

�
� n�π�q̈�q�q� +

�
�

�
� n�π�q�q̇�

� + �
�

�
� n�π�q̈�q�q� −

  (
�

�
)n�π�q�q̇�

� + �
�

�
� n�π�q�

� q̈� + �
�

�
� n�π�q�q̇�

� −

�
�

�
� n�π�q�q̇�

� − n�π�q�
�q� − n�π�q�

� ,  

 جملاتمربوط به اثر ژیروسکوپ با یک خط،  جمله در روابط بالا
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اثر مربوط به  جملات و مربوط به اثر اینرسی با دو خطغیر خطی 

خطی غیر  جملاتاند. غیرخطی هندسی با سه خط نشان داده شده

بجایی در جهت باشد که جامی محور طولیاینرسی  بدلیل اینرسی 

 شود.) به جابجایی در جهات عرضی مرتبط می11طولی طبق رابطه (

 انحنا(هاي بزرگ شکلغیر خطی هندسی بدلیل تغییر جملاتهمچنین 

  باشد. می هاي بزرگ)بزرگ و دوران

 مختصات توانمی چندگانه مقیاس اختلال روش  از با استفاده

  .داد بسط � حول زیر صورت به را q�(t)و  q�(t) مودال

)16(  q�(t) = εq��(s, T�, T�) + ε�q��(s, T�, T�) + ⋯.  

)17(  q�(t) = εq��(s, T�, T�) + ε�q��(s, T�, T�) 

+ ⋯.  

  با استفاده از روابط زیر

  

)18(  

�

��
= D� + εD� + ⋯ .,  

��

���
= D�

� + 2ε�D�D� + ⋯ .,  

  �εو مرتبه  ε مرتبه معادلات حل ،εضرائب مختلف  يجداساز باو 

  .باشدمی زیر صورت به

  

  :εمعادلات مرتبه 

)19(  (1 + n�π�I�)D�
�q�� + (n�π�I�Ω)D�

�q�� +
n�π�q����,  

)20(  (1 + n�π�I�)D�
�q�� + (n�π�I�Ω)D�

�q�� +
n�π�q����,  

   ��معادلات مرتبه 

)21(  

(1 + n�π�I�)D�
�q�� + (n�π�I�Ω)D�

�q�� +
n�π�q�� =
−2D�D�q�� − cD�q�� − 2n�π�I�D�D�q�� −

n�π�I�ΩD�q�� − �
�

�
� n�π�D�

�q�� −

�
�

�
� n�π�q��q��D�

�q�� + �
�

�
� n�π�q��(D�q��)� +

�
�

�
� n�π�q��q��D�

�q�� − n�π�q��
� − n�π�q��

� q�� −

�
�

�
� n�π�q��(D�q��)� + �

�

�
� n�π�q��

� D�
�q�� +

�
�

�
� n�π�q��

� (D�q��)� − �
�

�
� n�π�q��(D�q��)�,  

)22(  

(1 + n�π�I�)D�
�q�� − (n�π�I�Ω)D�

�q�� +
n�π�q�� =
−2D�D�q�� − cD�q�� − 2n�π�I�D�D�q�� +

n�π�I�ΩD�q�� − �
�

�
� n�π�D�

�q�� −

�
�

�
� n�π�q��q��D�

�q�� + �
�

�
� n�π�q��(D�q��)� +

�
�

�
� n�π�q��q��D�

�q�� − n�π�q��
� − n�π�q��

� q�� −

�
�

�
� n�π�q��(D�q��)� + �

�

�
� n�π�q��

� D�
�q�� +

�
�

�
� n�π�q��(D�q��)� − �

�

�
� n�π�q��(D�q��)�,  

  .باشدمی زیر صورت به ε مرتبه معادلات حل

)23(  q�� = A�(T�)e����� + A�(T�)e����� + [cc],  

)24(  q�� = −iA�(T�)e����� + iA�(T�)e����� + [cc],  

. است پیشین ترمهاي مختلط مزدوج بیانگر [cc] فوق رابطه در

 می دوار محور پسرو و پیشرو طبیعی فرکانسهاي �ωو �ω فرکانسهاي

iو  باشند =  به نزدیک محور دوران سرعت اینجا در. باشدمی  1−√

Ωصورت  به پیشرو طبیعی فرکانس = ω1 + ε2σ1 شده گرفته نظر در 

 از استفاده با. شودمی نامیده تشدید از انحراف پارامتر �� که است

 به دکارتی فرم به �A و �Aضرائب  بیان با و) 24(و )23( معادلات

�A صورت = (
�

�
)(p� − iq�)e�����  وA� = (

�

�
)(p� − iq�)e����� و 

- می موهومی و حقیقی ترمهاي جداسازي و پذیريحل شرایط اعمال

,�qبرحسب   معادلاتی به توان p�, q�, p� آوردن بدست جهت که رسید 

روابط  از و شودداده می قرار صفر حاصل روابط زمانی مشتقات پایا، حل

a� = �p�
� + q�

�aو � = �p�
� + q�

 .است محاسبه قابل ارتعاشات دامنه �

  

  نتایج  - 3

 روش از دوار محور اجباري غیرخطی ارتعاشات تحقیق این در

 نمودارهایی قالب در عددي نتایج و است شده بررسی چندگانه مقیاس

به صورت دایره در نظر گرفته  محورسطح مقطع . است شده حاصل

�Iشده است لذا  = 2I� وD�� = D�� انجام عددي تحلیل در باشدمی 

فرکانس متناظر پیشرو و پسرو  مقادیر جرمی و اینرسی ممان شده،

 سه در پیشرو طبیعی فرکانس به نزدیک دورانی سرعت در دوار محور

  .آورده شده است 1در جدول  اول ارتعاش مود

  

  

 پیشرو طبیعی فرکانس به نزدیک محور دورانی سرعت اینکه به توجه با

 �a دامنه نتایج و شودمی تحریک  �aدامنه  است، شده گرفته نظر در

 پارامتر حسب بر �aدامنه  تنها اینجا در که است آمده بدست صفر

  . است شده ترسیم �σ تشدید از انحراف

 نمودارهاي پاسخ فرکانسی براي اولین مود ،نتایج اعتبارسنجیبراي 

اند. همانطور که در نشان داده شده 1ارتعاشی در شکل  تا سومین مود

(الف) تا (ج) نشان داده شده است نمودارها در انطباق خوبی با  1شکل 

  باشند. ] می11مرجع [

خطی غیر جملات ژیروسکوپ و جملاتثر ا 3و  2هاي در شکل

بر روي  و اینرسی  هندسیمربوط به اثرات غیرخطی  جملاتشامل  

�e  محوربا تغییر خروج از مرکزي  محوردامنه ارتعاشی  = �e�
� + e�

� 

در سه مود ارتعاشی اول مورد مطالعه قرار گرفته است. در این شکلها 

حاصل از  جملات) در نظر گرفتن 1چهار حالت بررسی شده است: 

اثر تنها )  2  1و اینرسیی هندسی غیرخط جملاتژیروسکوپ و 

) 4و  3اثر ژیروسکوپ تنها) 3 2هندسی و اینرسیخطی غیر جملات

و اثر  ی و اینرسیخطی هندسغیر جملاتبدون در نظر گرفتن اثر 

                                                             
1 Nonlinearity Terms and Gyroscopic Effects (Non. T. and Gy. 
Eff.) 
2 Nonlinearity Terms (Non. T.) 
3 Gyroscopic Effect (Gy. Eff.) 

  فرکانس هاي طبیعی پیشرو و پسرو -1جدول 

ممان   مد   

اینرسی 

  جرمی

�� = 9.77880 �� = 9.90019 � = 1 �� =
0.000625 

 
�� = 38.04950   �� = 39.9747 � = 2 
�� = 81.78514   �� = 91.3998 � = 3 

    
�� = 9.00489 �� = 10.1889 � = 1 

�� =
0.00625  �� = 27.48250   �� = 45.4870 � = 2 

�� = 38.09474   �� = 133.182 � = 2 
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  ترتیب به یرمج ینرسیممان ا 3 و 2 هايشکل . در1ژیروسکوپ

I� = �Iو  0.000625 = در نظر گرفته شده است. در این   0.00625

-شکلها نقاط تعادل پایدار با خطوط توپر و نقاط تعادل ناپایدار با خط

  داده شده است. نچین نشا

مشخص است با افزایش میزان  3و 2هاي همانطور که از شکل

یابد. همچنین در خروج از مرکزي مقدار دامنه ارتعاشی افزایش می

محدوده خروج از مرکزي مورد بررسی از بین چهار حالتی که بررسی 

غیرخطی لحاظ شده است  جملاتشده است، در حالاتی که اثرات 

شود. در نظر گرفتن اثر ژیروسکوپ منجر به رفتار ناپایدار مشاهده می

شود. لحاظ کردن اثر ژیروسکوپ در افزایش دامنه ارتعاشی سیستم می

گردد مشهودتر است. هر غیرخطی لحاظ نمی جملات لاتی که اثرحا

 چند در مودهاي ارتعاشی بالاتر و در حالت با ممان اینرسی بیشتر اثرات

غیرخطی و ژیروسکوپ مشهودتر است. با افزایش خروج از  جملات

شود به حالت مورد بررسی نیز بیشتر می 4مرکزي اختلاف رفتار در 

حالت مورد بررسی  4ر خروج از مرکزي پایین هر عبارتی دیگر در مقادی

رفتاري مشابه دارند. گرچه در مودهاي ارتعاشی بالاتر میزان خروج از 

  مرکزي تاثیر بیشتري بر رفتار ارتعاشی سیستم دارد.

  

  

  

                                                             
1 Without Nonlinearity Terms and Gyroscopic Effects (Without 
Non. T. and Gy. Eff.) 

  
مرکزي نمودار پاسخ حالت پایا بر حسب خروج از  -1شکل 

)�� = �. ������(  

 n=3(ج) سومین مود        n=2دومین مود (ب)   n=1 اولین مود (الف)
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نمودار پاسخ حالت پایا بر حسب خروج از مرکزي  -2شکل 

)�� = �. ������(  

(ج) سومین مود        n=2(ب) دومین مود   n=1(الف) اولین مود 

n=3 

  

 

  
 

  
 

  
نمودار پاسخ حالت پایا بر حسب خروج از مرکزي  -3شکل 

)�� = �. �����(  

(ج) سومین مود        n=2(ب) دومین مود   n=1(الف) اولین مود 

n=3 
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پایا بر حسب خروج از مرکزي  مودار پاسخ حالتن -4شکل 

)�� = �. ������ (  

(ج) سومین مود        n=2(ب) دومین مود    n=1(الف) اولین مود 

n=3 

  

  

 

  
 

  
 

  
 ينمودار پاسخ حالت پایا بر حسب خروج از مرکز -5شکل 

)�� = �. �����(  

(ج) سومین مود        n=2(ب) دومین مود   n=1(الف) اولین مود 

n=3 

  

حالت  4دوار در  محورنمودار پاسخ فرکانسی  5و  4در شکلهاي 

غیرخطی در  جملاتشده است. در نظر گرفتن اثرات مورد نظر بررسی 

-دوار حائز اهمیت است. همانطور که مشاهده می محورخطی رفتار غیر

-ها به سمت راست میمنحنیشود اثرات غیرخطی منجر به خم شدن 

شوندگی سیستم هستند. اثرات سخت گردد که بیانگر رفتار سخت

عبارتی دیگر به شوندگی در مودهاي ارتعاشی بالاتر مشهودتر است. 

اول و براي ممان اینرسی جرمی  ارتعاش مود براي شکل این با مطابق

محور  فرکانسی پاسخ بر ژیروسکوپ اثر و غیرخطی جملات اثرات پایین

لحاظ کردن اثر ژیروسکوپ منجر به افزایش دامنه  . ندارد بسزایی تاثیر

تر اینرسی بیشتر اثرات آن واضح گردد گرچه براي ممانارتعاشی می

  است.

  

  گیري نتیجه - 4

 مود سه در میزاننا دوار محور یک غیرخطی رفتار مطالعه این در

 روش و گالرکین روش. است گرفته قرار بررسی مورد ارتعاشی اول

 گرفته بکار دیفرانسیل معادلات حل جهت چندگانه مقیاس اختلال

 شامل گهاي بزرتغییر شکل (ی هندس غیرخطی جملات اثر. است شده

 در ژیروسکوپ اثر و و اینرسی )محور هاي بزرگنبزرگ ودورا انحناي

 ارتعاشات حل در که است ذکر قابل .اندشده گرفته نظر در معادلات

  غیرخطی جملات گرفتن نظر در که گردید مشخص زیر نتایج اجباري

 مود در ژیروسکوپ اثر و ی  و اینرسی هندسغیرخطی  جملاتشامل 

 بالاتر ارتعاشی مودهاي در که چند هر ندارد بسزایی تاثیر ارتعاش اول

 به منجر آنها نگرفتن نظر در و است توجه ابلجملات ق این اهمیت

 صورت به غیرخطی جملات اثرات. شوندمی نتایج در شدیدي اختلاف

 تاثیر ژیروسکوپ جمله که چند هر شودمی ظاهر شوندگیسخت رفتار

 حداکثر افزایش به منجر ولی ندارد شوندگی سخت رفتار در چندانی

  .شودمی بالا ارتعاش مودهاي در ايتوجه قابل صورت به ارتعاشی دامنه
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